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INS  TITUZIONI 


ANALITICHE 

LIBRO  SECONDO 

Del  Calcólo  Differenziale . 

"W^     'Analiíi  delle  quantita  infinitamente  piccoleJ  , 
■         che  in  altro  modo  Calcólo  DifFerenziale  ,  o  . 
^    ^  Calcólo  delle  Fluffioni  íuole  chiamarfi  ,  é 
quella  ,  che  verfa  intorno  alie  difFerenze  delle 
quantita  variabili ,  di  qiialunque  ordine  fieno  eíTe  difFe- 
renze  .  Queflo  calcólo  contiene  i  Metodi  delle  Tangen- 
ti  ;  de'  MaíTiíni ,  e  Minimí ;  de'  FleíTi  contrarj ,  e  Re- 
greffi  delle  Curve  ;  de'  Raggi  Ofculatori  ec. ,  e  pero 
dividendo  in  piu  Capí  tutta  la  Materia  fia , 


CAPO 
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CAFO  I. 

Dell*  Idea  de*  Differenziali  di  diverjt  ordini , 
e  del  Calcólo  de*  medejtmi  *  ^ 

T.  Coi  nome  di  qüantita  variabili  fi  vogliono 
fignificare  quelle  ,  che  fono  capaci  di  aumento  ,  e  di 
decremento  \  e  íi  concepifcono  come  fluemi ,  e  per  cqsi 
diré ,  genérate  da  un  moto  continuo  . 

Slntcnda  (  Fsg.  i.)  h  retta  ABC^  generata  dal 
moto  del  punto  A  ^  prodotta  in  infinito  ,  fopra  cui  inll- 
íía  5  facendo  un  qualunque  angolo  ^  ?altra  retta  BD, 
e  fuppoogafi  j  che  mentre  Ü  punto  B  giuogne  da  B  in 
C  y  feco  portando  la  linea  B  D  fempre  a  fe  fteíTa  paral- 
lela  da  BD  in  CE  ,  il  punto  D  trafcorra  lo  fpazio  FE 
con  tal  legge  ,  che  defciiva  la  curva  ADE  ;  egli  é 
chiaro  ^  che  l'aíTiíre  AB  ^  AC  ^  ficcome  l'ordinate  BD, 
CE  5  e  gl'archi  AD^  AE  faraano  qüantita  continua- 
mente crefcenti  ^  e  decrefcenti ,  e  pero  variabili  . 

2,  Qüantita  coilanti  fono  quelle  ,  che  né  crefco- 
no  3  né  calano  ,  ma  fi  coocepiícono  per  determínate  y 
ed  invariabili  ,  come  i  Paramerri  ^  gí*  AíTi  ,  o  Dia^ 
metri  ec. 

Le  coflanti  fi  denominano  colle  prime  lettere  delP 

Alfa- 
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Alfabeto  ,  c  le  vaf iabili  colie  ultime  iii  quilla  guifa^  , 
che  fi  é  fatto  nell' Algebra  Gartefiana  rirpetto  alie  quaii- 
tiia  note  ,  ed  incogníte  . 

5.  Si  chiama  diíFercnza  j  o  fluífione  di  una  quantita 
variabile  quella  porzione  infiniteíima ,  cioé  tanto  picco- 
la  ,  che  ad  cíla  variabile  abbía  proporztone  minore  di 
qnalunque  data  ,  e  per  .cu i  crefcendo  ,  o  diminuendoíl 
la  medefima  variabile  ¡  pofla  ció  non  o  fiante  aílumeríi 
per  la  íleíTa  di  prinaa  .  • 

Sia  (  Fíg,  2.  ,  e-  3.  )  la  curva  AM ,  il  di  cui  aíTe  , 
o  diámetro  JP ;  e  íi  prenda  nella  AP  prodotta  una^ 
porzione  infinitefmia  Pp  ,  fará  eíTa  la  differenza  ,  o  Cui 
la  fluífione  delPaíTiíTa  ,  e  fi  potranno  con fide raro 
per  eguali  le  due  JP ,  Ap,  non  eíTendovi  proporzione 
tra  la  quantiia  finita  JP  3  e  la  porzione  iafinitefima^ 
P^,  Da*  punti  P,  p  ü  alzino  le  due  ordinate  paralle- 
le  PM,  pm  m  quaUinque  ángolo  ,  e  fi  tiri  la  corda.^ 
m M  prodotta  in  £  ,  e  la  retta  MR  parallela  ad  AP ; 
poiché  fono  fimilí  i  due  triangoli  BPM ,  MRm  ,  fara 
BP  ,  PM::  MR,  Rm,  nía  le  due  quantitá  BP,  PM 
fono  finito ,  ed  MR  é  infinitefima ,  adunque  fará  puré 
infinitefima  la  Rm  ,  e  pero  fará  eíTa  la  diíFerenza  dell' 
ordinata  P  M\  per  la  fleíTa  ragione  fará  infinitamente., 
piccola  la  corda  Mm  ,  ma  (  come  dimoííreró  in  ap- 
preiío  )  la  corda  Mm  non  fi  diílingue  dall'archetto  ,  e 
fi  puó  prendere  indiiíerentemente  Tuno  per  l'altra^  , 

'  adun- 
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adunque  fará  I'archetto  Mm  quantita  infinitefima  , 
per6,  la  diñerenza  dell'arco  u4M  della  curva.  Da  ci6 
chiaramente  fi  vede,  che  anco  lo  fpazio  .PMkí^  ,  chía- 
fo  dalle  due  ordinate  PM ,  pm  ,  dalla  infinitefima  Pp, 
e  dali'archetto  infiniten mo  Mm^  fari  la  diffefenza  dell* 
área  JMP  comprefa  fra  le  due  coordínate  AP ,  P  M, 
e  la  curva  A  M  \  t  condotte  le  due  corde  A  M ,.  A m , 
fará  il  triangolo  miílilineo  MAm  la  differenza  del  feg- 
mento  íAMS  chinfo  dalla  corda  AM,  e  dalla  cur- 
va ASM. 

4.  La  Caratteriflica ,  con  cui  foglionfi  efprimere 
le  diñerenze  ,  é  la  lettera  d  ,  quindí  polla  i'affiíra-* 
AP^x,  fará  Pp  ,  o  MR  —  dx;  e  fnnilmente  poíía_- 
I'ordinata  PM~y,  fará  Rm  zzdy  y  e  poíío  l'arco  di 
curva  ASM~s  ,  lo  fpazio  APMS—t^  il  fegmemo 
AMS~u  ,  fara  Mm  —  ds  ,  P  Mmp-=:dt  ,  A  Mmzzdu  ^ 
e  íutte  que  lie  fono  differenze  prime  ,  o  fluíTioni  del 
primo  ordine  . 

E  fi  avverta  ,  che  le  predette  difEerenze  fi  fcrívono 
coi  fegno  pofiüvo ,  fe  per  eíTe  crefcano  le  variabili  lo- 
ro ,  e  col  negativo  fe  le  variabili  calino  .  Cosí  nella_^ 
curva  -NEC  (  Fig.  4.  )  eíTendo  AB  =  x  ^  BFzzdXf 
■BC-  y  ,  fará  DC=-— ¿íjí ,  differenza  negativa  della  y  , 

Che  queíle  tali  quantita  differenziali  non  fieno  va- 
ne immaginázioni  ¡  olire  di  che  egli  é  manifeílo  dal 
método  degV  Antichi  de*  Poligoni  infcritti  ,   e  circo- 

fcritti , 
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fcrittí ,  fi  pu6  chiaramente  vedere  dal  folo  ideacfi ,  che 
Tordinata  MN  (  Fig,  4.  )  fi  vada  continovamente  3c- 
eoíhndo  alia  BC,  finche  con  eíTa  coincida;  ora  egli  é 
chiaro  ,  che  prima  ,  che  quelle  diie  linee  coincidáno  , 
averanno  tra  loro  una  diflanza  ,  ed  una  diñerenza.. 
InaíTegn ahile  ,  cioe  minore  di  qualunque  quantita  data  ; 
m  tale  pofizlone  fieno.  BC  ^  FE  ,  adunque  BF,  CD 
faranno  quantita  minori  di  qualunque  data ,  e  pero  in- 
aíTcgnabili ,  o  fia  diíFérenze  ,  o  fluíEoni . 

Anzi  con  la  fola  común  Geometría  é  ficuro  ,  che 
non  folo  quefte  ma  altre  quantita  minime  di  claífi 
infinite  entraño  realnieme  a  formare  l'eñenfione  geo- 
métrica. Si  danno  in  geometría  le  quantita  incornmen- 
furabili ,  ed  infinite  di  genere ,  come  é  noto  a*  Geo- 
rnetri ,  ed  agí'  Analiííi ,  dunque  fi  danno  le  grandezze 
infinitefime  di  varj  ordini , 

Ed  in  fatti  fia  a  cagion  d'efempio  (Fig.  5.)  JB  il  lato, 
cáJC  il  diámetro  d'un  quadrato,  le  qualí  due  linee  per 
1*  ultima  propofizione  del  libro  10.  di  Euclide  fono  fra  lo- 
ro afimmetré  ,  vale  a  diré  incommenfurabili .  Dico  per 
tanto  :  che  non  fono  eíTe  refe  tali  da  una  qual  íi  fia-, 
finita  lineeta  CE ,  per  quanto  piccola  efía  íi  prenda-,  , 
ma  bensi  da  un*  altra  infinitamente  minore ,  cioé  della 
claíTe  delle  infinitefime  , 

Fingafi  j  che  la  linea  F.C  finita  renda,  s'egli  é 
polTibile  ,  le  due  JB  3  AC  afimmetré  ;  in  confeguenza 

la 
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la  retíante  JE  fara  commenfurabile  al  lato  AB  .  Sh 
la  retta  F  comune  loro  mifura  ,  la  quale  non  puó  mai 
eíTere  eguale  alia  EC,  altrimenti  farebbero  commenfu- 
rabili  il  lato ,  ed  il  diámetro  ;  fará  adunque  ,  o  mag- 
giore ,  o  minore  . 

Nel  primo  cafo  fi  fottragga  F  da  E  C ,  quante  vol- 
te  íi  puo  ,  ed  il  refiduo  fia  GC .  E  perché  F  mifura-. 
■  JB  ,  AE  5  ed  anco  EG  ,  le  due  rette  JB  ,  AG  avc- 
ranno  fra  loco  una  proporzione  razionale,  confeguente- 
mente  non  era  la  grandezza  EC,  che  faceíTe  incom- 
menfurabili  le  AB,  ACy  ma  una  quantitá  piü  piccola, 
per  efempio  la  GC,  la  quale  pero  é  finita  ,  eíTendoíi 
dalla  finita  E  C  fottratta  una  ,  o  piu  fíate  la  finita  F .' 
Dividafi  F  per  meta ,  ed  indi  ancora  per  meta  fino  a 
irmto  ,  che  fi  venga  ad  una  parte  aliquota  di  F  minore 
di  GC,  e  leyata  quefla  da  GC,  refiera  HC,  la  qua- 
le ,  replicato  il  difcorfo ,  non  é  quella  che  rende  in- 
commeníurabili  le  linee  AB  ,  AC;  ed  attefo  che  il  ra- 
ziocinió  vale  per  qual  fi  fia  grandezza  finita ,  fi  ■  con- 
chiuda  ,  che  la  ineommenfurabilitá  procede  da  una-, 
quatititá  inaíTegnabile  minore  di  qualunque  data ,  lo  che 
fi  verifica  parimente  nell'altro  cafo  ,  mentre  cioé  fia  la 
comune  mifura  F  maggiore  di  E  C ,  il  che  ec. 

Dopo  di  ció  vado  avanti ,  e  dico  ,  che  i  quadratí" 
iopra  le  rette  AB ,  AC ,  i  quali  fi  rifpondono  como 
i'unitíi  al  binario  ,  non  oílatite  ,  che  i  Uti  fieno  irra- 

zionali  3 
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zionali ,  fono  peró  Gommenfurabili ,  e  fatti  tali  da  una 
quamitá  ínfinitefima  del  fecondo  ordine  .  Efpoüi 
(  Fig>  6, )  i  due  quadrati  AB  ,  JC ,  fegno  le  dne  quan- 
titá  eguali ,  ed  infiniteíime ,  che  rendono  afimmetri  i 
latí  AD  AG,,  AI ,  AH  ^  e  fieno  quefte'  ED  ,  F/, 
e  compiuta  la  preparazíone  (  come  nella  Figura  )  Ci 
noti  ,  che  i  due  rettangoli  DJ<  ,  JK  fono  incom- 
menfurabili  al  quadrato  AB,  e  h  ragione  íí  é  ,  perché 
^  fono  comprefi  dalle  rette  EK,  FK  commenfurabili  alie 
due  AG  ,  GB  ,  e  di  piü  dalle  linee  minime  ,  ed  inaf- 
fegnabili  ED,  FI,  che  fono  quelle  ,  dalle  quali  nafcc 
rafimraetria  de'  latí  AD  ,  AG  ,  Al ,  AH .  Aggiunto 
per6  a*  fuddetti  rettangoli  il  quadrato  AK ,  avererao 
il  gnomone  corapofio  delle  tre  accennate  grandezze^j 
afimraetro  al  quadrato  ;  raa  l'intiero  quadrato  AC 
íla  all'ahro  AB  in  razíonal  proporcione ,  dunque  il  qua- 
drato AC  h  refo  tale  dal  quadrato  infinitefimo  KC , 
quantita  del  fecondo  ordine  ,  per  la  quale  fupera  il  fud- 
dctto  gnoraone  aiim metro  . 

Noto ,  che  i  cubi  fopra  le  linee  AI,  AH  fono  in- 
commenfurabíli ,  tutto  che  fieno  razionali  le  loro  bafi, 
c  fi  puó  fácilmente  pro  vare ,  che  fono  ridotti  tali  da_^ 
una  grandezza  inaíTegnabile  de!  terzo  ordine  ,  ed  in  tal 
guifa  col  difcorfo  di  mano  in  mano  fi  proceda  . 

5.    In  quella  guifa  che  le  differenze  prime  non_, 
ánno  proporzione  aíTegnabile  alie  quantita  finite  ,  cosí 
Toí».  lU  B  le 
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le  differenze  feconde  ,  o  fluíTioni  del  fecondo  ordine^ 
non .  auno  proporzione  aíTegnabile  alie  differenze  pci- 
me  ,  e  fono  di  eíTe  infinitamente  minori  per  modo , 
che  due  quantitá  infiniteíime  del  primo  ordine  ,  ma- 
che diíFerifcono  tra  loro  d'una  difFerenza  íeconda ,  pof- 
íono  aíTuraerfi  per  eguali .  Lo.  fleíTo  fi  dica  delle  diffe- 
renze terze  rifpetto  alie  feconde  ,  e  cosí  di  mano  in 
mano . 

Le  differenze  feconde  íi  fogliono  marcare  con_. 
doppia  d,  le  terze  con  tré  d  ec.  La  diíferenza  adunque 
di  dx: ,  cioé  la  difíerenza  feconda  di  x  Ci  fcriverá  ddx , 
o  puré  d^x ,  nel  che  fi  avverta ,  non  eíTere  lo  fleíTo 
d'-x,  e  dx''  ,  perché  il  primo  fignifica,  come  ó  detto, 
la  difFerenza  feconda  di  a?  ,  ed  il  fecondo  fignifica  il 
quadrato  dí  dx  ;  la  diíferenza  terza  fará  dddx ,  o  puré 
d^x  ec.  Cosí  ddy  fará  la  difíerenza  d¡  dy ,  cioé  la  dif- 
ferenza  feconda  di  y  ec. 

Ma-^per  formare  giurta  idea  delle  feconde  ,  terze  ec. 
differenze  faranno  opportiini  i  feguenti  Teoremi .. 

TEOREMA  I. 

6.  Sia  una  qualunque  curva  MB  C ,  (  Fig,  7. )  ed 
una  porzione  di  eíTa  BC  infiniiefima  del  primo  ordine. 
Da'  punti  B ,  C  fi  conducano  perpendicoíari  alia  curva 
le  rette  BA,  CA.  Dico :  che  le  rette  BA,  CA  fi 
potranno  aíTumere  per  eguali , 

Si 
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Si  conducano  le  tangemi  BD  ,  CD ,  c  la  corda_. 
BC .  Se  le  due  CA  non  fono  eguali  ,  fia  quella, 
che  fi  vuole  di  loro  ,  come  C^,  maggiore  dell'altra, 
e  ad  eíTa  fi  conduca  perpendicolare  la  BH  ,  La  diíFe- 
renza  fra  le  linee  BJ,  CA  fará  minore  dell*  intercet- 
u  CH ,  per  1* angelo  retto  in  H,  e  CH  minore  della 
corda  BC,  ma  la  corda  BC  h  infinitefima  del  primo 
ordine  5  eíTendoíí  fuppofto  infinitefimo  l'arco;  adunque 
la  diíTerenza  tra  ,  e  CA  almeno  non  fara  maggio- 
re di  una  quantitá  infinirerima  del  primo  ordine  ,  e  pe- 
r&  le  rette  BA^  CA  potraono  aíTumerfi  per  eguaü  . 

COROLLARIO  I. 

Adunque  il  triangolo  BAC  fará  ifofcele  ,  c  pero 
gl'angoli  ABC ,  ACB  alia  bafe  eguali  tra  loro  ,  e  fot- 
tratti  quefli  da'  retti  ABD,  ACD  ,  rimarranno  eguali 
i  due  B  C  D  j  D  B  C ,  e  per  confeguenza  anche  eguali 
le  due  tangenti  BD ,  CD  . 

COROLLARIO  II. 

Condotta  la  retta  DA,  eíTendo  fimili ,  ed  eguali 
i  dae  triangoli  ADB  ,  JDC,  tagliera  eíTa  in  due  parti 
eguali  gl'angoli  BAC,  BDC;  e  perché  vengono  puré 
ad  eíTere  firaili ,  ed  eguali  i  due  triangoli  AEB  ,  AEC, 
fara  la  íleíTa  AD  nórmale  a  B  C ,  e  la  di  videra  egual- 
mentc  in  E  . 

B  2        .  COROL" 
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GOROLX.ARIO  III. 

Ed  eíTendo  fimili  i  diie  triangoli  DJC,  EDC; 
fará  l'angolo  DCE  egualc  aU'angolo  DAC ,  ed  i  due 
angoli  DCE,  DBE  prefi  aífiem?  eguaÜ  aU'angolo 
BAC, 

C  O  R  O  L  L  A  R  I  O  IV. 

Da  ció  fi  raccoglie  ,  che  un'  arco  qualunque  infini- 
tefimo  BC  di  qualíivoglia  curva  avrá  le  fleíTe  aíFezíoni, 
e  proprieiá  dell'  arco  di  circolo  defcritto  col  centro  A , 
e  raggio  AB  ^  o  AC. 

COROLLARIO  V. 

Effendo  fímili  i  due  triangoli  AEB ,  BED  ,  ave- 
remo  AE  ,  EB  ::  EB  ,  EO  ;  ma  AE  é  linea  finita^, 
ed  E  B  infinitefima  del  primo  grado ,  dunque  E  D  fará 

infinitefima  del  fecondo,  e  fará  il  fuo  valore  =  EB* . 

/Te 

Ma  il  réttangolo  fotto  la  doppia  AE  in  El  h  eguale.*' 
(  per  la  proprieiá  del  circolo  )  al  quadrato  EB  dun- 
que EB  =  2AEXEI  :=  AEX  ED  ,  e  per  confeguen- 
za  zAE,  JE::ED,  El;  ma  il  primo  termine  delí' 
analogía  h  doppio  del  fecondo  ,  dunque  anco  il  terzo 

del 
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del  quarto ,  e  co  niegúente  mente  fairanno  eguati  le  due 
tóe  del  fecondo  ordine  ÜE^  ID, 

C  d  R  O  L  L  Á  R  I  O    V  L 

E  perché  la  difierenza  tra  la  Temicorda  BE,  e  la 
toccante  BD  é  una  quantita  minima  del  terzo  gtado  ; 
conciofiacché  ,  condotto  dal  centro  B,  coU' ínter  valió  BE 
l'arco  di  cerchio  EL,  grandezza  della  feconda  claíTe  , 
la  quale  con  il  fuo  feno  fi  confonde  ,  faranno  finiili  i 
due  triangoli  BDE,  EDL  ,  che  oltre  gl'angoli  retti 
in  E,  ed  L,  ánno  I'angolo  comune  in  D,  dunque_. 
BD  ,  DE  ::  ED  ,  DL  ;  ma  BD  é  fluíTione  prima  ,  t> 
DE  feconda  (  per  1' antecedente  Corollario  )  dunque 
D  L  fara  una  terza  fluffione  .  Quindi  eíTendo  rarco  B  l 
della  curva  maggiore  della  femicorda  BE  ,  e  minore 
della  tangente  B  D ,  non  puo  difTerire  dall*  una ,  e  dall' 
altra;:fe  non  per  una  grandezza  al  piü  del  terzo  ordine. 

TEOREMA  II. 

7.  Sia  una  qualunque  curva  DAE,  {  F¿g.  8.,  e  c,,) 
nel  di  cui  aíTe  prefe  due  porzioni  [infinitefime  del  primo 
ordine,  ed  eguali  HI,  ÍM,  fi  conducano  lé  ordinate  pa- 
rállele  HA  ,  IB ,  ME  ,  le  quali  taglieranno  nella  data 
curva  gl'archeiti  AB  ^  BE  parimente  infinitefimi  del  pri- 
mp  ordine .  Si  conduca  la  corda  ^  B  C,  la  quale  concorrá 

nei 
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nd  panto  C  con  l'ordinata  ME  prodotta ,  fe  occorre  : 
Dico :  che  1'  íntercetta  CE  tra  la  curva  ,  e  la  corda  J 
prodotta  fará  infinitefima  del  fecondo  ordine  . 

Si  conduca  la  corda  AE .  Se  la  retta  IM  foíTe  quantita 
aíTegnabile  finita,  anco  il  triangolo  A  CE  farebbe  finito  ; 
ma  accortandofi  fempre  alia  ordinata  HA  h  ME  in  ma- 
niera ,  che  U  IM  divenga  puré  fluffione ,  o  fia  infini- 
tefima del  primo  ordine,  Pangólo  ACE  rimane  fem- 
pre lo  fieíTo  ,  e  l'angolo  AEC  d  accrefce ,  facendufi 
fempre  minore  l'angolo  C^£,fino  a  che  divenga  final- 
mente minore  di  en  qualunque  dato ,  cioé  fi  faccia_. 
infiniteíimo  .  In  quefio  cafo ,  ficcome  il  feno  di  un'an- 
golo  infiniteümo  del  primo  ordine  col  raggío  finito  aíTe- 
gnabile é  quantita  infinitefima  del  primo  ordine  ,  cosí 
il  feno  dell'angolo  CAE  infinitefimo  del  primo  ordine 
nel  raggío  AE ,  o  AC  infinitefimo  del  primo  ordine». 
fará  quantita  infinitefima  del  fecondo  ordine;  ma  ne' 
triangoii  i  latí  fono  proporzionali  ai  feni  degl'angoli  op- 
pofii ,  adunque  anche  la  retta  CE  fará  infinitefima  del 
fecondo  ordine  .  - 

Chiamate  per  tanto  le  DH  íc  ^  HA  —  y , 
m~lU-áx^  fará  =  G  C  -  í/y  ,  ed  EC  =  ~  Uy , 
prefíggendo  il  fegno  negativo.,  perché  per  efTa  cala,  c 
non  crefce  la  4y ,  (  Fig.  8. )  e  cosí  all'oppofio  averá  il 
fegno  pofirivo ,  fe  per  eíTa  crefca  la  áy  ,  cioé  fe  la  cur- 
va fia  conveíTa  in  quel  punto  ali'aíTe  DM.  (  Fig.^. ) 

CORQL- 
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COROLLARIO. 

Se  dal  punto  E  fi  conduca  alia  BC  h  nórmale 
ES  ,  faranno  puré  ES ,  CS  fiuíTioni  del  fecondo  ordi- 
ne,  imperciocché  ciafcuna  minore  di  EC, 

TEOREMA  III. 

8.  Se  nel  circolo  fi  prenda  un*  arco  infiniteíimo 
del  primo  ordine  ;  dico  che  íl  feno  verfo  fara  quantita 
infíniteíima  del  fecondo,  e  ladifferenza  fra  11  feno  retto, 
e  la  tangente  fará  infinitefima  del  terzo, 

Sia  l'arco  DC  (Fig.io,)  infinitefimo  del  primo 
ordine  ,  DB  il  feno  retto  ,  CE  la  tangente  ,  e  ü  con- 
duca DF  parallela  ad  JC.-  Per  la  natura  del  circolo 
fi  á  GB,  BD  BD  ^  BC-j  ma  GB  h  quantita  finita  , 
e  BD  infinitefima  del  primo  ordine  ,  adunque  íiccome 
GB  é  infinitamente  maggiore  di  BD,  cosí  fará  BD 
infinitamente  maggiore  di  BC,  e  pero  BC  ,  o  fia_. 
DF  infinitefima  del  fecondo  ordine  .  Per  la  fimili- 
tudine  de'  triangoli  ABD  ,  DFE  ^íatk  J  B,  BDr.  D F, 
FE;  ma  JB  quantita  finita  é  infinitamente  maggiore 
di  BO  infinitefima  del  primo  ordine ,  adunque  DF  in- 
finitefima del  fecondo  ordine  fara  infinitamente  maggio- 
re ái  FE ;  e  per 6  FE  ftufíione  del  terzo  . 

GOROL- 
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C  O  R.  P  L  L  A  R  I  O  I. 

p.  E  poiché  la  tangente  é  fempre  maggiore  deíí' 
arco,  l'arco  della  corda,  e  la  corda  del  feno  rettoj 
potendofi  aíTuraere  per  eguali  la  tangente  ,  ed  il  feno 
retto ,  giacché  non  difTerifcono  fe  non  per  una  infini- 
te'fima  del  terzo ,  íl  potranno  anco  aíTumere  per  egua- 
li la  tangente  ,  1'  arco ,  la  corda  ,  ed  il  feno  retto  . 

GOROLLARIO  II. 

ID.   Se  s'immagineremo  ,  che  il  raggio  del  circo- 

10  fia  AN  infinitefimo  del  primo  ordine  ,  fará  Parco 
NO ,  ed  ü  feno  OM  infinitefimo  del  fecondo ,  e  per6 

11  feno  verfo  MN  infinitefimo  del  terzo , 

GOROLLARIO  III. 

II.  Sieno  nell*  aíTe  DM  (  Fig.  ii.,  e  12.)  diio 
difíerenze  prime,  ed  eguali  HI,  IM,  alie  quali  cor- 
rifpondono  i  dne  archi  infinitefimi  di  curva  AB  ,  BE  , 
e  fi  tirino  le  due  corde  BE  ,  A By  e  queíla  prodotta_i; 
incontri  in  Cl'ordinata  ME  pariraenti  prodotta,  fe  fa 
d'uopo  .  Si  tiri  perpendicolare  a  BC,  e  col  centro 
S  5  raggio  BE  l'arco  EO  .  Per  il  Coroilario  del  Teorema 
IT. ,  es  é  infinitefiraa  del  fecondo  grado  ,  e  per  1' ante- 
cedente ,  OS  c  infinitefiíiu  del  terzo,  dunque  CO  é 

infini- 
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itjfinitefima  del  fecondo  ,  perché  1' infinirefima  del  ter- 
zo  agginnta  ,  o  fottratta  daU'  infinite Qma  del  fecondo 
non.fa  alcuna  akerazione ;  ma  eíTendo  HI  —  IM,  o  fia 
JFzz  B  G ,  per  i  triangoli  fimili ,  ed  eguali  AFB,BGC^ 
h  anco  =:  £C,  ma  gl'archi  poíTono  aíTumerfi  eguali 
alie  cordc ,  dtinque  CO  iara  la  ditíereuza  de' due  ar- 
chi  AB,  BE,  e  pero  fe  fia  la  curva  DJ-s,  fará 
JB~BCzzds  ,  C0  =  —  dds'  col  fegno  negativo,  perché 
va  calando,  eíTendo  B  E  minore  di  ^áB  nella  Ftg.  ii., 
ed  all'oppoílo  col  fegno  pofiiivo  nella  Fig.  iz. 

S  C  O  L  I  O. 

12.  Nel  determinare  le  feconde  diííerenze  dell' 
ordinata ,  e  dell'  ajrco  dolía  curva  ó  fuppoílo  ,  e  nel 
Teorema  II.,  ed  in  queíV  ultimo  CoroUario  ,  che  Ic^ 
HI,  IM  lleno  eguali,  vale  a  diré,  che  la  difFerenza^ 
prima  dell' aífiíTa  non  fi  alteri  giammai ,  ma  rimanga_^ 
cortante  ,  nel  qual  cafo* la  differenza  feconda  dell^aíTiíTa 
é  nulla  ,  cioé  chlamata  x  l'afilíTa ,  dx  la  prima  difieren^ 
za  ,  é  ddx  zz  o  , 

Si  fanno  pero  due  altre  fuppofizioni  ancora  ,  cioe 
Tuna,  che  fia  cortante  la  differenza  prima  dell* ordinata, 
e  variabile  quella  dell'  affiíTa  ,  e  della  curva  ;  Taltra,  che 
fia  cortante  la  differenza  prima  della  curva,  e  variabile 
quella  dell'  aíTiíTa  ,  e  dell'  ordinata  . 

Ma  dalle  premeíTe  cofe  é  facile  il  paffaggio  a_ 
Tom.  IL  C  aueiV 
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quefl'altre  due  ipotefi .  Ritenuto  ció,  ch'é  flato  detto  di 
fo^^ra ,  fia  (  Fig.  13.,  í  14.  )  BF~EG  ,  cioé  cortante  la 
fluffione  dell'ordinata  j  Ti  conduca  EP  parallela  a  BG  ,  e 
/rperpendicoJare ,  fará  dunque  BF—PT ,quindi  ^F=BTj 
JB-EPjG  pero  GT,o  fia  EP  la  difFerenza  tra  HI ,  ed 
IM;  e  defcmto  col  centro  jS,  intervallo  BE  j  Tarco  E  O, 
fará  PO  la  differenza  tra  l'arco  AB ,  e  l'arco  BE, 
potendofi  aíTumere  le  córele  per  gl'archi  infinitefimi  . 
Ma,  per  i  triangoli  fimíli  BTP  ,  CEP  ,  avremo  PT \ 
TB'.'.CEf  EP;  Pt ,  P  B  i:  CE  ,  C  P  ;  e  PT ,  TB  y 
BP  fono  fluffioni  prime  ,  e  CE  fluffione  feconda ,  dnn- 
que  faranno  EP,  CP  ,  e  moho  piü  OPfluíTioni  fecon- 
de  ,  onde  fe  fía  DH-x,  DA~s,  fará  TG-PE=: 
ádx,  PO~d.ds  nella  Fig,  13.J  e  PE~f~ddpí,  PO  =  —  dds 
nella  Fig.  14.,  e  ddyzzo  , 

Sia  coílaote  il  diíTerenziale  primo  della  curva,  cioé 
AE^BE  .  Dal  punto  O  fi  abbifíi  O  N  parallela  a  TP  , 
Poiché  per  la  fuppofizione  é  A"B~BEzzBO ,  fará  anco 
AF~BN ,  adunque  VE,  o  fia  NG  é  la  differenzíu- 
tra  H/,  ed  IM \  ma  fará  anco'  FB  —  NO  ,  dunque  FO 
é  la  difíerenza  tra  B  F ,  ed  E  G  .  Ma  egli  é  cliiaro ,  che 
eífendo  fluffione  del  fecondo  ordine  EC,  lo  fono  puré 
EV,  ed  V0\  danque  fe  fia  DH^x  ,  HA~y  ,  íztk 
NG-ddx,  Or-^  —  ddy  nella  Fig.  13.,  ed  NG^~ddx, 
OFtz  ddy  nella  Fig,  14.  ,  e  dds—  o  , 

La  fuppofizione  di  una  prima  fluffione  coííante^ 

rende 
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rende  f iü  brevi  c  facili  i  calcoli  ,  come  fi  vedrá  nel 
farne  ufo .;  in  var]  inconíri  per6 ,  a  fine  di  maggiorc* 
univerfalita ,  fi  procede  dalle  priine  alie  feconde  difFe- 
renze ,  fenza  fare  la  fuppofizione  di  alcuna  prima  fiuf- 
*'  íione  coílante ,  ed  é  facile  il  determinarle  . 

Siano  ( Fig.  15.,  e  16.)  HI,  IM  fluffioni  primo 
deir aíTiíTa  DH ¡  ma  non  eguali ,  e  la  differenza  tra- 
loro  fia  ML ,  fiunione  feconda ,  e  fatto  il  riraanente.* 
come  fopra ,  fi  tiri  l'ordinata  LN ,  e  la  Ei  parallela.. 
a  .  EÍTendo  adunque  LM  la  differenza  di  HJ  ,  fará 
HI=IL,  cioé  JF  —  BR  ,  e  per6,  fimili ,  ed  cguali  i 
triangoli  JBF ,  BRN,  ed  in  confeguenza  BF=:NR  ;. 
dunque  Nt  fará  la  differenza  tra  BF  ,  ed  EG  ,  cioe  la 
differenza  di  BF,  o  fia  la  differenza  feconda  di  AH . 
Similmeme  fará  JB::2  BN,  dunque  NO  fará  la^ 
differenza  tra  l'arco  AB ,  t  I' arco  BE-jQ,  pero  la  diffe- 
renza del? arco  AB  ,  o  fia  la  differenza  feconda  dell' 
arco  DA,  poiché  egli  é  chiaro  ,  che  fono  Ni ,  N  O 
fiufíioni  del  fecondo  grado .  Lo  íteíTo  difcorfo  vale ,  fe 
in  luogo  di  fupporfi  IM  maggiore  di  HI^  di  un  difie- 
re nziale  fecondo  ,  fi  fupponga  minore  . 

13.  Avvertiró  ,  che  le  dererminazioni  fiffate  non_^ 
racchiudono  condizione  alcuna  intorno  all'  angolo  delle 
coordinate  ,  febbene  neíle  Figure  mofira  di  effér  retto , 
ma  nuUa  meno  fi  deducono,  qualunque  fiafi  eíTo  angolo. 


LEM- 
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■     L  E  M  M  A  , 

14,  Gl'angoli  rettilinei  fono  tra  loro  nella  ragione 
diretta  degl'afchi,  e  nell'ínverfa  de'  raggt. 

Sieno  i  due  angelí  (  Fig.  17. )  EJB  ,  FAC .  Pro- 
dotta  AE  iti  D,  per  la  fimilitudine  de'  fettori  ABE, 
ACD^(^úAB,BEixAC,  CD,  e  pero  CD^BEXAC. 

Mal'angolo  E^B,  o  fia  D^C,  é  all'angolo  F^C,  co- 
me CD  a  CF;  dunque  l'angolo  E AB  fará  all'angolo 
FAC,  come  BEXAC  3  CF ,  cioé  come  BE  a  CF . 

'Jñ    '  Tñ  AQ 

TEOREMA  IV. 

ly.  Prefo  I'arco  CF  (  Fig.  18.)  infinitefimo  del 
primo  grado  della  curva  ACF  quaíunque  ,  e  condotte 
le  perpendicolari  Cí ,  FI  alia  curva  ,  fe  col  centro  I  j 
intervallo  IF ,  fi  defcriverá  I'arco  di  circolo  FS,  dice: 
che  egli  cadera  tutto  al  di  dentro  della  curva  CF  ver- 
fo  C,  c  l'intercetta  C$  fará  quantitá  infinitefima  del 
terzo  grado  . 

Sulla  curva  AQR  s'intenda  condotto  un  filo  ,  il 
quale  eíTendo  fiíTo  al  difotto  nel  punto  R  ,  e  prefo  nel 
punto  Ai  fi  vada  fcoílando  dalla  curva,  ma  in  modo, 
che  fia  fempre  tefo,  onde  il  punto  A  defcriva  la  curva 
ACF.  EíFendo  il  filo  nella  pofizione  Ci^ ,  fará  tangen- 


ÁNALITÍCHE  LIB.  IT,  449 
te  della  curva  nel  punto  Q  \  e  nella  pofizione  FR  3  che 
intendo  infinitamente  proíTima  alia  CQj  ^^^'^  tangente, 
in  ií,  e  prodotta  CQ  incontreríi  FR  in  I.  Poichéjper 
la  generazione  delía  curva  ACF,ls.  reíta  ($Cé  eguale  alía 
curva  QA,  e  la  reita  fíF  aíla  curva  RQ^,  e  le  due  tac- 
genti  infinitefíme  i^Jj,  ifJfono  affieme  nnaggíori  dell' ele- 
mento QR;  faranno  anco  CI,  IR  prefe  áflíeme  maggíori 
della  curva- fí  3  o  fia  della  revta  FR ,  dunque  tolta 
ia  comune  IR  ,  Tara  IC  maggiore  di  ÍF ,  ed  il  circolo 
FS,  defcritto  col  centro  í,  intervallo  ÍF,  cadera  den- 
tro ia  curva  .  Ma  per  il  I. ,  e  III.  Teorema  le  due_> 
tangenti  Ql  ¡  RI  non  fuperano  I*arco  QR,  che  per 
una  fluíTione  terza  ,  dunque  la  curva  <iAQ  aflicme  con 
le  rette  QI ,  IR  fupera  della  rteíTa  quantitá  la  cnrva^, 
JQR,  cioé  la  retta  FR;  e  detratra  la  cotnune  IR, 
fura  con  Qí ,  cioé  IC  maggiore  di  ÍF  per  uníu 
infinitefima  dd  terzo  ordine  . 

COROLLARIO. 

16.  Adunque  li  potra  confiderare  Parco  di  circo- 
lo FS,  come  fe  íi  confondeífe  con  l'arco  di  curva-. 
FC;  e  potra  prenderfi  indifferentemente  Tuno  per  Tai- 
tro  ,  e  la  tangente  RF  fará  perpendicolare  alia  curva- 
JCF  nel  punto  F,  c  QC  nd  punto  C, 

La  curva  AQR  fi  chiama  l'Evoluta  ,  ACF  la  Ge- 
mrata  dell'evoluta,  cioé  nata  dallo  fcioglimento  del 

filo. 
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filo  della  AQR;  ed  il  circolo  F5,  del  centro  /,  raggio 

IFf  il  Circolo  Ofculatore  , 

TEOREMA  V. 

17.  Se  alia  curva  D  ABE  iFig.  11.,  e  12.)  nt'  punti 
infinitamente  proíQmi  B,E,  cioé  eíTendo  gl'archetti 
JB,  BE  infinitefimi  primi,  fi  condücano  le  perpendico- 
lari  Q  A,QB,  cdNE,  la  quale  incontri  la  £Q  nel  pun- 
to N.  Díco  :  clie  gl' angoli  JQ^B  ,  BNE  potranno 
aíTumerfi  per  eguali . 

Per  l'amecedeme  Lemma,  l'angolo  AQB  fia  all* 
angelo  BNE,  come  JB  ad       ,  cioé  come  JBX  BN 

ad  EBXAQ,  ma  il  rettangolo  E  B  X  AQ  non  é  mi- 
nore del  rettangolo  ABX  BN  ^  fe  non  per  il  rettan- 
golo BEXQN,  e  per  il  rettangolo  di  B N" nella  difFe- 
renza  degl'archetti  AB,  BE;  ed  eíTendo  (¿N,.BE 
quantitá  infinitefíme  del  prime  grado  ,  fará  i  I  rettango- 
lo da  eííe  fatto  quantitá  infiniteüma  del  fecondo  ,  fie  co- 
me eíTendo  U  diiferenza  degl'archetti  AB  ,  BE  infini- 
te fim  a  del  fecondo  ,  fará  puré  il  rettangolo  di  quefla.. 
Jn  BW  quantitá  infinitefima  del  fecondo  ,  adunque  i  due 
rettangoli  AB  XBN ,  EBX  -^Q  non  fono  diverfi  ,  fe 
non  per  due  rettangoli  infinitefimi  del  fecondo  grado  ; 
adunque  poíTono  prenderfi  per  egualí  ,  ed  in  confe- 
guenza  anco  gl' angoli  AQBf  BNE, 

COROL- 
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COROLLARÍO  I. 

i8.  Sí  conduca  PBR  tangente  nel  punto  B  ;  que- 
fia  divMerá  in  due  egualmente  1'angolo  CBE  ímo 
dalle  due  corde  JBC,  e  BE  ;  imperciocché  eíTendo 
(  Coronario  lil.  teorema  I,  )  I'angolo  BQA  doppio 
dell'angolo  PBJ  y  s.  culé  eguale  I'angolo  CB  R  ,  an- 
che I'angolo  BNE  fará  doppio  dell'angolo  CBR  ;  ma, 
per  lo  íleíTo  Corollario ,  I'angolo  BNE  h  doppio  puré 
dell'angolo  R BE  ,  adunque  fono  egaali  gl'angoíí  CBR, 
RBE  . 

G  O  R  O  L  L  A  R  I  O  II. 

ip.  Sara  adunque  I'angolo  CBE  eguale  all' ango- 
lo  BNE,  e  quindi  il  fettore  BNE  fimile  al  fettorej 
EBO. 

TEOREMA  VI, 

20.  Se  in  due  circoH  ,  i  diametrí  de*  quali  íi  ec- 
cedano  d'  un'  infinitefima  prima  ,  fi  prenderanno  áuo^ 
feni  retti  eguali ,  ed  iníinitefirai  del  primo  grado;  Ia_. 
differenza  dei  feni  verfi  fara  infinitefima  del  terzo  . 

Sieno  i  due  circoli  JBC,  PFH,  (  Fig.  19.)  i  fe- 
üi  retti  infinittfimi  del  primo  grado  ,  ed  eguali  íieno 
BE,  FG,  i  feni  veffi  EC,  GH  ,  Si  tirino  le  cor- 
de 
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de  JB,  BC.  EíT^Lido  il  feno  BE  ,  e  peró  l'arco  BC 
fluífione  prima  ,  fará  l'angolo  BMC  infiniteílmo  del 
primo  ordine  ,  e  peró  anche  l'angolo  BAC  ^  che  ne  é 
la  meta ,  e  1' angolo  EBC ,  che  a  quello  é  egualt-. ; 
adunque  poiché  Pangólo  EBC,  ed  i  lati  EB  ,  BC  fono 
infínitcfími  primi  ,  fará  il  feno  yerCo  EC  inñnitefimo 
fecondo ., 

Lo  íleífo  vale  del  feno  verfo  GH  .  Ma  il  feno 
verfo  E  C  (  per  la  proprietá  del  circolo )  fi  trova  eíTerc 

=2  EB  ,  ed  il  feno  verfo  GH     GF  zz  EB ,  dunqueJ' 

AE  PG        PG  y, 

avremo  l'anaíogia  EC ,  GHr.PG,  JE;  ma  PG 
quantita  finita  fupera  AE  quantitá  fitiita  d'una  quaniití 
infinitefima  rifpeito  a  fe  ,  cÍoé  del  primo  ordine  ,  per 
l'ipotefi  5  danque  EC  quantita  infinitefima  del  fecondo 
ordine  fupererá  GH  infinitefima  del  fecondo  ,  d'una-. 
quantita  infinitefima  rifpetto  a  fe  ,  cioé  del  terzo  » 

TEOREMA  VIL 

21.  Sia  la  curva  BEG  (  Fig.  20.,  e  21. )  riferita 
ai  fuoco ,  cioé  tale  ,  che  le  ordínate  ttitte  fi  par  taño  da 
un  panto  dato ,  che  fi  chiama  il  fuoco ,  e  fía  A,  da  cui 
fi  conducano  tre  ordinate  infinitamente  proíTime  JB, 
AE,  AG  ,  le  quah  comprendano  i  due  archetti  infinr- 
íefiaii  del  prirao  grado  BE,  EG  ,  e  fi  tiri  la  cor- 
da 
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da  BE,  la  quale  prodotta  incontri  isí  L  rordinata 
püre  prodotta  ,  fe  fa  bifogno  .  Col  centro  A  fi  deferí- 
vano  gl'archi  BC,  EF ,  e  fieno  BM,  EN  i  loro  feni 
retti ;  indi  fi  faccia  1*  angelo  NE  P  eguale  all*  angolo 
MBE  ,  dico  :  che  I'intercetta  GP  fürá  differenza  infi- 
niteíiraa  del  fecondo  ordine  ddl*ordinata  JB  . 

Si  tiri,  la  corda  EG  .  Poiché  gl' angoli  MBE  , 
NEP  fono  eguaJi  per  la  cofíruzione ,  e  gl' angoli  iii_. 
M,  ed  N  fono  retti  ,  faranno  fimili  J  triangoli  EBM  , 
P  EN  ;  quindi  prefo  per  cortante  il  feno  B  M ,  cioé 
fuppollo  eguale  ad  EN  ,  \  predetti  triangoli  faranno  in 
oltre  egnali  ,  e  pero  fará  ME  =  NP  .  Ma  fuppofío. 
jBilír:  E¿V,  per  1* antecedente  teorema  5  la  diíferenza., 
de'  feni  verfi  MC,  NF  é  infinitefima  rifpetto  a  loro  , 
dunque  faranno  anco  eguali  le  C£ ,  FP  ,  e  peró  GP 
fará  la  differenza  tra  CE ,  ed  FG  .  Ma  condotte  per- 
pendicolari  alia  corva  ne'  pnnti  E,  G  le  rette  £g  , 
QG  j  1' angolo  LEG  e  eguale  al?  angolo  EQG  per  il 
Gorollario  II.  del  Teorema  V.  j  ( ií  q^^ale  fi  verifica  ,  o 
fia  la  curva  riferita  all'aífe  ,  o  fia  rifeiita  al  fuoco ) 
Tángelo  EQ^G  h  infinitamente  piccolo,  dunque  fará  in- 
finitamente piccolo  anche  Tángelo  LEG  ;  e  perché 
fono  infinitefime  del  primo  ordine  le  rette  EG  ,  EL  , 
fará  GL  infinitefima  del  fecondo,  c  moho  .piú  GP 
rifpetto  alia  Ftg.  20. 

Per  il  Gorollario  I.  del  Teorema  III.  il  feoo  BM 
tm.  IL  Dé 
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é  eguale  all'arco  BC-,  dunquc  ,  prefo  per  coílante  in 
luogo  del  fcno  1'  arco ,  e  chía  mato  eíTo  =  dx ,  AB~y  , 
CE-dy  ,  fará  GP~~-ddy  .  E  defcritto  col  centro  E  , 
intervallo  EG  I'arco  ,  fará  /^P  =  —  dds  ,  fe  fia-. 
BEzzds  . 

COROLLARIO. 

22.  L'angolo  LEP  fará  eguale  aU'aiigolo  EJG  i 
iraperciocché  i' angelo  EPJ  ,  per  la  coííruzione  ,  é 
eguale  all'angolo  BEJj  rna  EPJ  eflerno  é  eguale  ai 
due  interni  L  ,  ed  LEP;  e  i'altro  BEJ  eguale  ai  due 
L  j  ed  EJG,  dunque  tolto  il  comuae  L,  riraarranno 
eguali  i  due  LEP  ^  EJG.  E  perché  ció  fi  verifica  ,  o 
fia  la  curva  concava  al  punto  A ,  ( Fig,  20, )  o  fia  con- 
veíTa,  i  Fíg>  ai.)  come  é  facile  a  vedere,  fará  nelIíJ-. 
íleíTa  Fíg,  zr.  infinitefimo  I'angoio  LEP  ,  e  quindi  in- 
finitefima  del  fecotido  ordine  la  LP ,  ma  fi  é  veduto  , 
che  GL  e  puré  infinitefima  del  fecondo  ,  dunque  lo  fará 
anche  tutta  la  G  P  ,  che  fará  =  ddy  ;  e  col  centro  E , 
intervallo  EG  defcritto  l'arco  GF,  fará  PFzzdds. 

Facendo  l'ipotefi  della  dy  coflante  ,  col  centro 
intervallo  AG  fi  defcriva    l'arco  GT  ,  e  dal  punto 
T  fi  tiri  la  retta  TOA.  Poiché  FG  -  EC  ■  per 
l'ipotefi,  fará  il  triangolo  TE  O  fimile  ,  ed  eguale  al 
triangolo  EBC,  e  p¿i-ó  BCziEO,  e  BE  =  ET;  áan- 

■      -         '  que 


ANALITICHE  LIB.  II.  455 
que  OF  ~  ddíí  ,  e  dds  nella  Fig,  20.  ;  ma_. 

0  F=.  —  ddx  j  e  TF'—  —  dds  nella  Fig.  21, 

Prefa  ds  coííante  ,  Ci  conduca  la  retta  FRA  ,  fara 
B  G  EF'^B  E  ,  e  pero  fimili  ,  ed  egualí  i  triaogoli 
íEBC,  EFR  ,  adunque  BC=:ER,  CEzzRF\  onde^ 
RFzzddx,  FI—  —  ddy  nella  F/^.  20.,  ma  RF— —  ddx, 
Fl     ddy   nella  Ftg.  21. 

Che  fe  non  li  prenda  alcana  prima  fluílíone  co- 
ííante :  íia  EF  maggiore  di  Í3C  (  Fig.  22.  3  e  23.)  per 
la  fluífione  feconda  iíF;  fi  conduca  la  reita  ART ;  col 
centro  A,  in£er.vallo  AG  i'arco  GT*í  e  col  centro 
intervallo  EG  l'arco  Gi^.  Poiché  dunque  BC-ER, 
fara  anco  CE~RJ ,  e  ^E  =  EJ,  adunque  TI  fará  la^ 
diñerenza  tra  CE ,  ed  FG  ,  ed  la  difFerenza  tea— 
BE,  ed  EG. 

S  C  O  L  I  O. 

25.  Non  fará  fuor  di  propofito  il  prevenire  una_.. 
difficoltá  5  che  mi  potrebbe  eíTer  moíTa  .  EUa.é,,  che_, 
nel  Teorema  antecedente  íi  aíTumono  per  eguaíi  lo 
CE  ,  FP  m  vínú  pero  del  Teorema  Ví. ,  ed  U  Teo- 
rema VI.  fuppone  eguali  i  feni  £Af,  EN";  dunque.* 
pare  ,  che  le  determinazioni  filíate  de'  differenziali  fe- 
condi  abbianü  luogo  folo  nel  cafo  ^  che  ii  faccia  l'ipo- 
tefi  d.Ua  fluíTíone  coííante  BC ,  e  non  nell'aítre  ;  ma.^ 
per  togliere  qneQa  dííEcolta  bifla  riííettere  ,  che  quan- 

D  2  tunqsje 
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tunquc  fi  ponga  variabile  h  BC ,  h  difFerenza  per6  é 
infinitefinia  del  fecondo  grado  ^  che  non  toglie  Tegiia- 
glianza  tra  le  fiuffioni  prime  BC,  EF;  e  cosí  né  meno 
tra  i  feni  BM,  EN. 

S  G  O  L  I  O    I  L 

24,  Ne'  premeffi  Teoremi  ll  contengono  i  princi- 
p] ,  con  i  qualí  fi  maneggiano  le  qoantita  infinitefime 
di  qualütique  grado  ,  e  ci  fi  apre  la  firada  di^far  biion 
ufo  del  calcólo  difiere nziale  ,  e  fommatorio  ;  ed  ancora 
di  applicare  in  oítre  alie  graodezze  minime  la  Sinteri^ 
e  1' Analifi  degli  Antichi  ,  c  di  ferviríl  della  pura  geo- 
metna ,  il  che  riefcc  di  tina  pan  ¡colare  femplicirá  ,  ed 
eleganza  . 

Per  ifcanCare  poi  i  paralogiími  ,  ne'  quali  pur  trop- 
po  é  facile  incorrere  ^  gioverá  il  riflettere  ^  che  nelle^ 
linee  infinitamente  piccole  di  qualílvoglía  ordine  ,  con- 
forme fi  pratica  anco  nelle  finite  ,  ánno  a  confiierarfi 
düe  impoiLanti  circoflan^e  ^  cioé  la  loro  grandez¿;a  ,  e 
la  loro  pofiziooe  ,  E  quanto  alia  grandezza  non  credo  ^ 
che  mai  fi  poíTa  sbagliare  ,  fe  non  da  coloro  ^  che  ere- 
dono  tali  grandezze  infinitefime  un  mero  nuUa  • 

Ora  febbene  le  quanticá  col  diminujrfi  all* infinito 
paffano  da  genere  a  genere  ^  ie  proporeioni  in  qua- 
lunque  ordine  perfiÜono  le  medefime  ;  c  perché  di  tre 

linee 
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linee,  ddla  fleíTa  clafTe  pu6  coaituirfi  on  trian golo  Ci 
noti  j  che  minorandofi  proporzionalmente  i  lari  fino  a 
far  tranfiio  da  un  grado  all'  aliro  ,  non  fi  mu  taño  gU 
angelí ,  che  ferapre  fra  loro  la  íleíTa  ragione  conferva- 
no  .  In  tal  i  i  n  contri  non  e  mal  lecito  prendere  una^ 
linea  per  l'altra  ,  ne  fingere  eguagíianza  ,  o  adeqaazio~ 
ne  dove  non  ci  piió  eíTere  ,  anzí  conviene  tener  ferme 
le  analogie  ,  e  paragonare  i  triangolí  d'un  genere  con 
quelli  dell'akro  ,  cioé  gl' infinitefinai  coi  finiti  ,  e  gVinfi- 
nitefimi  del  fecondo  ordiñe  con  quelli  del  primo  ,  e_» 
con  i  finiti  f  e  cosí  vadafi  difcorrendo  . 

Ma  fe  due  grandezze  di  qual  fi  fia  ordine  diferi- 
ranno  per  una  grandezza  ,  che  rifpetto  a  loro  fia  inaf- 
fegnabile  ,  ficuramente  ,  e  fenza  rifchio  alcuno  d' errare 
una  fi  puó  prendere  per  l'ahra  ,  né  v'é  timore  ,  chc^ 
i'adequamento  por  ti  un  minimo  fconcerto  . 

Fa  d'uopo  adunque  fiare  molto  guardinghi  quando 
íi  tratta  della  pofizione  delle  linee,  e  degl'angoli  ,  con- 
ciofiacché  il  confondergli  qiiando  non  deefi  tira  feco 
manifefii  paralogiCrai  . 

25.  Stabiiiti  i  fondamenti  princlpali  di  quefio  cal- 
cólo ,  faró  paíTaggio  alie  maniere ,  o  rególe  di  difFeren- 
ziare  le  formóle  .  Ed  in  primo  luogo  ,  debbafi  prende- 
re la  diñerenza  di  varié  quantitá  fommate  aílierae  ,  o 
fottratte  l'una  deíl'altra ,  per  eferapio  di  a-hfc^z^ 
y  —  a  .  Siccome  la  difFerenza  di  ^  é  dx  ,  di  z  é  dz  ec. , 

e 
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c  della  a  codante  é  nulla  ,  confiderando  ogni  quantlta 
accrefcjüia  della  fuá  diffcrenza  coa  quel  fegao  ,  che  le 
compete  5  la  formóla  propoíía  fi  mutera  in  qoefl:*  alírá 
a-^x^  dx-h  dz  dy  ~  u  —  du^  da  cui  fottraenda 
la  prima  5  fara  il  reliduo  dx^  dz't- dy  —  du  ^  che  é  ap- 
pnnto  ció  5  per  cm  é  crefciufá  la  quantirá  propoíla^  ^ 
vale  a  diré  la  fuá  differeiiza. 

Da  cío  fi  ricava  la  regola  genérale  ,  che  per  diffe- 
renziare  quakinque  corapleíTo  di  quantirá  analitiche  di 
una  dimenfione  ,  baflerá  prendere  le  difterenze  di  ciaf- 
cheduna  varUbile,  coi  loro^  fegni  ^  ed  il  compIeíTo  di 
que  fíe  difiFerenze  fará  la  diñerenza  della  quantitá  propo- 
ña  .  La  differenza  adunque  di  b  —  s — z  fará  — ds  —  dz;. 
la  differenza  di  aa  —  ^bz-hby  fará  — ^bdz'nbdy* 

zíf.  Che  fe  la  quantitá  propofía  da  diíFerenziarfi. 
lará  il  prodotto  di  piíi  variabili ,  come  xy  ^  mentre  x 
divieoe  dx  ^  13.  y  diviene  y  -^dy  ^  ed  xy  divieno 
xy  -^ydx  -h  xdy  dxdy  >  che  é  il  prodotto  di  x^  dx  in 
y^dy  'i  da  qoeflo  prodotto  adunque  fottratta  la  quantitá 
propoíia  xy  y  rimane  ydx  4-  xdy  -h  dxdy  ^  ma  dxdy  é 
qoantitá  infinitamente  minore  di  ciafcheduna  dell'  altre 
due  5  le  quali  fono  il  rett angola  di  una  quantitá  finita^, 
ín  una  infinitefuna  ^  e  dxdy  é  il  rettangolo.  di  due  infi- 
ñíteíime  ,  e  peró  infinitamenre  minore  ,  dunque  eíTo 
rettangolo  fi  potra  francamente  trafcurare  ^  quindi  la^ 
diffcrenza  di  xy  fará  xdy  4- ydx  . 

Sía 
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Sía  da  differenziarfi  xy%  ;  il  prcdoito  di  x  ^  &x 
y^dy  in  z-h  á%  é        ^  yzdx  4-  xzá^    xydz-^-  zdxdy 
ydxdz^xdydz^dxdydz  y  il  qnale ,  íouratta  la  quantita 
propoíla  j  rimane  yzdx  h-  jcs¿iy  h-  jvyi^;  4-         4-j);¿í:^¿í:2;  4- 
xdydz^  dxdydz  ;  ma  il  primo  ,  fecondo  ,  e  rerzo  termi- 
ne é  ciafcuno  il  prodotto  di  due  quanüta  fioitc  ,  e  di 
una  infinirefima  ;  ed  il  quarto  ,  quinto  ,  e  feílo  é  ciaf- 
cuno  il  prodotto  di  una  quantita  fiaita  ^  e  di  diie  inñ- 
nitefirae  ,  dunque  ciafcuno  di  queíli  é  iofiaitamente  mi- 
nore di  cíafcunQ  di  quelli ,  e  pero  íl  potra  trafcurarc  , 
e  molto  piü  ['ultimo  ,  che  é  il  prodotto  di  tré  infinite^ 
fimi ;  trafcurati  per  tanto  tutti  i  termini  ^  principiando 
dal  quarto^  fará  yzdx xzdy xydx  la  diííerenza  di 
xyz  * 

Quindi  nafce  la  regola ,  che  per  dííFerenziare  uix-. 
prodotto  di  piü  quantitá  moltiplicate  añieme  ,  fi  dovrá 
prendere  la  fomoia  de*  prodotti  della  diíferenza  di  ciaf- 
cuna  di  tali  quantitá  nel  prodotto  dell'  altre  .  La_^ 
difFercnza  adunque  di  bxzt  fara  bxzdt  4-  hxtdz  ^  htzdx  4- 
xzt  X  o  »  perché  la  difFerenza  della  cortante  b  é  nulía  ^ 
cioé  la  differemza  di  hxzt  fara  bxzdt^bxtdz^btzdx  . 

La  differ  enza  áia-^xy^b  —y  fará  dxy{b  — y  —  dyY^a^x^ 
cioé  bdx — ydx  —  ady  —  xdy  , 

27*    La  formóla  da  diíFereoziaríi  fia  una  frazibnc  , 
per  efempiOj  x  ,  Sí  ponga  -x  ~  z  ^  fará  dunque  x^zy  ^ 
y  y 


c 
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e  peró  anche  eguali  le  loro  difiere nze  ^  cmh  dx::izdy'^ 
ydz  j  quindi  dzzzd^  —  zdy  ^  ora  2;  =:  a*  ,  foflituíto  per- 

y  y 
tanto  qoeño  valore  in  luogo  di     fará  d%  =  dx  —  xdy  = 

y  yy 

ydx. —  xdy  ;  ma  fe  z~  x  ^  fará  dz  il  diíFerenzíale  di  x , 

jy  ~  y  T 

dunquc  il  diflerenziale  di  x  fará  ^xdy  ^ydx  . 

T  yy 
E  la  regola  fará,  che  il  differenziale  d'unafrazio- 

ne  fará  un'altra  frazione  3  il  di  cui  numeratore  fia  il 

prodotto  della  differenza  del  nuraeratore  nel  denomina- 

tore  5  meoo  il  prodotto  della  diíferenza  del  denomina- 

Tore  nel  numeratore  della  propotia  frazione  ;  ed  il  de- 

nominatore  fia  il  quadrato  del  denominatore  della  íleíTa 

propoíla  frazione  da  differenziarfi  . 

La  difíerenza  adunque  di  a  fará  —  adx ,  La  diífe- 

renza  (Xi  a^x  fará  xáx  —  adx  —  xdx  ^  doé  — adx  , 

La  difíerenza  di  y    fará  bdy — ydy^ydy  ,  cioé    hdy  . 


La  differenza  di  $xy  fará  3  atí^-h  -^ydx  X  ^ — ^-h  dx  X  ? 

¿t  —  ,v  * 

cioé  -^axdy ^aydx ' — "S^xxdy  . 


28, 


ANALlTíCHE  LIB.  11.  461 
28.  Debbaníi  difíerenziare  le  potefta  .  E  íia  hx-» 
primo  luogo  una  poteílá  perfetta ,  e  poíitiva  ,  cíoé  di 
efponente  intero  pofitivo  ,  per  efetnpio  ,  xx  ;  ora  xx 
é  il  prodotto  di  Af  ia  at  j  adunque  per  la  regola  de'pro- 
dotti  il  diñerenziaíe  fará  xdx  +-  xdx  ,  cioé  zxdx  .  Sííl^ 
da  diflerenziarfi.  a?';  raa  at'  é  il  prodotto  <Xi  x  \n  x  ín 
Sí  ,  adunque  il  difíerenzlale  fará  xxdx  +-  xxdx  +-  xxdx  , 
cioé  ^xxdx  ,  e  comecché  la  facenda  procede  con  lo 
ñeíTo  ordine  all*  infinito  ,  il  differenziale  di  x"^  ^  eíTea- 
do  í»  un  numero  qualunque  intiero    poíicivo  ,  fará 

Se  1' efponente  fará  negativo  ,  per  efempio  ax^^  , 
o'íia  a  ,  il  differenziale,  per  la  regola  delle  frazioni, 

fará  il  prodotto  della  differenza  del  numeratore  nel  de- 
nominatore  ,  meno  il  prodotto  della  differenza  del  de- 
^ominatore  nel  numeratore,  divifo  il  tutto  per  il  qua- 
drato  del  denominatore ;  ma  il  differenziale  del  deno- 
minatore  é  ixdx  ,  dunque  il  diñerenziaíe  di  ax — » ,  o 
fia-  a  3  fará  —  laxdx  ,  cioé  —  ladx  ;  il  difiere nzialei* 

X*  ~x^ 
di       í  ,  o  fia  di^,  fará  — pfxdx  ,  cioé  —^dx;  e 

^'  x^  x^ 

generalmente  il  differenziale  di  ¿?jí  — »»  ,  o  fia  di    a  l 

b  ~bx^ 
fará  —  max^^  ^  dx  ,  cioé  —  max "  ¿a-  . 

Tom.  II  E  8ia 
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Sia  h  poteflá  impetfctta ,  ed  in  primo  luogo  poR- 

tiva  (  cioé  l'efponeme  üa  rotto  pofitivo  )  x"^ 

m 

fia  pt'^  ,  efprimendo  m  un  qualtínque  rotto  pofitivo  * 


Si  ponga  A?  ^  —  2; ,  ed  elevando  ciafcuti  membro  alla^ 
poteftá  n  y  x"^^  —  ,  ,,e  differenziando  ,  mx'^—^dx  — 
;í;5«  — ^¿Í2;,  onde  dz=  m^^IllÉff  ^      eíTeodo  ^"^    z«  é 


^  —  til 


anco  z^~^~?^  «5  duoque  foftimito  quedo  valore 

in  luego  di  j    íará  dz  ^  mx*^^  ^  dx  ,  cioé 

m  —  1  «íí  fi 

<?í  3  m  X  ^      dx  , 


n 


Se  refponente  fará  negativo  ,   come      r  , 

\/  x"^ 

cioé  X        j  o  fia    I     5  il  difFerenziale  ,  pqr  la  regó- 


7» 


la  delle  frazioni ,  fara  — ^  «       dx  \  cioé 


La 
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ta  regola  genérale  é  adunque  ,  che  il  difFerenzialc 
d'una  qualunque  poteflá  perfecta ,  o  imperfetta  ,  poüti- 
v:a.v^o  negativa  ,  é  il  prodotto  dell' efponente  della  po- 
te Clá  nella  quantitá  elevata  alia  poteflá  minore,  per  l'u- 
\  nitá  ,  della  poteflá  data  ,  ed  il  tutto  raoltiplicato  nelía 
dlíTerenza  della  quantitá  . 

h 

Sia  da  difTerenziarfi  « *  ,   U  differenziale  fará 

i.""*  i 

-  ;tf  *     dífs  cioé  i  Af  *  Jftf .  o  fia  r:  dx  l^x  . 

.--  i  i.-'  ■ 

r  Sia  ;tf  *  ,  la  difíerenza  fará    aí  *  j  cioé 

I  '  4 


-  íaí  ,  o  fía  -  flÍAí  l/aí  . 
4  '  4  ' 


—  3 


Sia   I    ,  cioé  X       ,    la.  diííarenza  fara 


-J.-»  ""i 

■ '  Af  *     íív  ,  cioé  — ^  X    *  dx  f  o      "~  idx-  .1 


i 

2X  * 


Sia  da  differenziarfi  fará  la  diíFerenza^ 

X  ¿^^-^pcx  X  ¿í^-í^    2jí¿ÍA?  5  cioé  taaxdx  ^  €axxdx  -H' 


Sia  Afy  -h  íjA?  5  la  dififerenza  fará  3X       ax  X  xdy-^ydx-^  adx  ¡ 

E  a  cioé 
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^ayfxxdx    f^aayxxdx  ^/^a^  xxdx  , 

Sia    I    5  fara  la  difíerenza  — %  X  ax—yy  X  df^Ar — ^2yÍK » 


jíAí  —  yy 


Sia  t^aAT  —  ^vATj  cioc  ax^ — xx^  ^  fará  la  diflereriEa 

_____   1  —  *   

^  X^-»  —      *  X^dX' — 2xdx  y  cioc  /7ÍAr — 2Aríi;^  , 


2X  ^X-^XX  * 

O  fia  adx  —  ^xdx  . 


2      j  jff  — 


ílJff  —  XX 


Sia  i/íCAT  -í-     ,  cioé  xx  ^xy  ^  ,  fara  la  difFerenza 


I  —  t 


XX  xy  X^^dx xdy -f- ydx  ^  o  fia 
zxdx  -t-  xdyi^j^  " 

Z  xy 


Sia 


  I 

ax — ííx  f  cioé  a»—xx     ,  fará  la  difíe- 


rcDza     Xax—xxi      X  adx  —  ixix  ,  o  fia 


adx —  txdx 


^  X     —  ^ 

Sia 
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gja       I       ^  cioé       I        ,  fará  la  diíFerenza 


^ay-^  xy  ay^  xy 


^y^ay-^xy^       ><  ady  -h  xdy  -^ydx  ,  cioé 


ay^xy^ 
- — ady  —  xdy — ydx  * 

.  4 

3  X  ¿ÍJ'     Jtry  3 
Sia    — X 


I  —  I 


ferenza  -~dííXa:^x  í  ^  ^  Xa^x  ^  Xa—xXdx  , 
o  fia  ^dx     a-i-xif^  dx      —  ^  ■ 


Sia  ^ax-hxx-i-         — » 


¿JA? 


■f-ATAr-H  j^^'^ — Af*     i  íara    la  differenza 


adx  4--  2;fíijí  > —    ^ '  dlA?    s  cioe  ¿!Ía?+-  ixix  X^''  —  *  *      ^  ¿j? . 


2  j/¿íjí+.  AfAí-i-  y a''—x'' 

Siá 
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Sm   aa^xx    ,  fara  la  difFerenza 

zX  ax-i-xx  * 
Sh  xu'ax^  XX  y  fara  la  difFerenza 
ai^  ay' —  xy 

^aayxdx    zayxxdx  —  '^yx^dx  —  aaxxdy  ^x^dy  * 

  j 

2a  X^/  —  xy  ^  VaX'^xx 

zp.    In  quella  guifa ,  che  fi  prendono  le  difíeren- 

ze  prime  delle  cjuandtá  finite  ^  íl  prendono  ancora 
diffcrenze  delle  quantita  infinitefirae  del  primo  ordine  , 
€  le  difiPerenze  delle  quantita  infinitefime  del  fecondo  , 
e  COSI  fucceílivamente  ,  fervendoíi  delle  üeíTe  rególo, 
che  ó  fin*  ora  fpiegate  . 

Solo  vi  fará  da  riflettere,  fe  alcuna  fluíTione  prima 
fia  ñata  aíTonta  per  collante  ^  e  quale  'eÍTa  fia  ,  poiché 
la  di  lei  difFerenza  fará  nuUa  ^  e  fi  dovrá  ommettere-j 
mi  differenziare  * 

Sia  propolla  da  difFerenziarfi  la  formóla  ydx^ — xdy^ 
c  non  fia  ílata  aíTunta  coílante  fluílione  alcuna  ^  la  dif- 
fereBza  fará  dxdy  -h yddx—dxdy—xddy  \  ciohjddx  ■ —  xddy  • 
Sia  íhta  aíTunta  cofianre  la  flafliooe  dx  ,  íará  la  diffc- 
renza  dxdy  — dxdy  — xddy  ^  cioé  — xddy.  Sia  cortante 
k  fluííione  dy  ^  fará  la  differenza  dxdy-^yddx  —  dxdy  ^ 
cíiQe  yddx  .  Sia 
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Sh-ydx  ,  in  cui  nelTLina  fluflione  pricna  ■  íi  pL'enda 

dy 

coílante  ,  fará  la  difíerenza   dxdy  ^  +- ydyddK  —  ydxády  ; 

.  dy"- 

prefa  co fiante  d9í  ,  Tara  dy^dx  —  ydxddy  ;  prefa  per  co- 

dy"- 

ñame  dy,  fará  dy'-dx  +-ydyddít ,  cioe  dydxj^y^  • 

Sía  ^ »  e  coClante  la  íís  ,  fara  la  diff c- 

dz 

JenzA  dvdzWdx"-  -h  dy^  ^  ydz  X  ¿¿^^¿¿^  +•  ¿¿y¿¿¿¿y  ,  cioé 

dx'^dy-h  dy^'h  ydxddx  -^ydyddy  . 

dzy dx^  dy^ 
Prefa  per  colante  dy  ,  fará 

dyd%    dx^  -h  dy""      ydzdxddx  — yddz    ¿a? +- ¿iy  S  cioé 

  l^dx^+  dy''  

'  dz'  ■ 

d  X  ^  dydz  ^dy^dz+-  ydzdxddx  — ydx  *  ddz  — ydy  *  ddz  . 

dz^  \^  dx^-i-dy- 
Prefa  per  cortante  dx  ,  fará 

dydz  Vdx"-  +-  dy-  -t-  ydz  X  dyddy  — yddz  V  dx""  -f-  dy''  , 

1/    *  +-  4^ 

dz^  cioé 
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■        dx^dyáz^y^z  -f- ydziyddy  ~ydx ^ ddz— ydy  ''ddz 

dz''  i^dx^-h  dy^ 

E  finalmente  prefa  niffuna  fluffione  cofiantc-.  , 
lará  la  differenza 

dydzi^dx'-  +  dy  *  ■^ydz  X  dxddx+- dyddy — yddz l^dx^'-j-dy*, 

  IL 

i^dx'-^dy^ 
__ 

cioé  dx^dydz-i-  dy^dz-^ydzdxddx-^  ydzdyddy-ydx'^ddz-ydfddz. 

E  fe  in  que  fia  fi  cancelleranno  tutti  i  termini ,  ne* 
quali  fi  trova  la  Ad% ,  doé  fatta  Tipotefi  di  dz  colan- 
te ,  íi  muterá  eíTa  nella  prima  ;  canceliando  quelli ,  ne' 
quali  fi  trova  la  ddy  ,  fi  muterá  nella  feconda  ;  e  can- 
celiando quelli  5  ne'  quall  fi  trova  la  ddx  ,  fi  muterá 
nella  terza  ,  come  e  chiaro  . 


Sia  xdü  -^ydy  ,  e  coílante  dx  ^  fará  la  difFerenza_,, 


dx^-^  dy            y  xx  ^  yy —  xdx  - 

—ydy  X  xdx  ^ydy  , 

XX  -^yy 

cioé  ocxáf  -    xxyddy  ^yydx ""-{-yH 

dy* —  ixydxdy  • 

1 

XX  ^yy  ^ 

Prefa 
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Prefa  per  cortante  dy  ^  fara 


dx  ^    xddx  ^  dy"-  V  XX  -^yy  —  xdx  —  ydy  X  xdx  ^ydy  > 

XX  ^yy 

cioé  ^ '  Üa;  -h  ^jvij'  ^  4-  yyix  -^yyxddx  —  ixydxdy  . 

XX  ^yy  ^ 

E  finalmente  prefa  neíTuna  fluíTione  coHante ,  fara 


áx  ^  -h  xddx-h  dy  -^yddy  l^xx-h-  y  y — xdx — ydy  X  xdx-^-  ydy^ 

    ^  X  X  i-  yy 

xxA^yy 

cioe  X  ^  ddx-h^  xxdy  ^  ^  xxfddy-h-  yydx  ^  -h  yyxddx-^  y  ^  ddy — 2xydxdy. 

  ¿ 

XX  -^yy  ^ 

Sia  propoíla  da  differen^larfi  la  formóla  difleren- 
ziale  del  fecondo  grado  dx"- ^  dy^  \^  dx"- ^  dy- ^  o  fia.^ 

* — ,dxddy 


áx'-'^dy^  ^  ,  e  fi  prenda  dx  cüíbnte  ^  fara  la  differenza 
—  dxddy 


3  X  dyddy  X  dx^^dy^  ^  X^—dxddy  ^  dxdddy  X  dx ^-^^dy'  ^  ; 

dx '  ddy  ^ 

LMpotefi  di  dy  coílante  ripogna  per  queíla  formo- 
la  ,  in  coi  giá  fi  trova  la  ddy . 

Tom.  IL  F  Prefa 
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Prefa  neíTuna  fluífione  cortante  ,  fara 

3  X dxddx-i-  dyddv  X  dx^-^-  dy'  '^)<,--dxddy^dxddáy->rddxddy){di>i'^Hf 

"  dx^ddy^   ■  --.-"I! 

Con  fimil  método  li  proceda  in  tutti  gl'altri  cafi 
piü  compofti  . 


CAPO 
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C    A    P    O      I  L 

Del  Método  delle  Tangenti . 

30.  A  Lia  Curva  ADF  (  F/^.  24.,  e  25.)  fia- 
tangente  in  un  qualunque  punto  la  retta  TDG  ,  e  per- 
pendícolare  all*  aíTe  AB  l'ordinata  BD  nel  punto  B  ., 
alia  quale  fia  infinitamenre  proíTima  CF ,  che  prodotta 
(  fe  fa  bifogno  )  incontri  la  tangente  nel  punto  G  ,  e 
fi  tiri  D E  parallella  all'  aíTe  AB  .  Per  quanto  é  flato 
dimoíírato  ne'  premeíTi  Teoremi ,  e  fnoi  CoroUarj ,  la_^ 
GF  fará  infínítefima  rífpetto  ad  EF,  e  fará  puré  infí- 
nitefima  rífpetto  all'archetto  DF  la  diíTerenza  t.ra  DF, 
e  D  G  ;  dunque  fi  potranno  ufurpare  per  eguali  le  due 
EF,  EG,  ficcome  le  due  DF,  DG;  e  per6,  fe  fia 
^B=Af ,  BD~y  ,  kik  EF~EG-dy  ,  DF  =i  DG  = 

w'dx''+'dy  ^ .  Ma  i  triangoli  íimili  GE D  ,  DBT ci  dan- 
no  1* analogía  GE,  ED::DB,  BT,  cioé  in  termini 
analitici ,  dy  ,  dxiiy,  BT ,  [dunque  BT=:yd}í,  ed  ec- 

co  la  formóla  genérale  della  fottotangente  per  qualun- 
que curva  . 

Nel  cafo  per  tanto  di  una  curva  data  nulla  alrro 
limarrá  da-farfi  ,  per  averne  la  fottotangente  ,  che  dif- 

F  2  feren- 
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ferenxiare  requazione  ,  ed  il  valore  della  dx  l  o  dy  fo- 
flituirlo  nella  formóla  genérale  ydx  ,  con  che  fvani- 

ranno  í  dífferenziali ,  ed  averaffi  il  valore  delk  fotto- 
tan gente  efpreíro  in  termini  finiti ,  che  compete  alla^ 
data  curva  per  un  qualunque  punta  ^  e  fe  íi  voglia^ 
per  un  determinato  punto  ^  baÜera  follituire  in  luogo 
dell'incognite  quel  valore,  che  loro  compete,  rifpetto 
al  punto  deterniinato  . 

31.  Da!  poterfi  aíTumere  EF-EG^  c  DF—DG, 
ne  viene  ,  che  il  puo  confiderare  il  punto  G  j  come  fe 
cada  in  F,  cioé  ,  che  la  tangente  DG  ,  i' arco  DF  ^  e 
la  fuá  corda  fi  confondano  aflSeme  ^  vale  a  diré  ,  che 
le  curve  ficno  pohgoni  dMnfiniti  lati  infiaitaoiente  pic- 
coli  *  QlicíIo  dífcorfo  pero  procede  folo  ^  quando  noi  ci 
fermiamo  nelle  prime  difíFerenze  ;  ma  fe  fi  doyranno 
computare  le  fe  con  de  ^  non  fi  confondera  il  punto  G 
col  punto  F  eífendo  appunto  GF  una  feconda  differen- 
2a  .  Quindi  perché  nel  método  delle  tangen  ti  non  s*ia- 
troducono  difiíerenziali  fecondi  ,  farafíí  giuílamente  íí 
fuppoflo  ,  che  eíTa  tangente  fi  confotida  con  l'archetco^ 
e  fuá  corda  . 

32.  Lo  íleíTo  triangolo  G  DE  ci  fomminitíra  le^ 
formóle  per  l'altre  linee  analoghe  alia  fottotangente  . 

Per  la  fimiíitudine  de'  triangoli  GFD  ,  DB^,  fará 

GE, 
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OE,  GD::  DB,  DT ,  eioé  dy  ,.\^dpí^+-4y'i'y ,  DT; 
e  pero  DT  zz  y    dx"-  -i-  dy'-  <^  foriBoIa  genérale  della^ 

tangente  • 

Sia  D  N  perpendicolare  alia  curva  nel  punto  D , 
faranno  fiinili  i  triangoli  GDE ,  DEN,  onde  fará 
DE,  EG  :i  DBf  BN ,  cioé  dte  ,  dyiiy,  BN;e  pero 
JB  iV  =  ydy  ,  formóla  genérale  della  fotto nórmale  , 

Sara  ancora  DE  ,  DGr.DBj  DiV  ,  cioé  dx  , 
l/dx^-h  dy^  r.y  ,  DÍV;  e  petó   D  N  zz  y  y  dx"--^  dy^  , 

dx 

formóla  genérale  della  nórmale  . 

Dal  punto  B  fi  conduca  BM  nórmale  s.  DN ^ 
BH  nórmale  a  DT*.  II  triangolo  GDE  fará  fimile  al 
triangolo  DBM,  onde  fará  GD  ,  GE::DB,  BM, 

.cioé     díc*  +-dy^  ,  dy  ::y  ,  BMzz       ydy     .  ,  formóla 

\/dx''h-dy'- 

genérale  della  linea  B  M . 

Lo  íleíro  triangolo  GDE  fará  anco  fimile  al  trian-  ■ 
golo  DBH,  onde  fará  GD,  DE::DB,  BH  ,  cioé 

\^dx^-hdy%  dx  ::y  ,  BH  =      ydx       ,  formóla  ge- 

dx^  -i-  dy'' 

nerale  della  linea  BH  . 

33,    La  fimiliíudine  de'   due  triangoli   GED , 

DBT. 
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DBT  ci  fará  fcoprire  ia  oltre  l'angolo  ,  che  fa  coaJ 
l'aíTe  la  tangente  ad  un  qualfivoglia  punto  di  carva_. , 
conciofiacché  fará  noto  l'angolo  DTB ,  qualora  fia_ 
nota  la  raglone  del  feno  retto  DJ3  al  feno  del  comple- 
mento BT*,  cioe  la  ragione  di  GE  ad  ED,  o  fia  di 
4y  a.  dx  , 

Adunque  data  l'eqaazionc  della  curva  ,  fe  íi  dif- 
ieren z  i  era  ,  e  fi  rifolverá  in  analogía  ,  di  cui  fieno  due 
termini  dy  ,  dx ,  avraífi  la  ragione  de'  feni  dell'  angolo 
DTB  ,  e  peto  noto  l'angolo  . 

34.  In  viriú  dello  fieífo  difcorfo  nafcono  le  me- 
defirae  formóle  anco  nelle  curve  riferite  al  fuoco  , 
(  Fig.  26. ,  e  27.  )  foio  che  fi  rifíetra  ,  che  condotta^ 
dal  fuoco  B  nórmale  all'ordinata  BD  la  retta  BT ,  che 
incontri  la  tangente  in  T,  i  triangoli  DBT,  DGE 
faranno  funili ,  perché  gl* angelí  TBD  ,  DEG  fono 
retti  ,  e  1'  angolo  TD  B  non  é  maggiore  dell'  angolo 
DGE  fe  non  per  l'angolo  infinkefinao  DBG,  il  che 
fi  vede  chiaro  conducendo  GQ  nórmale  a  TB  ;  adun- 
que fi  potranno  aíTuraere  per  egLiali  i  due  angoli  TDB, 
DGE  j  ed  in  confeguetiza  anco  i  due  BTD  ,  GDE, 
e  per6  fimili  i  due  triangoli  DTB  ,  GDE;  ma  in., 
olire  GF  é  infinitefima  rifpetto  ad  E  F,  adunque  ec. 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  l 

35-  Sia  h  cuLva  ApF  {  Fig.  24,  )  la  parábola^ 
apolloniana  delP  equazióne  yy  ,  Differeoziancío  fary, 
adx  —  2ydy  ,  e  áx  ~  %yáy  \   Soñituito  pee  tamo  queño 

valore  in  luogo  di  áx  nella  formóla  genérale  della  fot- 
tangente  yáx  ,  avremo  ^yy  ,  o  puré  %x  ^  poílo  in  Ipo- 

go  ái  yy  il  valore  ax  daro  dall'  equazióne  ddla  curva- 
La  fottotangente  aduoque  nella  parábola  é  doppia  deir 
aíTiira  j  e  peró  fe  fi  prenda  AT  —  ABy  e  dal  puto  T 
fi  tiri  al  punto  D  la  retta  TD  ,  eíTa  fará  tangente  del- 
la curva  nel  punto  D  .  Se  in  luogo  del  valore  di  dx 
dato  dall'equazíone  della  curva  ,  folíituirerao  il  valoro 
di  dy  5  cioé  adx  nella  formóla  genérale  ydx  ,  fara  eíTa.^ 

ly  dy 

ció  nulla  oftante  lyy  j  come  prima  j  il  che  baílerá 

d*avere  notato  in  quefl'efempio  . 

Nella  fleíTa  parábola  fi  ricerchi  la  fotto nórmalo 
SN-  La  formóla  genérale  della  fottonormale  é  ydy; 

áx 

ma  per  1*  equazióne  della  curva  Ci  i  dx  ~  zydy  j  dun- 

-que  fatta  la  foíliiuziqne  ,  fará  la  fottonormale  nella  pa- 
rábola 
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ralbóla  zz  a ,  cioé  la  meta  del  parámetro  ,  e  pero  prefa 

BiV—  a  j  e  dal  punto  N  condotta  al  punto  D  la  retta 

z 

ND5  fara  eíTa  nórmale  alia  curva  in  D. 

Si  ricerchi  la  tangente  DT,  la  di  cui  formóla  ge- 
nérale é  y  i^d^'-'^dy^  .  Per  Tequazione  della  curva_u, 

abbiamo  dx  zz  lydy  ,  dunque  fatta  la  foílituzione  di 

quefio  valore  in  luogo  di  áoc  neUa  formóla  ,  avremo 
y  V i\yydy -H  aady"-  ^y  ^ 4yy  ^  aa  ~    ¿\xx -h  ax  y  (  poílo 

in  luego  di  yy  Ü  valore  ax  dato  dall'  eqaazione  )  che  h 
la  tangente  cercata  , 

Si  ricerchi  la  nórmale  DN  .  SoíHtuito  il  valore  di 

dx  -z  xydy  nella  formóla  genérale  y  v  dx^^dy"-  ,  fará 

eíTa  y    ^yydy  ^    aady  ^     ^4)!)^  4-  aa  zz  l^^ax  4-  ¿3fa  ^  pollo 

in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall'  equazione  . 

Si  ricerchi  la  retta  BM.  Soílrituito  il  valore  di 
zz  zydy  nella  formóla  genérale      ydy       ^  fara  eíTa 

^  ^ydx^-Hdy'- 

Si 
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Si  ricerchi  la  retta  B  H .  Soílimito  il  valore  di  dx 
iiella  formóla  genérale      ydx       ,  fará  eíTa 

^   .     2y)fdy  =        2yy       =z  2ax 

l/'  ¿^yydy-  •i-aady'^      y  ^yy  +-  aa  \^¿{ax-^aa 

Ritrovata  la  fo trota ngenre  ,  non  é  neceíTario  alcun 
ufo  di  formóle  per  ritcóvare  l'airre  linee,  febbene  a_. 
motivo  di  efercizio  me  ne  fono  qui  fervita  ,  impercioc- 
ché,  eíTendo  nota  la  BT",  il  triangolo  TBD  rettango- 
lo  in  Jí  el  fomininiflra  la  tangente  TD  ,  e  la  firailitu- 
dlne  de*  triangoli  TBD,  DBN,  DMB  ,  DHB  l'altre 
linee  tutte  ,  e  pero  ne*  fegnenti  Efempj  applicheró  il 
m.etodo  alie  fole  fottorangenti  . 

Se  vogliafi  ?  angelo  ,  che  fa  la  tangente  della  pa- 
rábola con  1'  aíTe  ,  Prefa  1'  equazione  difiere nziale^ 
adx  ~  lydy  ,  e  rifoluia  in  analogía  ,  troveraíTi  dy  y 
dx  a,  2y  5  cioé  che  Íl  feno  retto  j3D  é  al  leño  del 
complemento  BTj  come  11  parámetro  al  doppio  dell* 
ordinata  ,  dovnnque  fiafi  il  punto  2?;  e  fe  íi  vorra  fif- 
fata  la  tangente  ad  un  punto  determinato  ,  per  efera- 
j)io  al  punto  D,  a  cni  corrilponda  V&.ñ\h  AB=.x— a  ^ 

dall' equazione  dclla  curva  trovara  la  y  corrifpondente_, 
ad  X  =_a^  5  che  in  queflo  cafo  é  y  —  a  ,  fará  i'  analo- 

Tom.  IL  G  gk 
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g\3  áy  ^  dx  t:  a  ,  a  ,  cioé  femiretto  l'angolo  D  TB  , 

quando  ña.  y     a  ,  'o  x     a  . 

Nel  vértice  ^  é  y  o  ,  e  pero  1*  analogía  per 
1'  angolo  del! a  tangente  nel  vértice  fará  dy,  dxt  '.  a  y  o , 
cioé  la  ragione.  di  dy  a  dx  infinita ,  vale  a  diré  il  feno 
del  coraplemento  fara  nullo  ,  e  petó  la  tangente  nel 
vértice  fara  perpetidicolare  all'aíTe  , 

* 

E  S  E  M  P  I  O    1 1. 

5fj.  Sia  Tequazione  genérale  di  tune  le  parábola»»' 
di  qualunque  grado  intendendo  per  m  mi_ 

qualunque  numero  poíitivo  intiero  ,  o  roteo  ,  e  che_j 
i'nnitá  fuppljfca  alie  dimenfioni  ,  Differenziando  fará 
dx  =  my^^^^dy,  e  foílituito  qqeflo  valore  in  luogo  di 
dpi  nella  formóla  genérale  ydx ,  fara  la  fottotangento 

.dy 

—  my^  ~mx ,  Sia  ?m  =  3  ,  cioe  la  parábola  prima  cubi- 
ca x~y^  ,  Tara  la^  di  lei  fottotangente  -  ^x  ,  Sia^ 
=  5  ,  cioe  la  feconda  parábola  cubica  xx  ~ y^  ,  fari- 

la  di  lei  fottotangente  ~  \  x  ec, 

L'equa^ione  difFerenziale  dx  ^  *  ij/ .  delloi,. 

curva  ci  da  l' analogía  dy  ,  dx     i  ,  my'^-- ' ;  mz  poLU' 
y -o,  fe  fará  m  maggiore  dell' unitá  ^  1*  analogía  fa- 
rá 
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ik  dy  ,  dx  i  ,  o  ,  cioé  la  ragione  di  dy  a  dx  infinita, 
e  peró  la  tangente  nel  vértice  perpendicolare  3U'aír¿_,; 
e  fe  fará  tn  minore  dell' unitá  ,  fará  1' analogía  dy  , 
dx  i:  I  j     m      j  cioé  pofla  y  ~  o  ,  dy  ^  dx  '.:  1.  ,  m  , 

vale  a  diré  la  ragione  ái  dy  z  dx  infinitamente  picea- 
la ,  e  peró  la  tangente  nei  vértice  parallela  aU'afle» 

E  S  E  M  P  I  O  III. 

37.  Sia  la  cur^^a  DCE  ,  (  Fig.  28.  )  di  cuí  fi  vuo- 
le  la  fottotangente  ,  Tiperbola  fra  gl'afintoti  dell' equa- 
zione  xy  ^  aa  ^  Difiere nziando  fara  xdy-f~ydx  =  o  ,  e_. 
dx  —  —  xdy  ;  foflituito  per  tanto  nella  formóla  ydx 
y  Ify 
della  fottotangente  il  valore  di  dx  ,  fara  la  fottotangen- 
te =: —  X  ,  valore  negativo,  e  queflo  vuol  diré  ¡  che  la_. 
fottotangente  BT  dee  prenderfi  della  parte  oppofta  alie 
aíníTe  . 

Prefa  adunque  ET=BA,  e  condotta  al  punto  C 
la  retta  TC ,  fara  eíTa  tangente  della  curva  nel  punto  C 

Poiché  nella  curva  DCE  crefcendo  l'affuTa,  cala 
Por  dinata  y  ,  s'avrebbe  do  v  uto  nel  differenziare  pren- 
dere negativa  la  difíerenza  dy ,  ma  perché  per  la  fteíTa 
ragione  s'avrebbe  dovuto  prendere  negativa  la  ííeíTa,, 
dy  anco  nella  formóla  genérale ,  fi  á  ommeíTo  di  farlo 

G  2  ■  nell* 


■■/' 
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nell'uno  ¡  e  nell'altro  luogo  ,  giacche  fenza,  imbaraz- 
-zarfi  co'  fegni  torna  lo  rteíTo  ,  il  che  ora  avvertíto 
fervira  per  gl'altri  fimili  cafi  . 

Sia  i'equazionc  genérale  x  —  i  3-  tutte  le  infinite 

iperbole  fra  gl'afintoti ,  eíTendo  m  un  qualunque  nume- 
ro pofitivo  intero ,  o  rotto  .  DiíFerenziando  averemo 
dpí     —  my"^"^  ^  dy  —  —  mdy   ,  e  foftituito  quefio  va- 

lore  nella  formóla  genérale  ydx  ,  la  fottotangente  fara 
—  íK  ,  O  fia  ' — mx  s  per  l'equazione  della  curva. 

E  S  E  M  P  I  O    I  V. 

38.   Sia  la  curva  JDF  (  Fig.  24.  )  un  circolo  del 
diámetro  ~  2a  ,  AB  —  x,  BD^y  ,  fara  l'equazione 
— xx^yy  j  e  differenzíando  tadx  —  ixdx  —  iydy  , 
e  pero  dx  ^  ydy  ,  e  foLíiíuendo  queílo  valore  nella_. 

formóla  ydx^  fara  la  fottotangente  yy  ,  cioé  2ax  —  xx, 

poflo  in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall'equazione.  Sara 
'  dunque  la  fottotangente  nel  circolo  la  qtiarta  propor- 
zíonale  di  a  —  a?  ,  di      —  -v  ,  e  deila  x  . 

Ma  fe  il  circolo  fara  ddi'equazione  aa  —  xx^yy, 

nel 
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nel  quale  (  Fig.  ig. )  ll  prendano  le  affiíTe  JB:=^^  áú 
centro  ,  diíFerenzjando   avremo   —  xdx  =  ydy  ^ 
dx^ — ydy  ^  foííituendo  per  tanto  queño  valore  nella 

formóla  ^  íara  la  fottotan gente  :i:  ■ —  yy  ^  cioé  k  tevza^ 

proporzíonale  di  ^B\,  e  £  D  ^  ma  negativa  ,  vale  ^ 
diré  da  prenderli  da  B  verfo 

E  S  E  M  P  I  Ó  V. 

39,  Sia  la  curva  ADF  (Fig.t^.)  T  EUiffi  deil' 
equazione  a>^  —  xx  —  ayy  y  prefe  le  aíTiíTe  dal  vértice  A  * 

Differenziando    averemo  adx  —  2xd:>c  —  laydy  ^ 

dx  —    2aydy   ,  Soílituito  queílo  valore  nella  formóla-* 

genérale  ydx  ^  fara    zayy    la  fottotangente  ,  o  pure^ 

2¿3Ejí? — ^2xx^  porto  in  luogo  di  ayy  il  valore  ¿sa?  —  xx 

a  —  z.^  ^ 

dato  dall' equazione  -  Fatta  x  =  ^a^  meta  dell*  aíTe  traf- 
verfo  ,  nel  valore  della  fottotangente  ,  fará  eíTa  2aa  , 

cioé  infinita  ;  adunque  la  tangente  nel  punto  ^  in  cui 
l'aíTe  conjugato  taglia  la  curva  ^  fará  parallcla  allVaíTe 

traf- 
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trafvcrfo ,  il  che  troveremo  eíTer  vero  anche  cercando , 
qg-al  fia  l'angolo  ,  che  eíla  tangente  fa  con  il  medeíi- 
mo  aíle  trafverfo  . 

Sia  generalmente  l'equazione  alie  elliííi  dí  qualun- 

,  » 

que  grado  ay^    "  =a?^X^  —  ^»  hitendendo  per  m  , 

b 

n  due  numeri  pofitivi  intieri ,  o  rotti  .  Differenzfando 

fará  íM  4-  w  X  ííj/'"-!-'"""  ^  dy  ~  mx^"  ^dx  X  ^  —  ^  — 
l 

ndxX^  —  X^'"3eperó 

dx  =   m-t-n  X  dy  ,  e  foííi- 

'.  „»   «— 1 

hmx *»  —  í  X^~^  —      ™  X  ¿?  —  ^ 
tuito  quefio  valore  nella  formóla  genérale  ,  fara  eíTa-» 

 m'^nX  t^y"'-^"  ,  e  poíío  iiL.. 

«"  „  » —  i 

hmx^-^^  X    —  ^  — bnx^'X  ^  — 

iuogo  di  il  valore  dato  dali'equazione  ,  fará  U 

^    ff 

foítotangente  ^   «^-h»  X  ■a?"'  X  ¿it  —  ^   , " 

_____  H    »  —  i 

íKAr'"—  *  X  í3  —    —        X    — X 
e  dividendo  il  numeratore  ,   e  denominatore  per 

jpM  —  1     ¿2  —  X       g  fará  finalmente  m+  nX  ax — xx  . 

ma  —  mx — nx 

Sía 
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Sh  r^^^i  y  nzzi  ^  cioé  relliífi  apoUoniana  ^  fara  la 
fottatangente   2úx  —  2xx  ,   conie  fopra  .  Sia  m  :r  5  ^ 

^írri,  cioé  requazione  ay^  -=2  x\  X  ?  í^^i^^  la  fot- 

totangeote  ^ax  —  5^^!?  ce* 

Se  Pequazione  foíTe  ay"^-^''  ~  x"^^  \  a  ^  x    ,  ef- 

primerebbe  eíTí  tutte  le  iperbole  di  qualuoque  grado 
riferite  agl'affi  ^  prefe  ifteffamente  le  aíTiíTe  daí  vértice 
A  •  Operando  nello  íleíTb  modo  ^  troveremo  eíTere  la_-» 

fottotangente  m  ^  w  X     ^  -^J^  >  diverfa  folo  dalP  antece- 
nm  4-  mx  ^nx 

dente  ne'  fegni  ^  ficcome  diverfa  folo  ne*  fegni  é  Te* 
quaziooe  ^  da  cui  fi  ricava  • 

Sia  m^i  y  n^i  ^  cioé  l'iperbola  apolíoniana  ^  fará 
la  fottotangente  2¿:?A;4-2Arjg  .  Sh  mzz"^  ^  n  —  2  ^  cioé  Te- 

,  -   X 

^  quazione  ay^  ::::  x'  )<,  a  ^  x  ,  fará  la  fottotangente_> 
^ax^H¡>cx  ec. 

40.    Da  qoeflo  método  delle  tangen  ti  fi  ricava^ 
ancora  la  maniera  di  riconofcere  ^  fe  le  curvee  ánno 

afín- 


484  INSTITUZIONI 

afiatoíi  ,  ed  íl  modo  di  condurli ,  quando  efíi  fono  in- 
clinati  all'affe  ,  giacché  nel  cafo  piú  femplice  ,  che  ad 
eflb .  fie  no  ,  o  perpendicolari  ,  o  pauaUeli ,  abbaílanza  fi 
á  parlato  nel  Libro  I,  Capo  5. 

E  S  E  M  P  I  O  I. 

41.   Sia  la  curva  ADE  {  Fig,  30. )  dell' equazione 

 n 

di  fopra  ay'''^'' ^  x'^'X         3  1^  fottotangente 

TB  r:  m^nY.  ax  ^       ^    fara   danquc    1* intercetíÉt^ 
ma  -h  mx  -h  nx 

AT  :^  m^  n  X  ^^.^  ^^^^  —  ^  ?  ^"^^^  • 
ma  ^  mx  ^nx  ma^  mx  nx 

Egli  é  chiaro  ^  che  la  tangente  TD  di  ver  ra  afin- 
toto  j  quando  toccando  ella  la  curva  in  infinita  diílan- 
za  5  cioé  quando  raffiíTa  AB  —  x^  eíTendo  infinita  ,  Tin- 
tercetta  JT  rinianga  imita  ;  ina  porta  x  infinita  nell' 
efpreffione  di  AT  ^  il  primo  termine'  ma  del  denomina- 
tore  é  infinitamente  minore  dcgl'altri  ,  e  pero  da  traf- 
curarli  ,  onde  in  qoeílo  cafo  fara  ATzz     nax  m  , 

mx-^nx  m-^n 
quantitá  finita  ^  adunque  la  curva  á  rarintoto  ^  il  quale 
partirá  dal  punto        fatta  A  M  —  na    ,  Ma  per  con- 

durlo  : 
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durlo :  íi  alzi         mx.múé  ad  'JIB  j  e  fía  egli  per 
cfempio  MHP;ció  poftp,  fe  fi  prenda  aí  infiniia,  fará  dx  , 
AH,  ed  in'gueííá  fupppfizione  di  x  infini- 


ta  l'equazione  della  curva  ¿jy  «+•  ^  :^aí"'  X  «  -^-^  (eíTen- 
*do  íí  millo  riipetto  ad  x)  fi  muta  in  queíl'  altra_ 
^^f»  +  w  =    m-h « ,  o  íia  ,  eñraendo  la  radica ,  e  facen- 


do  per  maggior  cómodo  m-h  n  ~  t  ^  y     a    x      h  , 

ma  difíerenziando  e  dy  \^  a  =  dx  \/ h  ;  dunque  dx  , 

dy     \/  a  ,  j/¿  j  dunque  MJ¡  AH\',      a ,        ,  e 

perché  MA'=:  na  ,  fará       ,  ^H;:  [/¿?,  ^¿  ,  cioé 
í  T 

■AH  zz  m  j/¿  .  Se  per  tamo  fi  prenda  AM~na,eíl 
t)/  a 

alzi  lá  nórmale  AH—  na^  h  ^  e  fi  conduca  infinita 


t  ' 


la  rctta  MHP ,  fara  eíTa  I'afimoto  della  curva  A  DE  . 
Sia  w  =:  1  ,  M  =:  I  ,  cioé  1'  equazione  ayy  ~  ax  -h  xx 

all'iperbola  apolloniana,  fará  í  =  2  ,  e  pero  AM  =  a  , 
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JH-au^-]^'^,  cioe  AM  la  meta  dell' aíTe  trat 

verfo,  ed  víH  la  meta  del  conjugato ,  appunto  com^ 
dalle  fezioni  coniche  fi  fa  ,  dover  eíTeré  . 

'•'^^^É  S  E  M  P  I  O    I  I. 

42.  Sia  ^DE  la  curva  dell'equazione  y' — x^  =  axy, 
fattc  le  ^¡JB  ;e  BD=y  .  Difíerenziando  avremo 
$yydy  —  ^xíídx  —  axdy  -f  aydx ,  e  petó  ydx^ly^  — 

'dy  ,    ^scM    ny  - 

ed  AT  tzydM  —  sí  -  ly'  —       —  ^^scy  ,  o  puré  ,  po- 

dy  ^xx-^-ay 
fió  in  luogo  di  3y*  —  3*?*  il  valore  ^axy  dato  dall'e- 
quazione  della  curva  ,  fará  AT::z  '  axy     ;  e  fatta  x 

,  ^xx^-ay 

infinita,  cioé  nel  cafo  dell' afmtotOj  in  cui  diviene 
'AM,  il  termine  ay  é  nuUo  rifpetto  a  ^xx  ,  adunque 
fará  AM-^  axy  —  ay_  \ 

Ma  poiché  nell'equazionc  propofta  noti  fi  poíTono 
feparare  le  indeter mínate  ,  né  in  confeguenzá  determi- 
nare il  valore  della  AM;  fi  ponga         z=  ay  =  í  , 

( il  raedéfimo  ,  o  fimile  artificio  potra  feryire  in  altri 

'  ■  cafi 
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cafir  della  fleíla.  natura  )•  fará  y  ~      ,  e  fo,fliíuit,o  queño 

valore  nell' equazione  propofia  ,  fará  eíTa  27? 'at'  — 

a' 

=  ^tmx  ,  ma  quando  fia  x  infinita  ,  1*  ultimo  termine 
é  nullo  rifpetto  agl'altri  ;  adunque  fará  rjt^x'-^x^:=.o^ 

.    .  '  a' 
cioé  Prefa  adu-nque  AM  —  a,  dal  punto  M  Ci 

í  i 
dovrá  condurre  I'afintoto  .  Deve  in  oltre  eíTere  MJ\ 

AH '. :  dx  3  dy  ,  e  1*  equazione  propofla  — ■x^^^axy, 

o  iu  y^  —  x^  -^axy  fi  riduce  ad  effere  x^izy^^  cioé 

*      9  quando  fia  a?  infinita  ,  e  pero  dx  ^dy  ;  adunque 

fatta  M         H  ,  fe  dal  punto  M  per  lo  punto  H  íi 

condurrá  una  retta  ,  eíTa  fará  I'afintoto  della  curva. 

Aggiungo  in  oltre ,  che  deve  neceíTariamente  la-, 
linea  ^Taccoflarfi  ad  un  cerro  limite  ,  oltre  il  qiaale 
non  poíTa  trafcorrere ,  e  che  il  menzionato  limite  talora 
é  infinitefimo,  o  nulla  .  Eecone  un' efe m pió  femplice. 

Sia  I'iperbola  equilátera  BCF,  e  polla 

■JB^a  y  AD~  X  ,  DC  -y  ^    abbiafi  I'equazroheij- ' 
aa'-i'  xx  —yy  ,  e  differenziando  ,  xdx  -^.ydy  .  Quindi  la_. 
fottotangente  £ D  =  ydx  —yy  —  aa-^  xx  - ^  e  confcguen- 

temente  'EDr—AB^aa-^xx^x^áa—AE  .  i  moi^wi 

Porta  X7Z0  ,"fi  trova  AE  infinita ,  e  la  tangente 

Ha  del 
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del  punto  B  parallela  all'aífe  ;  e  fatta  «  =  oo  ,  fi  1 
JE -o  .  Per  la  qual  cofa  il  punto  E  fcorre  tutula,^E^ 
infinitámente  prodotta ,  e  fi  ferma  nella  origine  ^  ,  ol- 
tre  cui  non  tra fcorre  ,  quantunque  la  noflra  curva  voltí 
il  conveíTo  alI'aíTc  .  L'afintoto  adunque  JQ  nafce  dal 
punto  J  3  e  forma  con  la.  linea  delle  aíGíTe  un'angolo 
femiretto  ,  flante  che  nella  equazlone  lócale  aa-^xx^ 
yy  ,  pofla  AT  =  00  5  fv.anifce  la  coilante  aa  ,  e  diventa_« 
:cx  —yy  i  o  íía  x  ~y  . 

43.  .Fino  ad  ora  é  flato  da  me  fuppoílo  ,  che.. 
.1' angelo  delle  coordínate  fia  retto.  Che  fe  egli  fia  ottu- 
fo  ,  o  acuto  ,  pofle.  come  fopra  E  Czzx,  CE  ^  y  , 
CD~dx,  0G~  dy  y{Fig,%i. ,  e        U  fottotangente- 
fará  né  piü  né  meno  ydx  j  perché  faranno  fempre  fimilí 

dy 

i  due  triangoli  .GEO  ,  EAC  ',  ma  I'alt re. formóle  avran-. 
no  bífogno  di  riforma . 

Nel  triangolo  EOG  l'angolo  O  eguale  all'angolo 
ACE  fi  fuppone  noto  ,  adunque  dal  punto  G  abbaíTata 
GI  nórmale  ad  AD e  prodotta  ,  fe  fa  bífogno^  EO 
m  H nel  triangolo  G  O  H.  fará  ,  noto ;  1'  angolo  GOH^ 
roa  Pangólo  in  H  é  retto  ,  quindi  noto  l'angolo  O GH, 
e  peró  noto  in  fpezie  il  triangolo  O  GH  ,  cioé  data  la 
ragione  di  GO  jl  GH  €  fia  -quelJa:. di  a  ad  m  ,  fará  per- 
tanto  a  ,m     dy  f  GH    mdy  ;  ■  fará  puré  data  la  ragione 
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di  Gp  ad  OH,  e  fia  quella  di  a  zd  n  ^  c  per6 
n    4?'  >  0H~  niy  ;  adunque  EH  ^  dxtl  ndy  (  cioé  ii 

fegno  pofuivo  neila  Fig.  32.  ^  ed  il  negativo  neiía^ 
Fig*  53-)?    indi  EG  ~  aadx '    landxdy  +-  fíí^ííj'  ^  -h 


im  fe  OG  fi  efprime  pct  a  ^  GH  per  m  ^  OH  per 

fará  aa^mm  ^  nn  j  ed  m^ij/''  ,  adunqoe 

,^  .  % 

foílituito  queíío  valore  nelP  efpreíTione  di  ,  fara 
E G       aadx ^  iz  landxdy  -h  aady ,   ed  EG  —  ds  zz 


aa 


1/ adx''±  2ndxdy-h  ady^ ,  efpreffione  dell' elemento  delia 

curva  *  Cío  poflo  ,  per  la  fimiliradine  de'  triaogoU. 
£00  ,  ^EC,  fará  GO  ,  G£  ::  EC,        ,  cioe  dy 

t/ adx  ±L  zndxdy  h-  ¿7¿íy  ^ : :  /  j  £  ^  —     1/  adx  ^  +:  indxdy  +-  ^, 

formóla  della  tangente. 

Sia  TE  nórmale  alia  curva  ^  ed  £5  al  diámetro 
Jí^  per  la  fimilitudine  de'  triangoli  GOH,  ECS  / 
avremo  ES~my^  e  CS::zny  ;  e  per  la  fimilitudine  de' 

tiiangolí  GEH  ,  E5r,  avremo  EH,  HGii  ES^  ST^ 
cioe  adx  iz  ndy  ,  mdy  : :  my^  g   ST  = 


¿3  X       —  ^dy 

e 
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e  pero  CT*—     mmydy     ±^ny     mmydy  +•  mydy  ±r  anyi.>«  ~ 

a  X  adx±:  ndy     ^  aX  üúpí  ±.  ndy 

~  aydyiz  nydx  ,  foraiola  della  fottonormale  . 

In  fimil  modo  fi  ridurranno  l'altre  formóle,  il  che 
bafli  d'aver  indicaro  . 

44.  Ma,  le  curve  ,  de  líe  quali  ft  vogliono^  le  tanr- 
genti'j  'poíTono  eííer  trafcendenti. , .  cioe  non  efpEÍmibiI-Íi 
da  alcuna  equazione  algebraica  ,  ma  dipendenti  dalla_, 
retíificazione  d'altre  curve  non  rettificabili.  Sia  la  curva 
AP  B  ,  (  Eig.  34.  )  di  cui  fi  fappia  condurre  la,  tangente 
pTK  ad  un  qualunque  punto  P  ,  e  prodotta  in  M  la_. 

nórmale  ad  A  Q  ,  la  relazione  di  M  P.  alParcQ 
PJ  fia  eípreíTa  da  un' equazione  qualunque  ,  e  fi  ricer-- 
chi  la  tangente  MT  della  curva  GMA  defcritta  da'  pnnss 
ti  M\  condotta  qm-  infinitamente  proffiraa  a  (¿M ,  éá 
MR  parailela  a  PT*,  e  fuppoílo'  rettificabile  l'arco  AP  ^ 
cioé  =  ^  ,  e  chiamata  PM^y  ,  fará  Pp=:dx ^  Rm:zdy  ^ 
e  limili  i  due  triangoli  mRM,  MPT,  e  pero  mR, 
RM  :i  MP,  PT i  eioe  dy  ,  dx  : : y  ,  P T-ydx ,  formo- 

dy 

U  per  la  fottangente  della  eurva  CMA  da  prender íi 
fulla  tangente  della  curva  APB,  Dalí* equazione  data_. 
della  curva  ^MC  fi  ritrovera  il  valore,  della  dx  ,  o  dy. 
da .  foñituirfi  nella  formóla-:,  C;  fí  fará  il  rimaneme  al 
fülito . 

ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O , 

45.  Mentre  il  cireolo  DPC  Ti  arruota  uniformé- 
mente  fulla  retta  A  B  cominciando  dal  panto  A ,  (  Ftg'. 
35.  )  il  punto  C  della  fuá  periferia,  che  nel  principio 
del  moto  cade  ful  punto  A ,  lafci  impreíTa  nel  piano  la 
traccia  del  fuo  camrnino ,  e  fi  continovi  queflo  moto 
íino  a  che  pervenga  di  nuovo  il  punto  C  nella  retta^ 
AB;  defcrivera  eíTo  una  curva  ACB^  la  quale  dalla_. 
fuá  generazione  viene  chiamata  la  Cicloide  ;  e  dicefi  Ci- 
clóide  ordinaria ,  quando  il  cireolo  fi  muova  talmente 
fulla  retta  AB,  che  tutta  l'abbia  efattamente  mifurataj 
colla  fuá  periferia  dopo  ,  che  il  punto  C  da  ^  fia^ 
giunto  in  j3  per  modo,  che  fia  AB  eguale  alia  perife- 
ria dello  rteíib  cireolo  .  Dicefi  Cicloide  allungata  quan- 
do. il  moto  fia  tale  ,  che  la  retta  AB  fia  maggiore  del- 
la periferia  del  cireolo ;  e  finalm-ente  Cicloide  contrat- 
ta  quando  la  íteíTa  A  B  fia  minore  della  periferia . 

Dalla  defcrizione  di  quefia  curva  chiaramente  fi 
vede  ,  che  condotta  da  un  qualunque  punto  la  retta_. 
MQ  parallela  zd  AB  ,  avra  l'intercetta  MP  fra  la  cur- 
va, edil  cireolo  CPD  air  arco  CP  quelta  ragiono  , 
che  á  la  refta  AB  ai  tutto  il  ciicolo  . 

Ed  in  fatti  fia  il  cireolo  generatore  nel  le  due  pofi- 
zioñi  EMF,  DPC;  condotte  le  corde  ME  ,  PD^ 

poi- 
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poiché  fono  eguali  gli  archi  E  M ,  DP ,  faranno  egua- 
li  ,  e  paraUele  le  corde  EM  ,  DP  ,  €  pero  fará 
MP  =  JE D  ;  ma  per  la  natura  della  curva  é  AE  , 
nU  ::  AD  ,  EMF  ::  AB  ,  EMFE  ,  e  nella^ 
ñeíTa  ragione  é  puré  ED  ad  MFi  ed  MF  =  PC  , 
ED  -  MP  ,  dunque  fará  MP,  PCr.AD,  EMFitAB, 
EMFE  .  Se  per6  fi  chiami  la  retta  AB  ~a  ,  U  perife-. 
ría  EMFE  del  circolo  generatore  =  &  ,  cd  un  qua- 
lunque  arco  CP  per  affiíTa  —  se,  l'ordinata  PM^-y^ 
fará  I*  equazione  della  curva  cicloide  by  =  x  * 

.  a 

Avuta  l'equazione  alia  curva  ,  la  difFerenzio  ,  per 
ritrovare  la  fotrotangenie  ,  e  peró  bdy  z:dx ,  e  foííitui- 

a 

to  queílo  valore  in  luogo  di  dx  nella  formóla  ydx  , 
fará  PT:z  hyzzss.  Prefa  adunque  fulla  tangente  f  K  ( Fig.  34. ) 

a 

del  circolo ,  che  íi  fuppone  coiidotta,  una  porzione  PT 
egualc  all'arco  AP  del  circolo  ,  e  condotta  al  punto  M 
la  retta  TAf,  eíTa  fará  tangente  delía  cicloide  nel  pun- 
to 

Che  fe  in  oltre  la  cicloide  fia  1' ordinaria;  poiché 
in  que  lio  cafo  fi  %h~a^  e  pero  y  —  ss^  fará  PMziPT^ 
e  ran;^olo  PTM=  PMT ;  ma  l'angolo  TPQ  eílerno  é 
doppio  dell*  angolo  TMP^  e  gl'angoli  TPA^  APQ 
(  per  la  32. ,  e  29.  prop,  del  5.  d*Euclide  )  fono  egua- 
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li ,  dunque  fará  l'angolo  JPQ  eguale  all'angolo  TAf  P, 
e  pero  la  tangente  MT  parallela  alia  corda  PA  . 

4*5.  Senza  fupporre  la  tangente  della  curva  MfU 
(  P^i'  34* )  potra  a  veré  la  fottotan  gente  della  curva— 
JM  prefa  nell'aíTe  KJB  .  Sh  J Q=:  x  ,  QP  y  ,  l'ar- 
co  AP  =  s,  QM—z,  e  la  relazione  dell'arco  AP  all* 
ordinata  MP  fia  efpreíTa  da  un'equazione  qualunque.*  í 
Sia  qm  infinitamente  proílima  alia  QM ,  ed  MS  para!- 
lela  ad  JB,  fará  MS  =  dx  ,  Sm  =  dz  ,  c  la  fimilitudi- 
ne  de'  triangoli  mSM,  M.QN  ci  dará  dz  ^  dx  z  . 
QN  —  'zdx,  formóla  per  la  fottotangente  . 

Se  in  luogo  di  aíTbmere  per  ordinata  QM  —  z, 
ü  prenda  PM  =  u,  condotta  MR  parallela  all*archetto 
Pp  ,  fará  mR  —  du,  RSzzpo  —  dy^  e  pero  MS~du  -h  dy, 
ed  i  triangoli  fimili  mSM,  MQN  ci  daranno  du^dy  , 

dx'.:u+~y  ,  QN  zz  u+'y  X      a  altra  formóla  della_* 

du-h  dy 

fottotangente . 

E  S  E  M  P  I  O  I. 

47.   Sia  la  curva  APB  {Fig,  34. )  un  circolo  del 
diámetro  -  ir  ^  e  la  ragione  di  Pikf  all' arco  PA  fia- 
quella  di  a  alia  b  ,  cioé  la  curva  AMC  fia  la  cicloide. 
Chiamate  AQ^-  x,QP-y  ,  QM=z,  l'arco  AP  ~  j-, 
Tom,  11.  i  Q 
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e  condotta  mq  infinitamente  proíSma  ad  MQ ,  AÍR  pa- 
rallella  a  Pp  ;  Po  parallele  ad  JB^  fari  mS=dz, 
RS  ^  po  ^  dy  f  Pp  ~ds  ,  ed  mR  differenza  di  MP 
fará  dz  —  dy  .  Ma  poiche  ,  per  la  pmprietá  della  curva, 
abbiarao  MP  all'  arco  P  A ,  come  a  &  ,  nella  íleíla^ 
ragione  faranno  ancora  i  differenziali  loro  w fi  ,  pP  % 
e  per6  fara  dz  —  dy  ,  ds  ii  a  ^  h  ,  cioé  ads  zidz  —  dy  ; 

ma  rfj  =  1/  dx^-i'dy'' ,  e  per  la  proprieta  del  circolo 
yz:zl/'zrx  —  íí^- ,  dunque  ííj  —         —  ■^''^^    >   e  ¿íy* 

rr¿¿jg  —  irxdx  ^  4-  xxdx  ^ ,  quindi      =      rdx  , 

Sürrogati  per  tanto  quefli  valori  in  luogo  di  ds , 
c  dy  nell*  equazione  ads  =     —  dy  ,  avremo  dz  = 

íjriflf  4-  brdx  —  bxdx  ,   equazione  differenziale  della- 

b  y  zrx  —  XX 
cicloide . 

Softituito  adunque  il  valore  di  dz  dato  dall'  equa- 
zione nella  formóla  zdx  della  fottotangente  ,  averemo 

ds 

QN  —  bzy  zrx — XX  ' 
ar-hbr  —  bx 
Che  fe  la  cicloide  fia  1' ordinaria,  fará  a  =  b, 

peró 


ir 
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pei'ó  j^ATz:  z  l^2r'x  —  xx- ,  cioé  ir  —  x,  l^irx — xx::  z, 

2r  —  X  -     O  ■  ■ 

QN ,  o  fia  2r  —  x,  y  r.  z  ,  QN";  ms.  per  la  píoprietá 
del  circolo  é  2r  —  x  ^  y:ty  j  x  ,  adunque  fará y  ,  xi  '.z, 
QN ,  cioc  QP  ,  QA::  QM  ^  QN ,  e  pero  fara  MN 
parailela  a  PA  . 

E  S  E  M  P  I  O    1 1. 

48.  Sia  la  curva  JPB  una  parábola  ,  la  di  cui 
equazíone  px  '—yy  ,  poíle  JQ=:  x  ,  QP=:y ,  e  fia^ 
l'arco  AP~s^  Af  =r «  ,  e  la  ragione  di  AfP  all'arco 
PAC\sl  quella  di  a  alia  b  ,  fará  puré  mR,  Pp  a, 
h  i  cioé  ¿ÍM  ,  áx  e  perójíif  =  <¿«  .  Ma  nella- 

  ■  ¿     C  -f^^  ■■  ^' 

parábola  jí=P^^Af  ,   e  dy-:=:     pdx      -dunque  =. 

2  I/.j&AÍ 


'<íar  1^  4/'Af    pp  ;  quindi  furrogato  quefio  valore  in  luogo 

2     px  ^^^^ ^ j  _^ ;g    .^^     n 'i'-t  s no '■t 0 f^^Vj p '    :  ■ 

di  ás  nell'equazioáe  ¿jíj- —     ,  1' equazíone  alia  cuifva^. 


■AMC  fara  adx  V  4px+.pp  ~  du  .  Prefa  per  tanto  I^ 

formóla  della  fottotingente  m  4-v  X  dx  ,  che  a  queíío 

du-^  dy 

I  2  "  cafo 
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cafo  conviene ,  e  fatte  le  foílituzioni  in  luogo  di  áu 

¿íjí  fará  QN=.   t4+-yX2biypx    ;  tnA  y=.ypx,  per 

'•'  '■  ■  ■    a  \^  4px    pp -h  bp 

ía  proprietá  deÜa  curva  APB  ,  ed  ar=.  u  ,  per  la  pro- 

prictá'della  curva  AMC;  dunque  QN  =  las  i^px  ^^  ihpx  , 

al^pp-H^^px-i-bp 

4p.    Dal  diverfo  modo  ,  con  cu  i  molte  curve  fi 
generano ,  nafcono  diveríe  daile  rítrovate  le  formóle., 
delle  fottotangenti  loro  ,  benché  il  método  per  ritro- 
varle  fía  fimile  .  Balkrii  il  ricercarle  in  alcune  per  fare 
idea  della  maniera  ,  e  dcll'artifizio  ,  che  dee  ufarfi  iiu* 
qualunque  incomro  ;  e  pero  date  le  due  curve  J QC  ^ 
BCN  (  Fig.  ^6.)  al  comune  diámetro  TF,  alie  quali  íi 
fappiano  condurre  le  tangenti ,  íia  un'altra  curva  JífC 
tale,  che  la  rekzione  delle  ordinate  PQ,  PM,  PN 
rifpetto  ad  un  qualunque  punto  M  fia  efprelTa  da  una 
qual  ü  fia  equazione  ,  e  fi  dímandi  la  tangente  MT*  di 
un  qualunque  punto  M  .  Si  conduca  pS  infinitamente.* 
proffima  iP^,e  le  NS,  MR  ,  j^O  paraílele  ad  Jg^ 
c  fia  PE=:  í  ,  PF-t,  cogaite  per  la  fuppofizione^  , 
PQ  =  x  ,  PM=:y  ^  PN-  z  .  Per.  la  fimilitudine  de'" 
■triangoli  QPE ,  qOf^  ,  ^^.ú  QO         -  MR~NS,  e 

per  la  fimiliiudine-  de^-iriangoli  «2  ñ  Af  ,  MPT  ,  fa- 
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ra  pT—sydx  ,  formóla  della  fottotangente;  raa  peiché 

xdy 

diñerenziando  l'eqaazione  della  curva  MC ,  a  fine  di 
avere  il  valore  della  dx  da  íbílituirfi  in  eíTa  formóla-,  j 
fará  egli  dato  per  dy  ,  e  dz  j  non  fi  avera  eíTa  fottotan- 
gente in  termini  finití  .  Si  rifleita  adunque ,  che  i  trian- 
goli  fimili  NSn  ,  NPF  ci  danno  NP,  PF::  nS,  SN, 
cioé  z  ,  ti:  ±:dz  ,  SN  ~  i:  tdz_  (  cioé  il  fegno  pofiti- 

z 

vo  alia,  dz  ,  fe  crefcendo  XyCÓ  y,  crefce  la  z  ;  ed  il  fe- 
gno negativa ,  fe  crefcendo  x  ,  ed  y  ,  la  z  cala  )  .  Ma 
é  anco  .SNzz  sdx  ,  dunque  +;  tdz  -  sdx  ,  e  per 6 

á%  —  ±  szdx  .  Poílo  adunque  in  luogo  di  dz  queílo  va- 

lo  re  nell'  equazíone  differenziata  della  curva  MC  ,  fi 
avera  un  valore  di  dx  dato  per  dy  ,  il  quale  folíituito 
riella  formóla  della  fottotangente  sydx  fará  fvanire 

xdy 

diíFerenze  ,  e  la  fottotangente  fará  efpreíTa  in  termini 
finiti .  ■ 

E  S  E  M  P  I  O  I. 

50.  Sia  xz  —  yy  1'  equazíone  della  curva  MC  ; 
diñerenziando  fará  zdx  +-  xdz  --  lydy  ,  e  foíHtuito  iii_. 
luogo  di  di  il  valore  +:  szdx^  fará  zda±.  szdx  =  tydy  , 

e 
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e  pero  dx  ~  itydy  ;  nella  formóla  delta  fottotangenteL» 
tzizsz 

sydx  furrogato  per  tanto  ,  in  iuogo  di  dx  ,  queílo  va- 

xdy 

lore  ,  fará  PTzz     zstyy     —    tst    ,  quando  fi  ponga 
tzx+iszx 

in  vece  di  yy  il  valore  xz  .  Sia  ora  la  curva  AQC  una 
parábola  deí  parámetro  =  &  ;  la  curva  BCN  un  circolo 
del  diámetro  AB  —  ia.  Se  adunque  il  punto  N  cade_* 
nella  periferia  del  primo  quadrante  principiando  da  ^  , 
in  cui  la  dz  é  pofitiva ,  la  formóla  della  fotto tange ntCj 
pT  fará  zsí  ,  e  la  fottotangente  del  circolo  fará 
í  +-  j 

taq  —  qq  —  t{  chiamata  JP~q)  ^  e  quella  della  para- 

a  —  q 

>bola  fará  iq  :::  s- ;  pañi  adunque  quefir  valori  in  luogo' 
di  f ,  e  di  s  nell"  efpreffione    ist    ,  avremo  PT 

t-h-S 

Saq  —  4qq  * 

4íJ  — 3?  ' 

Che  fe  il  punto  N  cade  nelía  periferia  dell'altro 
qaadrante  ,  fara  dz  negativa  ,  e  la  formóla  della  fotto- 
tangente P  T  fará   zsí   ;  ma  in  quelío  cafo  la  fotto- 

t  —  s 

tangente  del  circolo  é  laq — gq  =  ?  ,  e  della  paraboIa_. 

q  —  a 

rimane 


,  ANALITÍCHE  LIB.  lí.  499 
rimane  í^'^í,  e  per6  fatte  le  foíbtuzioní  de' valoá  di 
r e  di  í  nell' efpreíUone  2jp  ,  avremo  PTzz^aq  ~^^(}q  , 

t  —  s  4a  —  3? 

come  nel  primo  cafo  . 

52.   Ma  quando  fiafi  denominata  AP  ,  eíTendo 

una  parábola,  lará  P  Q^zi  m  zzvhq  \   ed  eíTendo 

BCN  un  circolo  ,  fará  P  N  -zz  z  ■=z  y  zaq  —  qq  ^  adunque 

Vt<\m7XovíZ  yyrzzx  della  curva  MChtkyy  —  q  V  zah  —  bq^ 
c  data  cosí  Tequazione  per  le  due  coordínate  ^P,PM, 
troveraífi  la  fottotangente  P  T  con  le  folite  ordinarie  for- 
móle ydq  .  Diñerenziandó  adunque  1'  equazione  yy 

dy 

q  Viah  —  bq  ,  fará  ydy  —  é^ahdq  —  ^hqdq  ;  quindi  molti- 

4  Vzab  —  bq 

pilcando  per  y  il  numeratore ,  e  denominatore  del  la— 
formóla  ydq  ,  onde  fia  yydq ,  e  foílituendo  in  luogo  di 

dy  ydy 

,  e  di  ydy  i  rifpetíivi  valori ,   fará  yydq-=.%aq  —  Aqqz: 

ydy        4«— 32 

PjT,  come  prima. 

J3,  Sia  piü  generalmente  a-™  z"  "I* equazio- 

ne della  curva  NC,  differenziando  fará  wx^.v*"  —  +• 

nx*^  z"'~*dz~m'i'nXy^'*''"^'  dy  ,  e  ponendo  iji— 

luogo 
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bogo  di  dz  il  valore  iz  szdx  ,  fara 

íítí   

í 

e  pero  dxzzmt^ntVsy^'^^^''  dy  ;  adunque  FT  = 

mt±,ns  X  z^x*"^  ^ 
sydx  ^mí-i'  nst  Xy        =  mst  +-  nst ,  quando  fi  ponga 

in  luogo  di  jfB-í-»  il  valore  at"*  2"  . 

54.  Se  le  due  curve  AC,  BCN  diverranno  linee 
rette  5  nel  cato  dell'equazione  feinplice  xz^yy  dalla-, 
curva  AÍCfará  eíTa  una  delle  Sezioni  Coniche  d'Apollonio, 
come  fi  é  veduto  al  Lib.  I.  Cap,  III.  num.  135. ,  cioé 
un  Elliífi  quando  Vordinata  CD  cade  fra  i  punti 

B  j  un'Iperbola  quando  cade  dall*una  ,  o  dall'altra  par- 
te ;  ed  in  fine  una  Parábola  quando  i  puntí  A  ^  B  fo- 
no infinitamente  lontani  l'uno  dall'altro  ,  cioé  quando 
1' una  delle  rette  linee  AC ,  BC  é  parallela  al  diáme- 
tro .  Da  c'ib  manifcña mente  fi  vede ,  che  nelle  íleíTc-i 
circofianze  faranno  le  medefime  curve  coniche  ,  ra  a  di 
grado  fuperiore  in  infinito  ,  quando  l'  equazione  alia», 
curva  MC  fia  la  genérale  a?"'  z"  z:  y^^-h» . 

55.  Data  la  curva  AP  (  Fig,  37. )  con  1' origine^ 
in  ,  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  ,  fia  un' 
altra  curva  CMD  tale  ,  che  condotta  da  un  punto  dato 

F 
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Fia  retta  FMP  in  qualunque  modo,  la  relaüioLie  di 
FM  alia  porzione  AP  üa  elpreíTa  da  '  un' equazione_* 
qij  ahinque  ,  e  debbaü  ritrovare  la  tangente  de  lia  cutva 
CMD  , 

Sía  PH  tangente  della  curva  JPB  nel  punto  P, 
e  fi  condaca  FH  nórmale  ad  FP ,  ed  Fp  infinitamen- 
te ■  proíTima  ,  e  col  centro  F  ii  delcrivano  gl'  archetti 
infínitefimi  MR  ,  PO,  e  la  ricercata  tangente  della_ 
curva  CMD  fia  MT .  Si  chiamino  PH^t,  FH  =  s, 
FM-y,  FP-=z  ,  e  l'arco  AP~x.  Poiché  per  gl'ar- 
chi  infínitefimi  poíTono  aíTumeríi  i  loro  feni  retri  ,  fará" 
il  triángolo  MRm  rettangolo  in  A  ,  e  perché  I'angolo 
MmR  non  é  diverfo  dall' angolo  TMF ,  fe  non  per 
Tangolo  infinitefimo  MFm  ,  fi  poiranno  confiderare  fi- 
mili  i  due  triangoli  MRm  ,  TFM,  e  per  la  fieíTa  ra- 
gíone  fimili  i  due  rriangolí  POp  ^HFP  \  adunque  fara 
mR,  RMiiMF,  FT,  cioé  dy,MRt:y,  FT ,  ed 
FT-=.  MRXy  ,  onde  per  avere  il  valore  di  FT  con- 

dy 

viene  avere  prima  quello  dí  MR ,  che  fi  averebbe  ,  fe 
foíTe  nota  PO  ;  ma  per  i  triangoli  ficnili  PFH ,  PQp  y 
fara  PH,  FH::  Pp,  PO  y  cioé  t,s  ::     ,  O  P  =1  sdx  ^ 

e  per  i  fettori  firali  FPO,  F.VfR,  fará  FP,PO  ::  FM, 
MR  ,  cioé  z  j  sd}a^::y  ,  MR  zz  sydx ,  quindi  FT~syydx, 

t  zt  tzdy 

formóla  della  fottotángente  j  la  quale  ,  fe  fi  foflituifca_. 
Tom.  IL  K  in 
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luogo  di  dx  il  valore  dato  dall' equazionc  differenziataL. 
della  curva  CMD  5  fará  efpreíTa  in  terraini  fíniti  . 


E  S  E  M  P  1  O  L 

$6.  Sia  il  circolo  ABCD  (  Fig.  38.  )  del  centro 
H  ^  raggio  HJy  e  mentre  il  raggio  HA  ñíío  nel  ccn- 
tro  fi  mueve  uniformemente,  defcrivendo  il  punto  A  h 
periferia  ABCD  ^  fi  mueva  il  punto  H  uniformemente 
fui  raggio  in  modo  ,  che  rcllituitofi  il  raggio  nel- 
la  priina  fituazione  H  A  il  punto  H  abbia  percorfo  tutto 
il  raggio  j  e  fia  in  ^  ;  defcriverá  il  punto  H  la  curva 
HEc  A^  che  dicefi  la  Spirale  d'Arcbimede  .  Dalla  gene- 
razionc  di  queíla  curva  é  facile  a  vedere  ^  che  un  qua- 
lunque  arco  AB  del  circolo  fara  alia  corrifpondente-» 
porzione  HE  del  raggio  ^  come  tutto  il  circolo  a  tutto 
n  raggio  -  Chiamato  adunque  il  raggio  ^  r  ^  la  perife- 
ria del  circolo  ~c  ^  Tarco  AB—x^  e  rordinata-. 
HE  —y  j  fará  x  ^  y  11  c  ^  r  ^  c  pero  y  —  rx  ^  equazione 

c 

della  fpirale  ,  in  cuí  le  ordinate  fono  dal  punto  fiíTo  H. 
Ci6  premeíTo ,  fi  voglia  la  tangente  E  T  della  fpirale_> : 
poiché  ín  qoeílo  cafo  la  f  P  della  Fig.  37.  é  il  raggio 
HB  del  circolo  5  fara  %:^r  ^  e  le  diie  ^  PH  tangente, 
ed  FH  fottotangentc  5  nella  fleíTa  Fig.  37-  fono  ia^ 
queda  ambedue  perpendicolari  al  raggio  HB  (  per  la^ 

natura 
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natura  del  circolo  ) ,  ed  iti  eonfcguenza  tra  loro  paral- 
lele  ,  e  pero  eguali ;  onde  fará  j*  =  f  ^  aduncjue  la  for- 
móla genérale  syydx  fará  in  queíla  cafa  yyiss  ;  quindi 

,  difTerenziando  Tequazione  yzLrss  ,  fará  áy  ^.rdx  ,  e  fo- 

c  "  c 

ílituito  nella  formóla  il  valore  di  dx'  y  fará  cíTa-* 
^=:HT;  a  puré  poda  in  luoga  ái  y  it  valore  rx,/ 

vr-  c 

fará  xy  =:  HT*»  Deícritto  adunque  col  centro  H  ^  rag- 

r 

gio  HE  =y  l'arcó  EQ^  t  prefa  HTeguale  all-arco^  E  i^,, 
fará  effa  k  fottotangente ,  perché  per  la  fimilitudine  dc*^ 
fettori  HE.  j5,  HRA^  fara  HA^  AB:iHí¿t.  Q^E  ;  cioi 

r 

Sé  in  luogo  di  eíTere  I*  equazionc  y  =  rx  ,  CisU 

c 

ym  zzr^'x  »  cioé  la  periferia  all'arco  AB  „  come  una^. 

e 

qualunque  poteílá  -m  íntíera o  rotta  del  raggíoi  ad  egual 
poteñá  dell' ordiaata diíTerenziata  l'equazione,  ci  dará 
dx  —  ntcf™"  'dy    ed  ydx  —  mcy^dy  ^  e  fatía  la  follita- 

zione  nella  formóla  yydx  della  fottotangente ,  fará  eíTá. 

rdy 

mcy^j^  zzHTy  ma,  y»'=:r'"x    dunque  mxy^  UT^ 
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57.  Piú  femplice  fi  avera  la  formóla  deíla  fottotan- 
geme  ,  fe  l'equazione  della  curva  JPB  {Fig.  37. )  fia  data 
dalla  rekzione  di  FM  ad  FP;  poiché  i  triangoii  firaiÜ 
pop,  PFHf  ci  danno  PO  =  í¿íz,  ed  i  fettori  íltnili  FPO, 

z 

FMR  ci  danno  MR~  sydz,  e  finalmente  i  triangoii  fimi- 

zz 

li  MRm,  TFM  ci  daranno  FTz^syydz. 

zzdy 
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58.  Sia  la  curva  CMU  al  di  fopra  di  APB  ,  il  che 
non  fa  alcuna  alterazione  (Fig.  ^p.)  ,  cd  A P B  fia  una- 
retta  linea,  ed  FM,  FP  fieno  fempre  diverfe  fra  loro  per 
la  fieffa  quantita  ,  cioé  PM  cofiante  =:¿?,farájií — z~a 
l'equazione  della  curva,  che  é  la  Concoide  di  Nicomede,  il  .  - 
di  cui  polo  F ,  ed  JB  l'afintoto .  DifTerenziando  l'equazio-  - 
ne  ,  fará  dy~dz,  quindí  la  fottotangente  FT-=.syy . 

zz 

Condotta  adunque  ME  parallela  a  P^í  ,  ed  MT*  pa- 
rallela  a  PE,  fará  MT  tangente  della  curva  in  Af;  im- 
perciocché  íará  FAzzs,  FE^^sy,  ed  FTzzsyy  , 

z  zz 

5p.  Data  all'aíTe  E  A  T  la  cueva  qualonque  A  M  i 
(Fig.  40.)  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  MH  a.d 
un  qualunque- punto  M,  e  dato  fu  orí  della  curva  il  punto 
F,  da  cui  fia  condotta  la  retu  FPM;  fe  s'itnínagineremo, 

cbe 
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che  aggirandofi  la  retta  FPM  h\  punto  F  immobileL/  , 
faccia  muovere  fulla  rettá  ET:il  piano  P^Af  .fempre  pa-, 
rállelo  a  fe  ííeíTo  ,  rimaiiendo  la  inEereetía  P  J  fenjpre  la 
fteíTa  :  il  punto  Ai  ,  che  é  la  comune  intecfecazione  delle 
due  linee  FM,  JM,  defcriverá  con  queflo  moto  una  cur- 
va CMD,  di  cui  fi  domanda  la  tangente. Si  rauova  il  pia- 
no Af,  e  nel  primo  ifíante  arrivi  nella  pofizione  infi- 
nitamente proífima  p¿7í«;  e  fi  conduca  SRm  parallela  ad 
ET.  La  fimilitudine  de' tdangoli  M  Rw? ,  MHT  ci  dareb- 
be  la  retta  HT,  che  determina  la  tangente  ricercata  ,  fe-. 
foíTero  noti  i  latí  AÍR,  Rm.  Per  averli  adunque,  chiamata 
FP,o  Ff-x\  FM,  o  Fm^y,Pp=dz,e  le  note  PAzz  a, 
MH—í,  PHzzs;  egli  échiaro,  che  fará  Pp~AazzRm  — 
eper  i  triangoli  fimili FPp,  FSm  fará  Fp,Pp  ::  Fm, 
Sm,  cioe  x<,dz:',y,  Smzzydz,  dunque  SR—ydz  —  xdz\ 

e  per  i  triangoli  fimili  MPHj  MSRjhtk  HP,  HM:\ 
RSf  RM ,  cíoé  í  ,  f  : :  ydz  —  xdz,  MR.  ~  tydz  —  txdz ; 

X  s  X- 

finalmente,  per  i  triangoli  fimili  MR-m,MHT,  fará  MR, 
Rm  :i  MH,  HT  ^  cioé  tydz  —  txdz,  dz  : :  t ,  Ht=:  j  j? . 

Dal  punto  F  fi  conduca  FE  parallela  alia  tangente 
MU,  e  fi  prenda  HT~PE,  tirata  TM,  fará  effa  tan- 
gente della  curva  nel  punto  M .  Imperocché  per  i  trian- 
goli fimili  P MH,  PFE,(^rk  PM,PH\:  PFj  PE,  cioé 
y  -y  X  ,  s    X  9  sx  zz  P E  ~  HT, 

^  —  K 
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€o.  E'  Hato  dimoflrato  ai  num.  13^.  Cap.  III.  Lib.  I. 
che  fe  la  linea  AM  foíTe  una  retta,  la  curva  CMD  fa^ 
rebbe  tiperbola ,  che  averebbe  ET*  per  uno  de'  dut^ 
afintoii .  So.  AM.  foíTe  un  circolo  col  centro  P ,  k  curva-* 
CMD  farebbela  Concoide  di  Nicoraede  ^  il  di  cul  polo. 
F ,  e  l'aílntoto  ET*.  E  fe  íiaalmente  AM.  foíTe  una  para- 
bola,^  la  curva  CMD  farebbe  la.  Compagna  della  Paraba-- 
loida-'  di  Cartejio ,  cioé  una  delie  due  Concoidi  Parahaliche,. 

I .  Al  diámetro  AP  {Fig.  41. )  íla  una.  curva  qualun- 
que  AN',.  a  cul  fi  fappia  condurre  la.  tangente ed  uit^ 
punto  fiíTo  F  fuori  di  le  i,  e  fia.  un"  altra  curva  CMD  tale,, 
che  condoíta »  coníe  íi  vuole  dal  punto  F  la  retta^ 
FMPN,,  la  relazione  tra  FN„  FP„  ed  FM:  fia  ef- 
preíTa.  da  un*  equaziOn.e  qualunque fi.  dimanda  la  tan- 
gente. MT*  di  un  qualanque  datO;  punto  M.. 

Per  lo  punto  F  fi  conduca  HK  perpendicolare 
FNy  che  incontrain  K  il  diámetro  AP  prodotto  ,  ed 
in  H  la,  tangente  data  NH  ..  Sia  FQ  infinitamente 
proíTiraa  ad  FN  ^  e  col  centro  F  il  defcrivano  gl'archi. 
MR  ,  Po- NQ  .  Chiamate  FK-^s^FH-t,  FP  =  at,, 
FM  zzy,  FN-  z  ,  fará  mR:^dy ,  po- dx  ^.  Qn~--~dz» 
e  per  la  firailimdine  de'  triangoU  NQn NFH ,  fará. 
NQ~  —  tdz  ;.  e  per  la  fimilitudine  de*'  fettori  FNQ^ 

F  AÍR  3,  fara  MR  =  —  tydz;  e  finalmente    per  la  fimí» 

¡SZ: 

íitii- 
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litudine  de*  tnangoli  MKm,  MFt,  fará  FT=.~yytdz, 

zzdy 

formóla  fieercata  della  fottotangente .  Ma  qui  puré  íi 
rifletta ,  che  difFerenziando  Tequazione  .della  curva,  ií 
valore  di  dy  da  foQituírfi  nella  formóla  fará  dato  per 
díc ,  e  dz  y  quindi  non  fpariranno  i  dífferenziali  ;  tutta- 
via  peró  la  fimilitudine  de' fetori  ENQ,  FPo  ci  dará 
Po  =  —  txdz,  e  la  firailimdine  de'ifiangoli  Pop,  PFK 

zz 

•  Panalogia  dx\f  — txdz',:^^  -r ,  quindi  Tequazioae-. 

szzdx  =  —  txxdz  ,  e  peró  — 4z  =  szzdx  ;  poíío  adun- 
ia?» 

qae  nella  formóla  della  fottotangente  il  valore  úi  dy , 
cavato  dair  cquazione  differenziata  della  curva ,  indi  in 
luego  di  dz  quelio  valore ,  fpariranno  le  difFerenze ,  e 
íi  averá  la  fottotangente  in  termini  finiti , 

Se  la  linea  in  luogo  di  eíTer  retta  foíTe  una-, 
curva,  condotta  la  tangente  PK,  col  raedefimo  difcor- 
fo  íí  troverebbe  lo  ñeíTo  valore  della  fottotangente  FT, 

E  S  E  M  P  I  O, 

€2.  La  curva  A  N  (  Fig,  42.  )  fia  un  circoío  ,  il 
quale  paífi  per  lo  punto  F,  ed  in  tal  modo  poíV:».,  che 
conducendo  dal  puto  F  h  FB  nórmale-  ad  A  P  prodot- 
ta ,  eíTa  paífi  per  lo  centro  G  di  eíTo  circolo ,  e  fia... 

fem- 


5oS  ÍNSTITÜZIONI 
lerapre  PN  eguale  a  P  M ,  la  curva  CMD  della  Figu- 
ra antecedente,  cioé  FMA  in  queíla  fará  la  Ciílbide_i. 
di  Diocle  ,  la  di  cu  i  equazione  fará  z  -i- y  =:  2x  .  Diffe- 
renziando  adunque  avererao  dz  +<  dy  :^  ida ,  e  per6 
dy  —  2dx  —  dz ,  c  poflo  in  luogo  dí  dy  queflo  valo- 
re nella  formóla  —  yyídz  della  fottotangente  ,  fará 

—     yytdz.     i  e  finalmente  furrogato  in  laogo  di  — dz 

zzzdx  —  zzdz 

il  valore  szzáx  ,  averemo     styy     =  FT ,  fottotan- , 

geiite  ricércata  . 

Egli  é  chiaro  ,  che  fe  il  punto  M ,  di  cui  fi  vuole 
la  tangente  ,  cadeíTe  nel  punto  J ,  eíTendo  in  queílo 
cafo  KH  nórmale  ad  FJ ,  farebbe  FN-FP  =  FM:=í 

FA  zz  FKzzFH  -/e  pero  FT  = -i    =^  . 

Troveraífi  forfe  piü  fpeditameine  la  fottotan- 
gente della  CiíToide  per  mezzo  della  folita  formóla  del 
num.  30. ;  poiché  ,  condotte  le  NE ,  ML  perpendi co- 
lad ad  FB  j  e  chiamando  FB~ia,  FL  —  x,  LM:=.y, 
per  la  proprietá  della  curva  FMA  fará  BE  —  FL-x, 

e  per  la  proprietá  del  circolo  ,  fará  EN^^yzax  —  xx, 
ed  i  triangoli  -fimili  FLM  ,    FEN  daranno  FL  , 
'iMr.FE,  EN,  e  pero  FL,  LMiiEN,  EB,  cioé 
?  y  '•'  ^'^^^  —      s  ^  »   quiüdi  y  ~        xíí        ,  O' 

ly  lax  —  XX 

fia 
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fia  yy  -=     Af'    ,  equazione  della  curva  FMJ;  difíeren- 

ziando  ádunque  averemo  lydy  ~  ^asexdx  —  líf^dx-,  o 

'  ■ — — —  z 

prefa  la  formóla  íblksL  ydx  ,  e  fatte  tutte  le  foílitusíioni  ^ 

dy 

fará  ydx  ~ yy  X  2a  —  x  ~  LO  —  lax  — xx ,  fe  fi  poa- 
ga  iii  luogo  di  yy  il  valore    .v'  . 

la  —  Je 

64.  Sieno  due  curve  JNB,  CPD,(  Fig,  43.  )  ed 
una  retta  FK,  ed  in  eíTe  tre  punti  fíCfi  4,C,  F;  fia^ 
in  oltre  la  curva  £MG  tale  ,  che,  condotta  per  un  qua- 
lunque  punto  M  di  efla  la  retta  FMN  dal  dato  punto  F, 
e  dal  punto  M  la  retta  MP  parallela  ad  F  K  ,  la  rela- 
zlone  dell'arco  AN  all'arco  CP  venga  efpreíTa  da  un' 
equazione  qualunque .  Si  dimanda  la  tangente  della,. 
curva  EG  nel  punto  Af. 

Sia  MT  la  rícercata  tangente ,  che  incontri  in  T  la 
retta  FK  prodotta,  fe  fa  bifogno ,  e  dal  punto  T  fi  tiri 
TH  parallela  ad  FM¡  e  per  lo  punto  M  ü  conducano 
MRK  parallela  alia  tangente  in  P  ,  ed  MOH  parallela 
alia  tangente  in  N,  e  Ha  FmOn  infinitamente  proffima 
ad  FA/".  Chiamate  FM-s  ,  FN  =  f,  MK=  u,  e  gli 
archi  AN~y^  CP~x,  e  pero  Nn^dy,  Pp-dx,  fará 
per  i  triangoli  fimiii  FNn,  F  MO,  FN,  Nnt:FM, 

^  A/O, 
Tom.  JL  L 
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MO,  cioe  í ,  dy  r.  s  ,  M0=  sdy  j  e  per  i  triangolL  fi- 

t 

im^Mm.R>-MTK;  td  MOm,  MHT,  fará  MR, 
Mm^xi'MKy  M  f-,  ed  Mm,  MO^.:  MT,  MH;,  dunque 

fará  anche  MR  ,  MO     MK,  MH^  doh  djí  ysdy  i',  «, 

t 

.M  H  =  usdy  .  Quindi  differenziando  I'cquazione  data». , 

averemo  il  valore  di  dy  dato  pcr'^\  e  fatta  la  fof^itu- 
zionc  ,  fará  MH  efprefTá  in  termini  finiti .  Prefa  adun- 
que  MH  e  guale  al  rit^c3^vaío  valore  ,  e  par  alíela  .alia  tan- 
gente in  iV' dellá -curva- '^  IVií /  c-  co^^^  HTpáralle- 
la  ád  MF'i"  fe  dal  pufttGíW^  ii  ñférá  al  punto  T  la  rctta 
TM,  fará  eíTa  tangente  nel  punto  iií  della  curva  EMG- 

E  S  E  M  P  I  O  . 

...  .        1lí       .  -  ■ 

,  ■  6^.  La  curva  ANB  {Fíg.  44. )  fia  un  quarto  di  cir-' 
coló,  il  di  crui  centro  F,  e  CP  D  della  F/s;.  43.  fia  ií 
raggio  ^  P  jF  délla  F¿g.  44.  perpendicolare  alia  retta_. 
FKTBí  e  fi  conduca  la  tangente  AR  .  S'intenda  aggí- 
rarfi  equabilmente  il  raggio  FÁ  intorno'.al  centro  FV^é' 
nello  fieíTo  lenipo  niuoverfi  equabilmente  la  tangente  A  R 
fempre  paralleU.a  fe  íleUa  verfo  F  E  in  modo,  che_. 
quando  il  raggio  ,F. 4  cade  in  FB,  cada  pureMn  FB  la 
tángeme  AR.  ,  Qon  queílo'  moto  il  pumo  A/,  che  é-  lá 
interfecazione  del  raggio    e  della  tangente  ,  defcrivetá 
la  curva  AMG,  che  chiamafi  la  Qaadratrice  di  Dina- 
Jims .  '  Dalia , 
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'  Palla  generazione  di  querta -curva  é  chiaro  ,  cheJ 
fará  l'arco  allUmercetta  -JP  ,  come  il  quadramo 
JB  al  raggio  JE  ;  chiamando  adunque  AN—y^ 
AP  —  x,  AB  zza^  A F-z r ,  Uvk ,ry  z:  ax,  q  dy  —  adx, 

dunque  fo(litu?ndo  queíío  valore 'di  dy  nella  formóla  usdy, 

íaca  MM  =  am;  mz  m  queíio^  cafo-  í'iV  e  il  raggio  del 

circolo  ,  ed  MK-  AF—AP^  dunque  t-r^u-r  —  x^ 
quindi  MH.  =.  asr  —  asx  =  as  —  j-y,  pollo  in  luogo  di 

rr  r 

Gx  il  valore  ry  dato  dairequaaione  .  Dil  punto  M  fi  alzi 
AfH  nórmale  ad  FM  y  ed  eguale  all'arco  AÍ.Q  defcrit- 
to  col  centro  F,  raggio  FM^  e  fi  tiri  HT  parallela  ad 
F  M ,  Tara  M  T  tángeme  ^deíla  ^q uadratriee  n el  punta  M; 
ímperocchés  per  i'fettori  fimili  FNB,  FMQ,  fará  FN, 
NB  tt  FMf       ,  cioé  r,  a— y  ::  s,  MQzz  as~~sy  :^ 

MH  ,  ,  ■■       '     ^  ^« 

66.  Sieno  due  curve  BN,  FQ,  (  Fíg,  45.  >d'elí¿;' 
quali  fi  íappiano  condurre  le  tangen  ti  ,  e  che  abbi  ano 
per  aíTe  coraune  la  reita  in  cui  fieno  due  punti 
fiíTi  ^,  £  ,  e  fia  un'altra  curva  £  tale  ,  .ch&.  condotta 
per  un  qualunque  punto  M  di  eíTá  la  retía  AMN;-^ 
dcfcritto  col  centro  A,  raggio  ^Af^Tarco  MG;  e  dal 
pumo  G  abbaíTata  GQ  nórmale  ad  ^G,  fu  dátala  re- 

L  2  lazione 
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lazione  de'  fpazj  JNB,  EFQG,  e  deile  MneQ  J  M^AN^ 
QG  per  mezzo  di  un' equazione  qualunque .  Si  ricerca 
la  tangente  della  curva  L  M  nel  punto  M. 

Condoita  la  retta  ATH  perpendicolare  ad  AMN, 
fia  un'áltra  Amn  infinitamente  proíTima  ad  AMM y  e 
rarco(  wg),e  la  perpendicolare (g2'),quindí  col  centro^ 
defcritto  l'archetto  NS^  fi  cMaraind  le  fottotangenti  da- 
te HA— a  ,  GKzzb  ,  e  fia  AM:=y,  AN=z,  GQ~u  , 
e  gli  fpazj  EGQFzzs  j  ANB~t,  fará  R«í  =  G^  =  áy, 
Sntzdz  ,  ed  a  cagione  de'triangoli  fimili  KGQ  ,  Qoq¡ 
fará(í>j)=:  —  du-udy,  e  per  i  triangoli  fimili  HAN^ 

NSn^  fara  SN-~adz^.  Lo  fpazio  GQqg  fi  puó  pren- 

z 

dere  per  lo  fpazio  GQog,  perché  la  difFerenza  loro 
Qoq  é  quamita  infinitefima  del  fecondo  ordine..  j 
onde  fará  GQ^g  —  udy  ~  —  ds  ;  cosí  puré  Tara 
ANn  —  ^  AN  X  =  j  adz  ~  —  di  .  Soílituiti  per  tan- 
to nella  difFerenza  dell'equazione  propoíla ,  in  luogo  di 
du,  dsf  dt ,  queñi  valori  ,  avererao  un'  equazione  ,  da 
cui  fi  caverá  il  valore  di  dz  dato  per  dy  ,  Ora  per  i 
fettori  fimili  ARM,  ANS,  fará  MRzz  aydz  ¡  e  per  i 

.  zz 

triangoli  fimili  mRM,  MAT,  íivk  AT  zz  ayydz.,  for- 

mola  della  fottotangente  ,  i'n  cui  fe  fi  follituirá  > 
>  luogo  di  dz  ,  ií  valore  dato  per  dy  dalI*equazione  deíía 


curva  3 
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curva  ,  fpariranno  le  dififerenze  ,  e  la  fot  tota  agente  fará 
data  in  termini  fin  i  ti . 

E  S  E  M  P  I  O  . 

ej.  Lo  fpazio  EGQF  fia  doppíq  di  ABN  y 
cioh  f  =  2f  ,    fará  ds  =:  idt  ,    ma    di  =  —  udy  , 

e  dt  ~  —  í  adz  9  dunque  fará  udy  ::z  adz  y  e  dz~  udy  , 

a 

dunque  la  fottotangente  AT  —  uyy  , 

zz 

La  curva  BiV  fia  un  circolo  del  centro  raggio 
AN-=:Cf  quindi  z—c^e  la  curva  FQ  íia  un*  ipérbola_, 
dell'  equazione  uy  —ff,  íará  la  fottotangente  AT—fy  , 

ce 

cioé  la  ragione  di  ^Af  ad  AT  coílante.  La  curva  LM 
(  Fig,  4(í. )  chiamafi  in  queíío  cafo  la  Logarítmica  fpirale . 

E*  chiaro  ,  che  la  curva  LM  fará  infiniri  giri  pri- 
ma di  giungere  nel  punto  A ;  imperocché  quando  il 
puntoGCFí¿.45.)ari"jva  in^,  lo  fpazio  s  fará  infinito,  come 
vedrafli  nel  calcólo  intégrale ,  dunque  dovrá  cíTerc  infi- 
nito anche  lo  fpazio  f ,  che  non  pu6  eíferlo  ,  fe  noiL_ 
dopo  infiniii  giri  del  raggio  AM. 

6%.  Rimane  per  ultimo  da  conlideraríi  un  cafo  par- 
ticolare  delle  tangenti.  Si  e  veduto  ,  che  eíTendo 
ie  coordínate  di  una  curva  qualunque  x  ^  tá  y  ^  h  for- 
móla genérale  della  fottotangente  é  yi>Cy  o  s^dy  ,  fecon- 

dy  da 

-  do 
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do  ch&,h  y  ^  o  k  X  h  figura  di  ordituta  ;  e  peró^  difíc« 
renziata  Pequazione  della  curva  ^  íe  da  eíTa  fi  ricavi  it 
valore  della  dx  ^  o  della  dy  ,  qneflo  valore  furrogato 
nella  formóla  genérale  ci  fomminirtra  una  frazione  jil^* 
termini  ruíti  fiaiti  ^  la  quale  é  l'efpreíTione  ^  o  valore 
della  íbttoiangenté  per  'un  ^qualunquc  punto  della  pro- 
polla  curva  .  Che  fe  fi  vuole  la  fot  cotangente  per  uru* 
deterrainato  punto  della  curva  ,  niente  altro  fi  dcve  fa- 
re  5  che  foüituire  nella  frazione  in  luogo  delle  cá  y 
i  valori  5  che  efíe  ánno  nel  dato  punto  .  Ma  accadc  al* 
cuna  voíta  ,  che  fofiituendo  in  luogo  di  x  ^  o  di  y  un 
deterrainato  valore  nella  frazione  ^  che  efprime  la  fotto- 
tangente.  5  o  fia  ncI  rapporto  dclla  dx  alia  4y  cavato 
dall'equazione  diñerenziata  della  curva ,  tutti  i  termini 
nel  numeratore^  e  denomioatore  di  eíTo  fvanifcano,  e 
cosí  oe  provenga  dx  —  o  ^  €  per6  anco  la  fottotangen- 

dy  o 

te  =:  O  ^  dal  che  pero  non  fi  deve  inferiré  ^  che"  eílk-* 

fia  nulla  in  qncí  punto . 

Sia  per  un' e fe m pió  la  curva 
y      8¿?)^  ^  — I  taxyy^  i6aayy^  4^aaxy^  ^aaxx—ó^a  ^  x:zo^ 
e  fia    Taffiffa  ,  x  i'ordinata  ^  e  pero  xdy  h  formóla^ 

della  fotíotangentc  ,  Differenziando  adunque  Pequazione, 
averemo  dv  ^     Sf^^y  "  ^  ^^^f  ~_  2aax     lóg^    ^  e  íafot- 
j  ^  —  Óayy  —  6axy  ^  ^^ay     i  2aax 

totan- 


\ 
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totangente  xdy  —  ^^a^^vy  — ^  ix^íííxy  — ■  laaí^x    i6a^ x  ; 

y^^ —  6ayy  —  ^axy  %aay  -h  í  %aax 
fe  fi^vuole  k  fottotangente  di  quel  punto  di  curva ^ 
a  cui  coL'tifpondc  l'affiíTa  y  —  ^a  ,  eíPendo  iu  queílo  cafo, 
per  la  data  cqaazionc  ,  anche  x  ~  %a  ^  fatte  le  foíiitu- 
zioni  nelía  frazidne  ,  che  efprime  il  rapporto  delU  dx 
alia dy , fi trova egli  cíTere     t^a^  —  t^a '  — ^     i6a ^  ^ 

ciüé^,  perche  tutti  i  tcrmím  íi  difíruggono  ,  c  pero 

anco  la  fottotangcnte  Id  qucl  punto  ~  o  y  il  che  aulla  ci 

fa  fapere  ^  quamunque  alio  íleíTo  punto  corrífponda  be- 
niffimo  la  fottotangente,  anzi  due* 

típ,  Accadera  infallibiimente  quefto  cafo  ogni  qual 
volia  la  curva  abbia  piü  rarai  ^  che  s'incontrino ,  c  fi 
voglia  la  tangente  ncl  punto  del  concorfo  ;  ed  in  fatti  la 
curva  NOPQR  (  Fig.^J.)  dcirequazione  propotU  á  i 
due  rami  OP  ^  MQ  ,  che  fi  tagiiano  nel  punto  G  , 
cui  appumo  cocrjfponde  yzz2a  ,  eíTendo  OT  l'afle  del- 
le  y  5  ed  il  principio  in  O,  ed  xzzia^  preíe  le  x  nell* 
aíTe  OQ  . 

Per  réndete  ragione  dr  quefío  cafo  ^  bada  avvertire 
due  cofe  :  la  prima  ,  che  nel  punto  del  concorfo  di  di- 
vcrfí  rami  di  curva  diverfe  radici  dcirequazione  fi  fao- 
no  eguali  tra  loro  ;  cosí  rifpetto  alia  propofla  cquazio- 

ne 
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ne  nel  punto  G  fonp  eguali  i  due  valori  della 
due  puré  fono  eguali  de*  quattro  valori  della  / ;  .  la  fe- 
conda,  (come  fi  é  dimoflrato  nell' Algebra  Gartefian  a ) 
che  fe  un' equazione  ,  la  quale  contenga  delle  radicí 
eguali ,  fi  moltiplicherá  termine  per  termine  con  una^ 
ferie  aritmética  qualunque  ,  il  prodotto  fará  eguaíe  al 
zero  ,  e  conterrá  in  fe  una  mano  delle  radici  eguali  ¡ 
fe  queílo  prodotto  íi  moltiplicherá  puré  per  una  feric^ 
aritmética,  il  nuovo  prodotto  fará  iíleíTaraente  eguale  al  zero, 
e  conterrá  una  meno  delle  radici  eguali  ,  che  contiene 
il  primo  prodotto  ,  cioé  due  radici  meno  delle  eguali , 
che  contiene  la  prima  equazione,  e  cosi  fu cceífivam en- 
te fino  a  quel  prodotto,  che  una  fola  contenga  delle»» 
radici  eguali . 

Se  adunque  un* equazione  qualunque  di  curva  ,  trat- 
tando  X  per  variabiíe ,  ed  y  per  cortante  ,  fi  moltipli- 
cherá per  una  ferie  aritmética ,  la  quale  termini  nel  ze- 
ro ;  nel  cafo  di  radici  eguali  il  prodotto  fará  eguale^ 
al  zero ,  e  lo  fará  ancora ,  fe  Ci  divida  eflb  prodotto  per 
X  5  ia'  qual  divifione  fuccede  dal  moltiplicarfi  per  zero 
I'ültimo  termine  .  Lo  íleíTo  fará,  trattando  y  per  varia- 
biíe ,  cd  X  per  cortante  ,  e  moltiplicando  l'equazioue»» 
per  tale  ferie  aritmética  ,  che  ponga  il  zero  fotto  l'ulti- 
mo  termine . 

■Ció  porto,  c  facile  a  vederfi ,  che  querta  tale  ope- 
razione  fi  fa  appunto  differenziando ,  cioé  fi  tratta  la  x , 

come 
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come  vanabíle  ,  c  íi  moltiplici  l'equazioae  per  una  ferie 
aritmética,  il  di  cui  primo  terraine  e  il  maffimo  efpo- 
nente  della  x,  e  ['ultimo  é  il  zero,,  e^.^afca  un  prodot- 
to  nultiplicato  in  díe\  indi  fí- tratta',  ji? .  per  variabile,- 
fi  moltiplica  l'equazione  per  tina  ferie  aritmética  ,  il  di 
cui  primo  termine  é  il  maíEmo  efponente  della  y  ,  e_* 
I'ultimo  é  il  zefcíVc  n afee  un  prodotto  móltiplicato  in 
dy\  ma  nel  cafo  di  radici  egnali  di' at,  e  ái  radici  eguUÍi 
di  .j^  ,  tanto  il  prodotto',  che  ni oíti plica  dx ,  quanto  quel- 
jIo  ,  ciie  moltiplica  dy\  fono  zc'ro  ;  dunque  appunto  deve_, 
naícere  la  ragion'e  di  dx  ~  o  in  quel  punto ,  nel  quale 

due  rami  di  cur'va>Vincontrano  . 

Per  ved  ere  ció  ch  i  ara  mente ,  ordíno  l'equazione  del- 
U  propofla  cnrva  p^r  la  lettera  ,  e;  la  moltiplico  per 
la  ferie  aritmética  j  il  di  cbi  ultimo  termine  fia  zero  . 

'  4  s     3  ,        3 1  1,0. 

il  prodotto  far^  nr^i  !r  tí 

—  2¿^ay^  —  2¿^axyy^  ^zaayy  4-  ^^aaxy~o  , 
cioé  dividendo  per  ^y 

y  *  —  6ayy  —  6uxy  -t-  %aay  +*  1 2aax  =  o  .  ~ 
Ordino  la  fteíTa  equazione  per  U  lettera  x^  t  la  molti- 
plico  per  la  ferie  aritmética',  il  di  cui  ultimo  termine^. 
Tom,  n.  M  fia 
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fia  zero 

ñi^a^x  • — Bay '    ~  * 
—  I2¿y7jf  -t-  \6aayy 

2,  X,  o 

il  prodotto  fará 

cioé  dividendo  per  4*? 

zmx  -t-  iiííjjy     1^3'  —  3¿z)7  =  o  . 

Ció  fatto ,  differenzio  l'equazione  propofia ,  ed  il 
differenziale  fi  ?  4^1» '  ¿¿j  —  'i-^ayyáy  —  táfüxyáy     i  %ayyán 
%zaaydy  +-  483¿íArííj'     ¿^%acíyÁx  h-  ^aaxdx  — tf4¿í'^Jí=:  o, 
cioé  dividendo  per  4 ,  e  trarponendo  i  tqrmini  delU  4x 


y*  —  6ayy      ñaxy  +•  %aay  ^  1  ^aap^  X    4^  ^ 

Ma  il  mpltiplicatore  della  áy  é  il  primo  prodotto  ncl- 
¡a  ferie  aritmética,  cd  irj  confeguenza  1^9  relativamente 
al  punto  G  ,  in  cui  y  a.  due  valori  eguali ;  ed  il  -molti- 
plicatore  della  íí;^  k  W  fccondo  prodotto  nella  fuá  ferie 
aritmética  ,  mutati  i  fegni ,  il  che  petó  non  fa  ,  che  non 
fia  =50  relativamente  alio  (leífo  panto  G,  in  cui  ;v  á  due 
valori  eguali,  dunque  fara  ¿íyX  o  =  £Íjf  Xo,  cioc  á.y  ~  6 

nel  puntó  &.  ^ 

Ma  fe  il  moltiplicarc  qualunque  equazione  per  una 
ferie  aritmética,  o  fu  il  differenziarla  (giacché  é  lo  ñeíTo) 

fa, 
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fa  ,  che  nel  fuppoflo  di  radici  eguali  nafca  il  cafo ,  di  cui 
íi  tratta  ,  cioé  dy=.  o,  fa.  ancora,  che  nell'  ec^uazíone 

dx  o 

indi  nata  vi  fia  una  meno  delle  radici  eguali ,  e  pero  fe 
requazione  propofta  á  due  radici  eguali ,  la  dlíferenzia- 
ta  ne  avra  una  fola  di  eíTe  eguali  ;  fe  la  propoíla  ne 
avera  tre  ,  diñerenziando  di  nuovo  la  giá  difFerenziata, 
(  a0umendo  per  coftanti  le  flufíioni  dx  ,  dy)  quella^  , 
che  indi  nafce,  ne  averá  una  fola  ,  e  cosi  di  mano  hi-^ 
mano  difcorrendo  .  Si  aíTumono  poi  per  coílanti  le  fluf- 
fioni  dx ,  dy  y  perché  diííruggendofi  vicendevolmente 
tanto  i  termini  moltiplicati  in  dx^  quanto  quelli  molti- 
plicati  in  dy ,  nella  fuppofizione  di  quel  tale  determina- 
to  valore  della  x  ,  e  della  y  ,  fi  dirtruggeranno  nulla^. 
meno  si  i  termini  moltiplicati  in  ddx,  come  quelli  mól- 
tiplicati  in  ddy  .  In  queíío  modo  operando  fi  ridurranno 
le  equazioni  a  non  conteneré,  che  una  fola  di  quelle 
molte  radici  eguali  ,  che  prima  avevano ;  c  per6  diffe- 
renziaudo  finalmente  l'ultima  ,  per  ritrarne  la  ragione 
di  dy  alia  dx ,  non  potra  piü  nafcere  il  cafo  di  dy  zz 

dx  o 

Ripiglio  adunque  l'equazione  di  prima 
y* — Síy*-— -I2ii»)y;+-  i^aayy-t-  ¿^Baaxy+^^aaxx — S¿^íf^x^o  ^ 
diñcrenziata  fi  trova  eíTcre 

yHy  —  ^aydy  —  ^.ixydy  —  ^ayydx  Baaydy  +  i  laaxdy  ■+ 
I ^a¿iydx -h  laaxdje  —  i^a'dxzzo  . 

M  2  Ma 
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Ma  poiché  foflituendo  iti  luQgo  di  y  ií  valore  ta¡ 
cd  il  corrifpondente  ía  luogo  di  ^  ,  che  c  puré  ia  ,  a 
fine  di  avere  la  tangente  del  punto       ritrovo  dy  ~ 

paíTo  a  differenziare  la  gia  difFerenziata,  prendendo  fera- 
pre  per  coflanti  le  fiuffioni  dx  ^  dy  y  ^  ricavo 
izaydy  "-  —  éaxdy"-  4-  %aady''  = —  iiaydydx  -h  t^aadpcdy 
Zaadx"-  :z:  o  . 

Soñituifco  in  luogo  di  j,  e  di  il  valore  la  rela- 
tivamente al  punto  G  ,  e  trovo  dx  ~  ;}::  dy  S  j  indi 
nelia  formóla  genérale  del  la  fottotangeiíte  xdy  poíii  i 

valori  á\  X  ~  ia  ^  ^  ái  dx  —  dy  fara  finalmente^* 
i:  ¿2  la  fottotangenie  ^  o  per  raeglio  diré  ,  le  due  fot- 

totangenti ,  che  corrifpondono  al  punto  G  ^  una  pofiti- 
ya  j  l*altra  negativa  ,  ed  eguale  alia  pofitiva  • 

Se  la  corva  avera  tre  radici  eguali  nel  punto  ^  di 
cui  íi  vuole  la  tangente  ^  cioé  fe  la  curva  averá  tre  ra- 
-  mi^^  che  In  quel  punto  s'incontrino  ;  poiché  dopo  aver- 
ia la  prima  volta  djfferenziata  averá  ancora  due  radici 
eguali  5  diíFercDziata  di  nuovo  ^  a  fine  di  avere  la  ra- 
gione  di  dy  alia  dx  j  ci  dará  c\h  non  oílance  ^  per 
quaoto  é  ilato,  detto  ^  ¿Jy  :r  o  ,  e  pero  fará  neceíTaria.-. 

dx  o 

una  terza  differenziazione  ;  generalmente  tante  volto 
fJih  dovrá 
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'dovra  differenziarfi  l'equazione  ,  quante  fono  ■  le  radici 
eguali  5  o  íia  i  rami  della  ciírva  ,  e  dall*  ultima  difF^^ 
renza  ricaveraffi  k  ragione  della  í¿y  aíla  áx  ,  e  tanto 
faranno  le  tangenti ,  quanti  fono  i  fami  delía  curva  ficf- 
fa  j  i  qualí  in  quel  punto  íi  t  agí  i  a  no , 

Sia  la  curva  Q^ADHMdA  l  (Fig.  48.  )  dcU'equa- 
zione  X*  —  ayxk^  by  \  ^  o  ,  la  qualc  i  i  tre  rami  Q  A  D  , 
JAd ,  bAHf  che  fr  tagliano  in  A  ;  e  fia  AP  I'aíTe  \. 
delie  M  ,  ed  AB  nórmale  ad  AP  raíTe  delle  y  j  ed  A 
h,  comune  loro  origine  .  Difíerenziando  l'equazione  , 
fará  ^d.v  •—  zayxdx  —  axxdy  ■^  ■^hyydy  ~  o,  cioé 
"dx  —  a'xw.  —  ^hyy  .  Ma:fe  fi  voglia  la  tangente  del  pun- 
^"í     üfX^ — ■  zayx 

Xo  A  f  poiche  in  éííb  -  éojii-rLO ,  _y  =  o  ,  fará  dy  —  o  .  Si 

paíTi  adunque  alia  ■  feconda  differenziazione  ,  e  Jara 
■iixxdx"- — zaydx"" —¿^axdxdy fSbydy"- ^  o  ,  ma  di  qua 
puré  íi  ricava  dx  ^  o  ,  eílendo  ogni  termine  moltipli- 

cato  per.  x  —  o  ,  fecdrido  'la^  fuppoíizione    ovverQ  per 
y  —  o  , 

Difíerenziando  finalmente  per  ía  tem  vólta ,  fara 
2^xiix^ — óadydx^  +•  6hdy-^  =2íQv'j:. ina- poña  x.zz  o,  fvani- 
(^e  il;  primo  íermiñe  ,  .é -peró  é  aÍxMy-^:  ífdy^ ;  da.l  che 
'fi  ricavanpAitre  ■válori'  deílá'-jííj/ ,  jCi<:é>:  dy  ±:  .0  ^  e  :  ¿iy  't^: 
db  dxi^a  ,;íí  .quali  ci  danníp  tre  rapporti  della  dx  alla- 
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dy  ,  vale  a  díre  tre  tangenti  per  lo  punto  ^;  una  In* 
finita,  che  fi  confonde  con  l'aíTe  JP  ,  e  ferve  peE  il 
ramo  haH .  L'altre  ,  prendendo  una  qualunque  AS  ^  & 
tirando  normalmente  ST  tale ,  che  fia  ST,  SAiti^at 
-  K¿ ,  le  T"^  faranno  tangenti  nel  punto  l'una  del  ramo 
QAD  ,  l^altrs  del  ramo  IJd. 

70.  La  veritá  di  queíío  método  íi  puo  dimoflrare 
anco  irí  altra  maniera,  e  come  fuol  diríi^  poflerioH  ^ 
I  diñerenziali  ddí'equazioni  finite  ,  che  con  le  accenna* 
te  rególe  del  difTerenziare  fi  tro  vano  ,  non  fono  efli 
realmente  i  difFerenziali  compiuti.^  dandoci  le  rególe  i 
foli  termini ,  che  contengono  i  difíerenziali  pr;imi ,  cioé 
di  una  fola  dimenfionc  ,  ed  ommettendo  in  figura  di 
compendio  ,  e  di  maggíor  cómodo  i  difíerenziali  di  alteo 
grado  ,  cioé  di  maggior  dimenfione  ,  í  quali  per  i 
principj  del  calcólo  ,  giá  renderebbero  relativamente 
nuHi  i  termini,  ne*  quali  íi  trovano  . 
Richiamata  l'equazione 

•f-  i6aayy  — 6¿^a^  k  * 

c  differenziata ,  fará 

/^yHy  ■• —  t¿\ayydy  —  itayydx       t^a^^ydy  +-  ^2aaydy  +- 
^Saaxdy  -i-  ^^aaydsí  +-  Baaxds^  i^  64a '  ¿a?  =  o  ;  liia  fe  la^ 
y  fi  cciínfideri  accrefcKita  della  fuá  diíFerenza ,  e  cosí  la 
5  e  che  nella  propofla  equazione  in  luogo  della  y ,  e 

fue 
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fue  potefíá  fi  ponga  y-h^dy^t  le  corrifpondenti  poteflá, 
e  lo  ñcfíb  íi  faccia  poaendo  x^dxj  c  le  poteftá  cor^ 
rifpondenti '  in  lüogo  ^íli  x  y  e   fue   pote fli  ,   ayer afíi 


24¿íj/4y^  —  Siíijt^*  ~  i2¿3fArj//  — >  24áArj'¿íy  — ■  iiaxdy^^^ 
izayydx  —  24¿?yijtí'¿í)^  —  i%adxdy  ^  ^  i6aayy  +-  52¿z¿j)/iy  4- ; 
1 6aaáy  ^  4-  ó^daxj  ^  ¿^aáyd^     ^8a0xdy  +-  48i?£ii¿i£'i/^ 

ordinando  i  termini  in  coloíine  fccondo  le  dimenfioní 
de' difícrenziali 

C  L  t  II  llh  IV.  V. 

4,     4y'¿íy  ^    ñyyiy^     +,       4)íiy^  á;)^* 

g¿jy»    „  24^j^^>f¿íjf  — ^¿^aydy^    —  %ady^ 

^izaxyy-  — ^^axydy  - — izaxdy''    —  nadxdy^ 

■H  \6aayy    — j zayydx  —z^aydxdy  zzo. 

48¿j¿i^j    +-  ^laaydy  4-  i^aady^ 

4-  ^aaxx    -i-i^Zaaydx  ^  ^Saadxdy 

^  0¿^a '  ^       j^%aaxdy  4-  4mdx  ^ 

+-  Saaxdx 
^ —  ^4;^  ^  dx 

La  fomma  per  tanto  di  tuttc  queíle  colonne,tolto- 
nc  la  prima,  che  é  l'equazione  fteíTa  propoüa ,  fará  il 
cómpiutó  ,  ed  jntero  diíFerenziale  di  lei .  Ma  perché 
r  ultimo  tertnine,  cioé  la  colonna  quinta  e  infinitamen- 
te piccola  rifpeuo  alia  quarta  ,  e  la  quarta  dfpetto  alia 


terza  ^ 
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terza'jjé  -kríerzá -Flfpetto  alia  feconda  ,  fi  afTume  la  fo- 
Iiíeconda  icolonna,  ptx  A\-  differenziale  della  propoíla». 
equazio  ne  ,¿  .1  i ;  qu  ale.,  co  m-p  en  di  o.  ¿ci  y  i  s|i ,  dato  ,  dajla.  ^  jCplita 
regola  del  difíerenziare  ;  mai-.non;  ^.  ,piá,,. che  iCvCcilo ci- 
ne dopo.  'la  fecondajfieno  aíTolutamente  nuíle  .  Se-adun- 
que>-. nafcera  il  cafo.,,,  che, la  feconda ■colorína  fia  alTok- 
íamentc  .Jipjla!./vrniaa  ¿ff!*a¡,piíi  nulk  .rifpst^o.ji  ]ei  la  ter- 
za ,  e:  p.erQ^  Hoíiv->dovEaí  tE.afcurarfi  ,>  ^anjzi.  ifava  eíTa  U,  dif- 
ferenziale délla  aprima  .- .Ilkílam eme  fi  difcorra  del!a_. 
quarta  ,  qnando  fia  z ero  la  feconda  ,  e  la  terza  j.e  CQsi 
deU'altre  .  Ora  quello  cafo  appunto  füccede  ,  quando  Ci 
cerca  la  reíazfone  di  ¿íj^^^áña  dy  nella  ^ropoíU  eqiiazio- 
ne  in  qíteI?punto^,  íñ'?í:ai «"iia  y  =  2d!,_  ed  x  =  za  ;  poi- 
ché  ,  fátte  quefte-foílituzioni  j  fi  trova,  eíla  feconda  co- 
lonna  eMr-Wró -e  per6"fi -paíía  a  fart  ufo  della  teriza  , 
il  che  é  afiarto  la  lleíTa  cofa ,  che  ■difFerenziar^-.idgiSíVoJ- 
te  Tequazione  ,  comé-'e:-.tñanifeí"lGrv  ;  ■  •f^n'l'-.  4. 

71.    Per  gil  rteli  principj  ,  e  nella  íleíTa  maniera 
fi  fcioglie  un  fimil  cafo  ,  che  nafce  talora  nella  collru- 
zione  delle  curve,  fe  l'ordinata  yénga  efpreíra  da  una 
frazione  ,  il  di  cui  denominatore ,  e  numeratore  diven- 
ga rio  egLiali  al  'Zero ,  quando  ii>,filTi  pervlUfíilfa  un  de- 
'  rernainato  valoré  ,  ■  ■  •    .         p~>*i  i  -^á":  ^  tmi 
OxiJ  i^  A  firie  d'  ufcir  d'  imbaraázo)  bafta  :éoÉifiderarc  la  -fra- 
-grífíié",  come  fe  ■efprimeíré..  k  -^ordinate:  di  due  curve  ^ 
¿líe  in  quálch^^ípunto  del  loro  coniune  aíTe  conGorrana, 
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e  perché  in  quel  punto  la  ragione  loro  non  pu6  in  al- 
tro  modo  eíTer  efpreíTa ,  che  per  o  ,  bifogna  cercare, 

o 

guale  fia  il  loro  rapporto  nel  punto  infinitamente  prof- 
fimo  ,  cioé  quando  eífe  fie  no  crefciute  d'  un'  infinitefi- 
mo  ,  vale  a  diré,  pagare  alia  difFerenziazione  del  nu- 
meratore  ,  pol  del  denominatore  della  frazione  íleíTa... , 
e  ció  una ,  due, ,  o .  piü  volte  fm  tanto  ,  che  fínalnterí- 
te  ,  poílo  -il- valore- determinato  deií'aífiíTa  nella  frazio- 
ne, effa  non  fia  piü  o_  ,  e  cío  per  quella  flefiTa  ragio- 

ne  detta  di  fopra  intoriib  alie  colonne  de'  difíerenziali . 
Sia  l'equazione  y       %a'  x  —  x''  —  a  i^^aax  .  Freía 

.a  —  ^ %x^ 

x  '=-a  ,  e  fatta  la  foítituzione ,  fará  /=  o  ,  dal.che  nos 

fi  pu6  perció  inferiré,  che  all' affifTa,  a?  =  ¿j  corrifponda 
Tordinata  y  =  o.  Difíerenziando  adunque  il  numerato- 
re ,  indi  il  denominatore  della   frazione  ,   fará  y  — 

   —i.  —4    — _a 

a^dx  —  zx^dxX^a^X'T-x'^     * — ^a^dxXa    "  a?  T, 

4 

cioé  dividendo  fopra,  e  fotto .per  dx  ,  c  ponendo  x=:a, 
fara  y  zz  16a  . 

9 

Tom.  II.  N  Sia 
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Sia  l'equazione  y  —  a  f^'^¿^a^  ^ 4x^^ — —  m  j 


DiíPsrenzianda tanto  il  npípfr^tore,  poi  il  detio- 


ommetterido  la  í^e- ^  che  é  tanto  nel  numeratote,  quan- 
to  nel  depominatore  ;  ma  fe  in  quefla  fraisione  puré.  li 
ponga  x  —  aj  iará  ancora  ;j/  =  o  ^  dunque  paíTando 

o  - 

diñerenziare   que.fla  feconda  frazionc  ,  avremo    y  n 
 -  J 

^za'^x  X  4¿3í^4^4íy  '   ^  5  ommettendo  la  úx  j  e  pofta«. 


- 1 


X     a  ^  fará  jj^  :r  . 


CAPO 
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Di/  Método  de*  MaJJtmi  ,     Minimi  . 

72-  Se  in  una  curva  quahmque  ,  le  di'cui  ordi- " 
nate  fieno  paraliele  crefcendo  le  aíTiíTe  BC  {  Fig:  49. 
50.  51. ,  í  52.  )  continovamente ,  crefca  altresi  Tordi- 
nata  CG  fino  ad  un  ceno  punto  E  dopo  di  cui  vada.^ 
calando  ,  o  non  vi  lia  piü  ordinata  di  forta  alcuna ;  o 
puré  al  contrario  crefcendo  i'aíTiíTa  ,  1*  ordinata 
vada  continovamente  calando  fino  ad  un  certo  punto 
E  ,  dopo  di  cui ,  o  crefca  ,  o  piü  noEi  vi  fia  ;  l'ordina- 
ikEF  fi  chiama  la  Mafftma  j  o  la  Mínima', 

Alia  curva  GHF  fia  EF  la  maffima  delle  ordina- 
te  (  Fig.  49. ) ,  o  la  mínima  (  Fig.  50. ) ;  prefa  una^  _ 
qualunque  afliíTa  BC  y  e  condotta  l^ordinata  CG ,  al 
punto  G  s'intenda  eíTere  tangente  GA^  e  DH  infini- 
tamente proíTiraa  a  CG  ;  chiamata  B  C  ~  x  ,  CG  =y  ^ 
e  fatta  Gl  parallela  a  BC  ^  fará  GI  =  CD  ~.dx  , 
IH—dy  .  Püiche  fono  fimili  i  triangoli  JCG  ,  GHI 
nella  Fig.  49.,  fará  AC,CG  ::  GI,  IH;  e  poíché  fono 
fimili  i  triangoli  ATG  ,  GHI  nella  F/^. ,  5 o.V fará  AT, 
TG'.:  GI,  IH,  Ció  poOo  ,  fifinga  che  l'ordinata  GC 
s'accolli  fempre  parallela  a  fe  rteíTa  alia  maffima  ,  o  mi- 

N  2       ^  nima 
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nima  ordinata  EF;  egli  é  chiaro  ,  che  accoílandofi  CQ 
ad  EF ,  la  fottotangente  JC ,  o  AT  íi  fara  femprc 
inaggiore  per  modo  ,  che  quando  CG  cada  fopra  la_ 
EF,  la.  tangente  fi  faii  parailela  a  BC,  e  per  confe- 
guenza  la  fottotangente  fará  infinita  .  In  quefto  cafo 
adunque  avra  J  C  a.  CG  ,  o  J  T  a.  TG  ragíone  infini- 
ta ,  rirnanendo  CG  quantitá  finita  ;  ma  poiché  é  fem- 
prc AC,CG,  o  AT ,  TG  Gl ,  IH,  averá  anco 
G/  ad  IH  ragione  infinita  ,  e  pero  fará  dy  nuUa  rifpet- 
to  alia  dx  ,  cioé  dy  =^  o  nel  punto.  dcUa  maíTitria  ,  o  rai- 
nima  ordinata  , 

Sia  la  curva  GHF,  (  Fig.  51. ,  ^  52. )  EF  la  mi- 
¿ima  delle  ordinate  (  Fig,  51. )»  o  la  raaffima  (  Fig.  52.); 
prefa  pnre  una  qualunque  aíTiíTa  ,  e  condotta  1" ordi- 
nata CG  ,  la  tangente  GA  ,  DH  infinitamente  pcof- 
íima  3  CG ,  e  GI  parailela  a  BC,  e  chiamate  BC—x¡ 
CG~y,  fará  Gl—CDzzdx  ,  IBzzdy  .  Per  i  triangoli 
£imú\  ACG,  G/H,  fará  {Fig,  51.)  AC ,  CGr.GI, 
IH;  e  per  i  triangoli  fimili  ATG  ,  GIH ,  (  Fig.  52,  ) 
fará  AT  y  TG  ::  GI,  IH .  Accoftandofi  adunque  I' or- 
dinata CG  fempre  parailela  a  fe  Íle0'a  alia  mafTima  ,  o 
mínima  ordinata,  la  fottotangente  AC,  o  AT  Ci  fará 
fempre  minore  per  modo  ,  che  quando  CG  cada  fopra 
la  EF ,  la  tangente  fi  fará  nórmale  a.  BC,  e  per  con- 
feguen2:a  nulla  la  fottotangente  ,  In  quefio  cafo  ádun. 
que  averá  ^ C  a  CG  ,  o  ^"T  a  TG  la  ragione  del  niilla 

alia 
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alia  quantitá  finita ,  e  per5  eíTendo  neíla  fieíTa  ragionc 
Gí  ad  IH  y  fara  dx  nulla  rifpetto  alia  dy  ,  aoc  dy=.Qo 
neí  punto  del  i  a  maffima  ,  o  minima  ordiriata  .  Adunque 
la  formóla  genérale  per  le  maffime,  e  minime  ordina- 
te  fsLrk  dy'—'O  ,  o  puré  dy^oo  . 

73.  Data  adunque  l'equazione  della  curva,  di  cuí 
íi  cerca  !a  maffima  ,  o  la  minima  ordinata  ,  íi  dovra 
differcnziare,per  ritrarne  ii  valore  della  frazione,  o  rap- 
porto  dy  ,  indi  fatta  la  fuppofizione  ái.  dy^o  ,  o  puré 

dx 

di  dx~o  f  cioé  di  dy  — 00  ,  íi  averá  il  valore  dell'affif- 
fa  .V ,  a  cui  compete  la  maíRma  o  mínima  y  ,  e  quefio 
valore  foftituito  nell'equazione  propofta  ci  dará  la  maíTi- 
ma,  o  minima  ordinata,  che  íi  cerca ;  folo  avverrendo, 
che  n el  cafo  della- fu ppofizione  di  dy  =  oo  ,  cioé  di  dx  —  o, 
la  X  fará  figura  di  ordinata ,  fe  nell'  altra  fuppofizione 
la  faceva  la  y  .  Che  fe  né  k  prima  fuppofizione  di 
dy  —  o  ,  né  la  feconda  dí  dy  ~oo  ci  fornira  valore  alcu- 
no  reale  della  y  ,  fi  dovra  con  dude  re  ,  che  la  propolla 
curva  non  á  né  maflimi  ,  né  miaimi . 

74.  Serve  queÜo  método  per  avere  una  compiuta , 
ed  efaita  idea  delle  curve  ;  per  ricavare ,  in  quali  punti 
le  tangenti  fieno.parallele  agl'affi  conjugati  ec.  Ma  ol- 
tre  ció  fi  applica  ad  infinite  quetUoni  ,  che  in  tale  pro- 
pofito  poffüno  farfi  si  geometriche  ,  come  fiüche  ;  tale 
lartbbe  il  ricercare  fra  gl'infiniti  parallelepipedi  di  una 

data 
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data  .foliditá  ,  quale  fia,  quello  ,  che  abbia  la  mínima  fa* 
perfície  ;  ficqome  il  ricercare  tra  le  infinite  vie,  chs  pu6, 
tenere  íín  mobile  ,  per  giugnere  da  un  punto  all'altro 
non  poílo  nella  medeJima  verticale  ,  quale  fia  quella^  , 
che  fara  trafcorfa  nel  minimo  tempo  con  una  data  leg- 
ge  di  moto  ,  ed  sitre  fimili .  In  tali  quertioni  ritrovata 
refpreífione  analitica  di  ció  ,  .che  fi  vuele  eíTere  un_^ 
maffimo ,  o  un  minimo  ,  fi  ponga  eguale  a.á  y  ,  e  fat- 
ta  la  diiferenziazione  ,  fi  pL'Oceda  avanti  con  le  date 
rególe  . 

E  S  E  M  P  I  O  I. 

75,  "Sia  k  curva  dell' equazione  2a!>í  —  xx~yy  ,  e 
fi  vaglia  fapere  ,  a  quale  punto  deli'  aíTe  dell'  aíTilFe  as 
corrifponda  la  raaíBma  ordinata  _y  ,  e  cofa  elía  fia  . 

Diiíerenziata  l'equazione,  ^3Lík  %adx — 2xdx~iydy  ^ 
cipe  áy^a  —  x,  Facendo  la  fuppofizione  di  dy  —  o, 

'lix  y 

dovri  eíTere  zero  il  numeratore  della  frazjone_*  , 
e  pero  fara  a  —  x  —  o  ,  onde  x  —  a;  adunque  la  maíTi- 
ma  Ordinata  corrifponde  a  quell'aíTiira  ,  che  fia  eguale 
ad  a\  foi^iuiiío  quello  valore  in  luogo  di  x  nella  pro- 
pofia  eqiiazione  ,  fara  zaa  —  m  —yy  ,  cioé  y  —  ±  a  ;  h 
maírima  ordinata  adnnque  pofitiva  ,  e  negativa  é  eguale 
ad  a  ,  Facendo  la  fuppofizione  di  =  00  ,  do vr a  eíTe- 
re zero  il  denominatore  della  frazione,  e  pero  fara  y  =  o, 

•  fofii. 
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fonituito  per  tanto  qaeflo  valore  in  luogo  di  y  nella^ 
proporta  equaziooe ,  averemo  x  zzo  ^  ed  x  ^  2a ;  vale 
diré,  che  x—o  fará  la  minima  ^  ed  x^^ia  la  maíTi- 
ina;  o  piú  pr.opriamente  ,  che  quando  lia  x  =  0  ^  ed 
xWt^^j  eílendo  Jafinita  h  dy  rjfpetto  alia  áx  ^  la  íbc- 
íDtangenre  fara  n\úh ^  cioé  la  tangente  paralkla  alÍ£^ 
íírdinate  y  . 

E  S  E  M  P  I  O    I  L 

7¿T,  Sia  la  curva  dell' equazione  xx  —  a^^nyy^^ 
Differenziando  fará  dy~%x  —  a  .  La  fuppofizionc  di 

dx  zy 

dyzio  ci  ák  X  z:  ¿3? ,  ma  foftituito  quefío  valore  in  luo- 

go  di  nella  propoíla  equazione ,  la  j  íi  trova  imma- 
ginaria  ,  dunqne  la  curva  non  á  ordinata  ,  che  a  tale 
aíTiíTa  corrí fpooda  ,  e  pero  molto  meno  averá  maffima 
o  minima  *  La  fuppofizione  di  dy  —  c^^  cioé  di  áx^o 
ci  ák  y^o  ,  vale  a  diré  ,  che  la  tangente  fará  perpen- 
dicolare  all'aíTe  delPaíTiíre  x  nel  puotOj  in  cui  é  7  o  , 
il  quale  corrifponde  alie  dne  affiíTe  x::zo  ^  ed  x  —  a  ^ 
poiché  foilituito  in  luogo  di  y  il  zero  nella  proport¿u- 
equazione  ,  fará  xx  —  ax  o  ^  c  pero  ^  —  o  ^  ed 
X  ^  a  ^ 


ESEM, 
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E  S  E  M  P  I  O  IIL 

77,  Sia  la  curva  dell' equazione  taxy—a^-^a^pC'^ 
hxx  ^  in  cüi  le  x  fono  le  affiffe , le  ordinate  •  Diffe- 
renziando  fará  Züxdyn  taydx^taxdx  —  2hxdx  ^  e  pero 
dy  —  ax  —  hx  ^ —  ay  .  La  fuppofizione  di  ij^mo  ci  da 

x~  üf  ^  ^  foflitaito  qüérto  valore  nelP  equazione  pro-^ 

a^b   

polla 3  fará  ^aayy  —a^^a'^yy  —  aahyy ,  cbé yy—aY,^  —  ¿ > 

a  —  b 

^  i^aa  —  ab  ,  maffima  ^  o  mínima  ordinata .  E 

poiché  abbiamo  a;  ^  ay  ^  fatta  la  foílituzione  del  valo- 

b 

re  ddla- j  j  fará  x~  ±  a  Va  ,  aíTiíTa  ^  a  cní  corrifpon- 

de  la  r ¡trova ta  maffima ,  o  mínima  ordinata  .  La  fuppo- 
fizione  di  ¿íy  =  w  j  o  fia  di  dx  ~o  ci  da  ¿3^^  o ,  cioé 
A?  —  o  ,  e  fatta  la  foíiituziooe  oella  propofta  equazione, 
íara  a'^'zio  ^  ma  implica  ,  che  una  quantitá  data  finita 
íia  zero  ^  adonque  la  curva  non  averá  altri  maffimí ,  o 
minimi  dai  ritrovati  nella  prima  fuppofizione  ,  i  quali 
per  i'ambigüita  de'  fegni  fono  due  ^  ed  eguali;  uno  po- 
fitivo  j  che  corrifponde  alia  affiíTa  pofitiva  ^  Taltro  nega- 
tivo j  che  corrirponde  alia  aíTiífa  negativa  , 

78= 
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78.  Ci  dá  il  método  confufamente  i  raaíTimi ,  e 
íuinimi  j  né  in  forza  di  eíTo  fi  poíTono  di[linguere_j 
gl*uni  dagl'altrí ,  fi  riconofcono  pero  quando  lia  noto 
randarflento  della  curva  ;  ma  fenza  tale  notízia  fi  puó 
,'procedere  cosí.  Si  aíFegni  ali'aíTiíra  nell'equazione  data 
un  valore  per  poco  maggiore  ,  o  minore  di  quello,, 
che  corrifponde  alia  mafljma  ,  o  niitiima  ordinata  ,  di 
ciii  fi  tratta  ,  ed  il  valore  dell'ordinata  ,  che  indi  nafce, 
fcioglierá  il  queíito  ;  poiché  íe  fará  maggiore  di  qiiello 
fomminiflratoci  dal  método ,  la  queflione  ííira  de*  mini- 
mi  ;  ed  aU'Qppofto  eíTendo  ,  fara  de'  maíTimi  .  La  cur- 
va adunque  di  queíl'efempio  avra  due  rainimi , 

E  S  E  M  P  I  O  IV. 

7p.  Sia  la  curva  MJDBAN  ( Fig,  53.)  dell' 
equazione  x'-^y'zzaxy,  JB  =  x,  BE=y.  Differenzian- 
do  ü  averá  dv  =  ay  —  ^xx  ^  e  pero  faceodo  la  fuppoíi- 

zlone  di  dy^o  ,  fará  y  =  ^xx  ,  e  fatta  la  foílitüzione  di 

a 

quefto  valore  nella  data  equazione ,  fi  trova  a?  =  5  /''^2, 

3 

quindi  poiché  y  =3j^,  krd  y  zz  a^y^  =  BE  h  maffi- 

ma  ordinata  nella  curva  ,  la  quale  corrifponde  all'  affif- 
Tom.  11  O  fa 
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fa«  =  í?A^2=:^B.  La  fuppofizione  di  dx  —  o  ci 

dará  a?  =  ,  e  fatta  k  foílitiizione  nell'eqLiazione  data  ," 
{aih  yzz  a  i^z  ,  quindí  x  la  maíTima  JC  \ 

T  j 

cui  corrifponde  =:  CD  —  ^  r  2 che'é  tangente  nd 
punto  D  . 

80.  Ma  prima  di  paíTare  piü  avanti  con  gl'efem- 
pj  ,  é  neceíTario  prevenire  un  cafo  ,  che  fu  ole  alcuna_* 
volta  fuccedere  ,  ed  e  che  tanto  la  fuppofizione  di 
dy~o^  quanto  quella  di  4y=:oo  ci  fornifca  un-  medefi- 
mo  valore  dell' ordinata  ,  o  dell' aíTiíTa ,  ed  in  tale  cafo 
non  fi  determina  alcun  mafiimo  o  mínimo  .  raa  bensi 
un  punto  di  interfecazlone ,  o  d'incontro  di  due  rami 
della  curva  .  E  la  ragione  é  evidente  ,  imperciocché 
eíTendo  &y  eguale  ad  una  frazioné  ,  fe  dal  numeratore 

■fi  ricava  lo  fleíTo  valore  della  a?  ,  per  efempio  ,  che  ü 
ricava  dal  denominatore  ,  queíb  valore  3  o  radice  folli- 
tuita  Tenderá  nuUo  Tuno  e  l'altro ,  e  pero  In  quel  tal 
punto  di  curva  fará  áy  ~o_,  ma  fi  é  veduto  di  fopra  al 

da       Q  ■  V 

num.  (íp.  5  che  dy  ^  o  indica  fempre  incontro  di  due^' 
rami  di  curva  j  adunque  ec. 

ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  V. 

81.  Sia  la  curva  GFM  (F/g.  51.)  la  Parábola  cu- 
bica ddl' equazione  y  —  a=,  f^a^  —  2aí¡x+-axx,  BE  = 
EF=a,  BC=:x ,  CG=:y.  DifFerenmndo  íara  dv  = 

 2ax  —  zaa  .  La  füppofizione  di  dy  —  o  ci 

3  X  « '  —  2aax  +■  axx  s 

da  x=:  a  ;  la  füppofizione  di  =:  00  qí  da  parímenti 
x  —  a,  adnnque  la  curva  á  un  punto  d'incontro  F  ,  che 
corrilponde  alPafTiíTa  x-a,  ed  alía  mínima  ordinata.. 
y-a,  che  fi  cava  dalia  propofta  equazione  ,  foílituito 
in  luego  di  A?  il  fuo  valore  . 

Sia  la  íieíTa  equazione ,  nía  libera  da*  radicali ,  cioé 
—  ^^yy  +'^aay~^a^  ~  a^~-  zaax  -t-  axx  ;  differcnzian- 
do  fará-^  =    zjx  —  laa     .  La  füppofizione  di  dy  =  o 

dx  —  6ay+-^aa 
ci  da  j?  =:  j  e  pollo  queflo  valore  nella  propoda^ 
equazione  ,  fi  ricava  y  —  a.  La  füppofizione  di  dy  —  00 
ci  da  pute  yzia,  adunque  x—a,  ed  yzza  ó  danno  il 
punto  F  ,  che  é  un  punto  d'incontro  ,  o  contatto  de' 
due  rami  GF ,  FM,  e  nello  fieíTo  tempo  la  mínima  y; 

Ma  fe  opereremo  fopra  1'  equazione  y — a  n  ¿? "  X  —  ^'"^ , 

O  2  che 
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^1  *^ 

che  efpnmc  il  fofo  ramo  GF  {y  —  a::^^  ^  X»  —  ^  * 

I 

efprimerebbc  l'altro  ramo  FAÍ)  averemo  4y=:  — za  ^  * 

La  fiípponzione  di  %=o  nulla  ci  fa  fapere  ;  la  fuppo- 
fizione  di  ¿/y  =  oo  ci  da  j  e  per6  y^a  ,  ed  il  pun- 
to F  in  quefto  cafo  ci  fornifce  un  maíTimo  rifpetto  alia 
X  5  ed  un  mínimo  rifpetto  alia  y  . 

82.    Diffi  ,  che  la  fuppofxzione  di  dy:^o^  che  ci 

da  na^  zz  o  nulla  ci  fa  fapere  ,  intendendo  rifpetto  ai 

manimi  finiti  5  perché  comprendendo  anco  gl'infiniti , 

1 

ella  ce  ne  fomminiílra  due  .  Se  a¿2  í  =:  o  ,  fará  dunquc 
¿j  —  o  5  e  foftituito  queflo  valore  nella  propoíla  equazio- 

ne  3  fara  eíla  y  ~  i/xx^  cÍoé  ;^:^±:  t/ y^  ^  c  pero  x  , 

o       '  'o 

ed  y  infinite.. Due  fono  i  maflimi  ,  fervcndo  uno  al  ra- 
mo FG,  Taltro  al  ramo  FM^  poiché  pofta  ¿^rro.  Te- 
quazione  ambedue  gli  efprinie  . 

Nafcerá  generalmente  quefto  cafo  ogai  qual  volta 
la  fuppofizione  di  n  o  ^  o  ¿X  dy  —  00  ci  dia  un^efpref" 
Cone  finita  coflante  ,  o  un  divifore  coílaote  eguale  al 
zero  j  il  qual  valore  foflítuito  nell'equazioDe  propoüa.^ 
non  porti  0  immaginarío  ^  o  contradizionc  ;  e  la  ragio- 

ne 
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ne  fi  é  ,  che  una  quantitá  finita  non  pao  effere  prefíu 
per  zéro  ,  fe  apri  rirpettp  a  quantita  infinita  o 

ESEMPro  VI.- 

83.  Sia  la  curva  (  Fíg.  54.  )  dell'  equaziont^, 
AT*  — 2ííAf '  -f-  aax>í  zzy^  ^AB:=,a\  AC  ,0  AP—x  \  CMi 
o  P  Mziy'y  differenziando  fará  ¿¿^=4^^  —  6axx+-  2aax  . 

La  fuppofizione  di  dy=>o  ci  dá  tre  valori  di  x  ,  cioé 
A?  =  o  5  «  =  ,  jí  =  i  íí ;  il  valore  a?  =  o  foílituito  nella 
propofla  equazione  rende  ^  =  o  ,  il  valore  x  =  a  rende 
jjí  =  o ,  il  valore  «  =  1*3  rende     =  +:  £.  La  fuppofi- 

zione  di  dy—aa  ci  ák  y~  o ,  adunque  la  á  il  aie- 
delimo  valore  nell'una,  e  nell'altra  fuppofizione  ,  quan- 
do  fia  A?  =:  o  ,  ed  a;  =  í?  ,  quindi  i  punti  J,  B  faran- 

no  pumid'incontrode'raaií  deíla  curva,  ed  at       a  —AC 

dará  la  maffima  ordinata  y:^±.~a^CM,  o  Cm  .  II 

luogo  del  fopra  poüo  efempio  pü5  chiamarfí  luogo  dop- 
pio  ,  il  quale  nafce  dall'eUerc  alzata  al  quadrato  l'una, 
o  l'altra  delle  due  femplici  formóle  ax  —  xx  ^  yy  )  al 
circolo  ,  o  puré  xx  —  ax  =: yy  ,  all'  iperbola  .  Quindi. 
non  farebbe  baflato  il  ridurre  P  equazione  al  fempiico 
circolo  ,  o  alia  femplice  iperbola  ,  ma  era  neceír¿irio 
ayer  mira  alia  complicazione  delie  detie  curve  fra  loro . 

ESEM- 
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84.  Sia  la  curva  della  Fig.  55. ,  la  di  cui  cquazio- 
ne  yy  —  aav  —  iaxx+-x^ ,  AP  :z  x,  P M=:y  ,  ADzzia, 

DifTcrenz lando  fará  dy:=:a*  —  ^aax  -h  ^axx  —  íí\  ^  cioé 

dx   z- 

y  X      —  X 

dy  —     — 4i3íJA?  +- 4í7aí.w  —  a? ' .  Prima  di  andaré  piü  avan- 

dx     

ti  oíTtrvo  ,  clie  tanto  il  numeratore  della  frazioncj  l 
quanto  il  denominatore  é  divifibile  per  a  —  w  ;  adun- 
que  s  e  nella  fuppofizione  di  ijf  :s  o  ,  e  in  queila  di 
ííj/  =:  00  fi  averá  a  —  x~o,  cioé  =  í3  ,  che  folíituito 
ci  da  ^  =  o  ,  e  pero  la  curva  avrá  un  nodo  nell*  aíTe^ 
al  pumo  B,  fatta  AB  —  a.  Fatta  per  tanto  la  divifio- 
nCjfaráíív^       —  ^ax-h  xx    .  La  fuppofizione  di 

dy~o  d  dk  X     ^a±:  a  K5  ;  il  valore  a?  =  ga-H  a  t^y 

2  z 

non  ferve  ,  perché  foQituito  nell'equazlone  propofla_. 
rende  imraaginaria  la  ordinata ,  la  quale  é  generalmen- 
te immaginaria ,  qualora,  fi  aíTuma  x  maggiore  di  la  , 
come  manifefíamente  li  vede  .  Soílituito  perció  Uahro 


valore 
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valore  x  —  %a---aK5  y  di  ák  y  —  ±  a  ^  ja  —  3^  ^5  ^ 

Fatta  adunque  APzi  5^  faranno  PM^  P  M  le 

z 

mafllme  ordinate  ,  pofitiva  Tuna  ,  e  negativa  l*altra--,  3 
ed  ^  ±;  ¿7    /ja  —  3a    5  . 

La  rappüfizione  di  dy  =00  ci  da  jv  =  o  ,  ed  ^  =  2^7; 
foílituiti  quetU  valori  neU*eqLiazione  propofta  ,  fi  avera 
y  zz  o  ^  ed  r  —  00  ;  vale  a  dire  ,  che  prefa  ^  =  o  ,  cioé 
nel  punto  J  ,  la  tangente  fará  parallela  alie  ordinate^ 
P  M  ,  e  prefa  x  zz  la  ^  A  D  ^  U  ordinata  fara  infinita  ^ 
cioc  afintoto  del  la  curva  riípetto  ai  raaii  B  H  ^  B  í  . 

E  S  E  M  P  I  O    V  1 1  L 

85.   Sia  la  Concoide  deirequazione  j^y  :z 
aaxx  —   ^    laahx  —  ihx  ^  —  bbxx  -h  aahh .  DifFerenziando 

scx 

fará  dy  =  — —  bx^ — aabx — aabb 

±1  xxV^aaxx  — x''  ^  %2abx — 2bx^  —  bbxx  -h  aabb 

Nel  primo  Libro  al  no  ra*  239.  fono  üati  da  me  con- 
íiderati  tre  cafi  di  quefta  curva  ;  il  primo  qaando  fia,^ 
a^b  \  il  fecondo  quando  fia  b  minore  di  ¿? ;  ed  il  ter^o 
quando  b  fia  maggiore  di  a  . 

Rifpctro  al  primo  cafo:  U  curva  fará  quella  della_i 
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Fíg,  5<y.  s  e  l'equazioñe  yy     g^-^ia^x  —  tax^  —  » 

prefa  GA~GP  zza,  GEzzx,  E M=y;  c  differenziando, 
dy-       — AT* — ax'  —  a^x  —  .  La  fuppofizione 

izxxl^a*-^-  2a^  x^tax^  —  x^ 
di  dy  ~o  ci  da  il  nuraeratore  eguale  al  zero  ,  cioé 

x-h  aX  x'-i-a^  =  O ;  e  pero  a?  =  ^ ,  il  qual  valore  9  fo- 
üituito  nell'equazione  della  curva,  ci  dá  y^o  .  La  fup- 
pofizione  di  dy  =  00  ci  dá  il  denominatore  eguale  al  ze- 
ro 5  cioé  XX  y^x-h  a  y,  aa  —  xx  —  ^  9  ^  P^i^^  ^  =  o  » 
,    x~  —  a  i  ed  x  —  a\  \-n^  il  valore  Ar  =  —  a  íi  é  trovato 
anche  nella  fuppotizione  di  dy  —  o^  adunque  quando  fia 
X  — — a  ,  cipe  prefa  GP^a^  la  curva  averá  nel  punto  P 
■  un'  in  con  tro  di  due  rami  , 

II  valore  a:  =  a  fofíitüito  nell'equazione  qi  dii  ^  =  0  , 
adunque  la  medefima  x  fara  =  a  =  G  J ,  a  cui  corrifpon- 
óey  —  o.  11  valore  x=:o  foílituíto  ci  da  jynoo  ;  adun- 
que per  lo  punto  G ,  in  cui  x~o  ,  condotta  una  paral- 
lela  alie  ordinate,  toccherá  la  curva  in  infinita  dillanza, 
vale  a  diré,  fara  un'afintoto, 

Rifpetto  agli  altrí  due  cafi:  (Fig*  57.  58.  )  fia  GJzz 
G  K    a  ,  G  P  zzb  ¡  tá  W  refio  come  fopra  .  La  fuppofi- 
zionc  di  dy  —  o  ci  dará  — x'^ — Bx^  —  aahx — aabb  ■=■  o  , 

cioé  X  -«-¿X — ^' — aab  ~o,c  peí  ó  x~  —  b,  xzz^^—aab. 

La 
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La  fuppofizione  di  dy  =  00 -ci  dará 

síxyaanfíí  —rx^-^  zaabx  —  i.bx '  —  hbícx  +-  auhh  -=z  o ,  eioé 

XX  y  x-frb  \aa  —  xx—o,^  per6  aí=o,  Ar=:  —  b^ 
A?  =    ,  Jí  —  — ^  á  .  ' 

■li  valore  =  —  che  nel  fecondo  cafo  foftituito 
neirequazione  rende  'y  =  ,ci);viene  fomminiílrato  da_. 
ambedae  le iuppofizioni ,  adunque  {.Fig,  57.)  prefa  íGP 
dalla  parce  de*  negarivi ,  ed  =  —  b  ,  il  punto  P  fará  un* 
incoiitro  j  o  íia  una  interfecazíone  di  due  rami  di  curva. 
Lo  íleíTo  valore      —  b  ^  foíHtuito  nell'  equazione  della.^ 

curva       zLb  •\-  X  V aa  —  xx  ^  ci  da  nel  terzo  cafo  de- 

gativo  il  radicale  ,  per  efíere  b  maggiore  di  ,  e  per6 
immaginaria  la  curva  ,  quindi  a.  nulla  ferve . 

II  vaíore  x  =  f^~aab¡  foflituito  nell'equazione  ddla 

curvaj  ci  da  =  4r  y^aa  —  bbf^ cibb  ^'^ghi^^^^b-^ '^ahb  ^ 

yabb 

cioé  immaginaria  puré  ,  quando  fía  ¿  maggiore  di  a 
(Fig,  58v ),  e  per6  fimilmente  a  nulla  ferve  in  queílo  ter- 
zo cafo  ;  ma  ci  da  y  reale  quando  lia  b  minore  di  a  , 

e  per6  {Fig.  57.),  fatta  Gl-^—nab  ,  fara  IN  la  maf- 
fima  ordinaia;í  =  ¿:     aa^bb^glT^  ^abí^-^b^  ^abh 

-  ¿'"abb 

Tom.  IL  P  U 
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II  valore  «  =:  o  ci  da    =  «s  ,  cioé  afintoto  ;  11  valore 

sezz^  a  ci  da  y  =  o  ,  cioe  la  tangente  ne'  punti     ^  K 

parallela  all'ordinate  . 

■  1=     .  . 

E  S  E  M  P  I  O  IX-. 

8íj.  Sia  lamezza  Gicloidc  abbreviata  AMF 
chiamata  AB-  za yB  F  zzb,  jÍP=: 'x^  -P'-Mzz  % ,  •  k  ítmU 

p er iferia  JNB^c,  l'arco  AN~^\  fará P AT -  v/za^c-— ¿va:,' 

NM-pzj-^ wzax  —  xíí r  e  per  la  proprieta  dclla  cux,va  , 
c'aÑÉ'^'BF::  AN,  N.Mi  cioé    ,  h  í:  q,.N M  =  bc¡; 


dunque  hq  =  z  ^  i^zax  —  .  Differenzíando  ,  bdq  - 
ííz  —  ¿jíjí- ^-       ;  ma'condotta      infínitamente  proíTi* 

fima  ad  MP , .  fará  Nn  =  dq  ^    aAx   ,  quindi  fatta  la^ 

fofiituzione  nell'  equazione  ,  averemo      =  ab^-ac — ex . 

/ÍA*  „  ______ 

La  fuppofizione  di  dz=.  o  ci  dk  x  ~  ííb+-  a .  Se  adun- 

que  H  fia  il  centro  del  circolo ,  prefa  H  E  egtiále  alia 
quarta  proporzionale  della  femiperiferia  A  AT  B  ,  dellsu% 
retta  B  F ,  e  del  ragglo  ,  la  corrifpondentí;  ordinata  fará 
la  maffima ,  che  fi  cerca. . 

La 
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-  La  fuppofizione  di  dz  —  w  -.ci  íí  -io  ,  eá  x  —  za,- 
vale  a  diré  ,  che  iie'  punti  A  ,  F  la  tangente  fara  paral- 
lela  alie,  or diñare  .r^  ■  fíwo 

PRO  B  LE  M  A  L 

87.  Dato  il  nmngpla'kD'C^^  (  Fig..  <S.q,)  ft  dimanda 
la  minima  rettaQ}l,  chs  Jt  pojfa  ■  coniurre  per  h  punto  C 
neW  mgolo  Q  ÁH  . 

Sia  A  B=a^  BC=  ¿ ^_ B H^.x ,  hik  CR-s^bb  +-  .vj^., 
c  per  i  trkngoíi  fimili  H^^  ,  averaffi  HB» 

pí  ■i'  a  \/  bb  +•  XX  l  Süppofla  per  tmio  '  ía.  'HQ  zzy  ,  come 

fe  foíTe  r  ordinata  di  unr  curva  óride  fi  abbiá  y  zz. 
x-h  a  ybb-f  xx  ,,.  e  differenziando fara.  dy  z:  x^ — abb  i 

La  fuppofizione  di  áj/=::cí  ci;  dará     =  |J/-fl^¿(,;.e  per^ 

fatta  BU-^  ább  y  e  condotta; HC$ fári^éña  ía  mi^ 
nima ,  che  íi  cerca  ..  La  fuppo.rizione  di.  dyz.  00  ci.  da- 
rá =  — hb  immaginaTia  „  ed!  xi^o che.'  a-  nulla-* 
ferve  ,  quando'  non  s'  iatenda  ,  che  la  retta,  condoitaj* 
per  lo  pama.€,.  che  in  queílo,  cafo  farebbe  BC  infini- 

F  2;  íamen>- 
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tamente  prodotta  ,  fia  ua  mafíimo ,  appunto  per  effcr 
infíaita  . 

In  queílc  taíi  queftioní  adunque  baííeca  ditFeren- 
ziarc  quell'efpreffione  ,  che  fi  vuole  eíTere  un  maffimo, 
o  minimo ,  ed  indi  fupporre  eguale  al  zero  il  numera^, 
tore  ,  poi  il  denominatore  . 

PROBLEMA   i  r. 

88.  Divífa  la  retta  AB  (Fig.  <íi.)  in  tre  parti 
date  AG  ,  CF  ,  FB  ,  y?  dimanda  il  punto  lE. ,  in  cui  de- 
vefi  tagliare  la  porzione  di  mezzo  GF  per  modo  j  che  il 
rettangolo  A  E  X  E  B  abbia  al  rettangolo  G  E  X  E  F  ¿ísl- 
minima  ragione  pojjibile  . 

Si  ehiami  AC  a  ,  CF-h,  CB  =  c  ^  e  CE=a?; 
fará  :=  a-h  X  i  EB  —  c  —  x  ,  EF  =  ¿  —  x  ,  e  pero 
fara  il  rapporto  jí  E  X  E  B  ~  ac+^cx—ax — xx ,  che 

CE  X  EF  bx-^xx 
de  ve  eíTere  uü  mínimo  .  II  diíFerenziale  aduncfuH'^íara 
cxxdx — bxadx  — axxdx  +•  zacxdx  —  abcdx  ,  e  poílo  il 

bx  —  XX 

numeratore  eguale  al  zero ,  averemo 

X  —  — ¿jff  ±  1/  abcc  —  abbc  —  aabc  +-  aacc  .  Un  valore  pofi- 
c  — b  —  a 

tivo ,  che  ci  da  il  punto  ricercato  E  da  C  veiTo  B , 

I*alíro 
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i'  altro  negativo ,  che  ci  darebbe  il  punto  E  da  C  verfo 
A  .  Porto  il  denominatorc  eguale  al  zero ,  averemo 
ítf  =  o  ,  ed  Af  =  &  ,  ive'  quali  dae  cafi  il  rapporto  de' 
rettacgoli  fará  il  maffimo  ,  perché  prefa  at  :=  o  ,  il  pan- 
to E  cáde  in  C ;  e  prefa  a?  =  & ,  il  punto  E  cade  iii-. 
F ,  e  per 6  si  nell'  uno  ,  come  nell*  altro  cafo  il  rettaH" 
golo  CJS  X  Eí'  e  zero  . 

P  R  O  B  L  E  M  A  nx. 

8p,   ha  data  ntta  AB  fi  isbba  tagUars  talmente^ 

Kí/  _p««f£)  C  5  che  il  froáotto  A  G  X  C  B  /7  maJJ^mo  di 
tutti  i  froáotti  Jtmili . 

Chiamata  JB  —  a  ,  AC~  x  ,  fará  CB  —  a  —  x  , 

e  pero  ^CX  í^'-S  =  íJArjí-^íf '  .    II  diíTerenziale  fará 
%assÁx  —  ^xxdx  ,  il  quale  paragonato  al  zero  ,  dará 
%a  ,  ed     =:  o  .  Prefa  per  tanto  ACzz  x  —  la  y  il 

prodotto  AC  X  fará  il  maíTimo  ;  e  prefa  xzzOy  il 
prodotto  fará  in  un  certo  modo  il  mínimo  ,  perché  fa- 
rá zero ,  cadendo  il  punto  C  in  ^  .  Non  eíTendo  la-, 
differenziaíe  una  frazione ,  non  á  luogo  l'altra  foliía_. 
fuppofizione  del  denominatore  eguale  a  zero  ,  ma  ít^ 
fi  voglia  confiderare  l'efpreírione  del  prodotto  axx — x', 

^  come 
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come  un'ordinau  di  curva  ,  converrá  per  la  legge  degl* 
omogenei  dividere  eíTo  prodotto  per  un  piano  colante, 
e  COSI  il  differenziale  fara  una  frazione  del  denominato* 
re  coííance  ;  ma  eíTa  coQante  non  pu6  mai  eíTer  zero, 
fe  non  relativamente  alia  a?  aíTunta  infinita,  e  certamente, 
che  allora  il  prodotto  fara.  un  njaífimo  ,  quando  fia-., 
.-4  C  —  A?  =:  00,  «, 

*0  detto  ,  che  it  prodotto  AC  X  CB  é  un  maíTÍ- 
m,o,  quando  fia  JCzzz^,  il  che  chiaramente  fi  ved& 

dal  defcrivere  la  curva  del!"  equazione  axx  —  x^zzy  '^ 

aa 

poiché  tütte  le  ordinate  tra  ^  ,  e-  B  fono  minori  di 
quella     che.  corrifponde  all'aíllíra  ¡t     ta  ..  Soílituito- 

j 

nell*' equazione  I'altro-  valore  a?  r:  o  ,  fara.  j  =:  o  ,  dal 
che  fi  conchiude  ,  che  eílb.  valore  a  nulla  ferve  .  ^ 
S)0-.  Nel  Problema  antecedente ,  ed  in  tutti  qaelli 
di  fimil  natura  íi  pu6  fare  ufo,  di  queflo  método  per 
conofcere  ,  fe  le  queílioni  fono  de*  Maífimi  ,  o  de" 
leí  ¡ni  mi  .  "  , 

P  R  O  B  L  E  M  A    I  V. 

511.  Fra  tutti  t  paraUelépiped't  eguati- "ad*' un  dato  cu- 
ho  ,  e  ds'  quaU  fta  dato  m  lato  ,  fi.  dmanda  qmlh  y  che: 
ühbia  ta.  minor  fuferficie 
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■    II  dato  cübo  fía  a^,  ed  il  lato  cognitO'  del  paral- 
lelepipedo    ña  •=  b  ,  uno  de*  Iati ,  che  1.1  cercano,  íia-:. 
-sí'>v  f  il  terza  fativ  —  íí  '  ,  poiché  jl  jírodottó  de',  tre  j 

l'X 

foriTia  il  parallclepipedo  eguale  al  dato  cubo  ,  l  pro- 
dotti  dei  lati  preíl  a  due  a  due  i  cíoé  bx  ,  a"  ,  a'' 

formana  i  tre  piad,  ciie  fono  la  meta  della  fuperfícíe 
del  parallelepipedo ,  e  per6  la  fomma  di  queíli ,  cioé 
Bx-i-a^  -i-a^  deve  efTere  il  mínimo  ,  che  ll  cerca  .  Dif- 

fere^Bziando  adunque  ,  avremo  ¿¿í?  ^  <?  '£v  ,  o  fia^ 

hxxdx  —    dx  .  La  fuppoíizione  del  numeratore  eguale 

al  zero  ci  da  x  =  i/a^ ;  faranno  adudque  i  tre  lati  del 

'  T 

parallelepipedo,  che  fi  cerca,  b,  t/^'  ^  ed      ¿i'  , 

cioé  j/^  ?     pei"^  egaali  faranno  i  due  lati ,  che  fi 

cercano  .  La  fuppoíizione  del  denominatore  eguale  al 
zero  a  nulla  ferve  ,  perché  ci  da  x~g  il  che  diílrug- 
ge  il  problema  . 

Se  fi  voleíTe  il  parallelepipedo  con  le  aíTegnate 

con- 
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condizioni ,  ma  fenza  aíTumere  lato  alcuno  per  dato , 
chiamatone  uno  =:  se  ,  fono  gl'  altri  due  eguali  tra  loro, 

cd  =:  <3 ' ,  e  la  fomma  de*  tre  piani ,  che  deve  eíTe- 
re  un  minimo  ,  fará  zss         +-  a' ,  e  difTeretiziando, 


a[dx  —  a^dx  ,  o  fia  a^xdx  —  a^dx  i/a^t  e  fatto 
X  t/ — '  .     ^' 

il  numeratore  eguale  al  zero  ^  fi  averá  ¿v  =:  íJ  ,  e  gl'al-, 
íri  due  lati  parimenti  =  ¿?  ,  ed  il  cubo  íleíTo  fará  il  pa- 
ralltiepipedo  ,  che  fi  cerca  . 

PROBLEMA  V. 

()2.  Fra  gVinfiniti  coni  inferitti  in  una  sfera  ,  de- 
terminare que  lio  5  la  di  mi  fuperficie  convejfa  ,  cioe  noji^ 
comprefa  la  bafe  ,  fia  la  maffima  . 

Nel  femicircolo  ^BD  {Fig.ét.  )  fieno  i  triangoíi 
ABC  y  JEH  ,  e  ft  giri  il  femicircolo  attorno  al  diáme- 
tro J  D  ;  nel  m  en  tre  ,  che  egli  deferí  ve  la  sfera ,  i 
trian goli  defcriveranno  tanti  coni  ,  ma  poiché  da  Archi- 
mede  ft  dimoílra  ,  che  le  fuperficie  de'  coni  infcritti 
fono  tra  loro  ,  come  i  prodotti  JEXEH ,  ÁB  X  BC, 

h 
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la  queííione  íi  riduce  a  deierminare  nel  diámetro  ^  D 
il  punto  C  tale  ,  che  il  prodotto  JBX  BC  fia  il  maf- 
fimo  . 

Chiamo  adunque  ^AC:=  x  ,  AD  =  a  ;  fara  ,  pee 

la  proprietá  del  circolo  ,  CB  =    ax  —  xx  ,  AB—  ^'ax^ 

ed  AB  X^^^-^axi^ax  —  xx-l^aaxx  —  ax'.  Difíc- 
renziando  adunque  ,  averemo  laaxdx  —  $axxdx  ,  e_, 

2  i^aaxx  —  ax^ 
fatto  il  nuraeratore  =  o  ,  fará  x  =:  2a  ,  ed     =:  o ;  fatto 

j 

il  denominatore  no,  fará     =:  ^ ,  ed  x~o,  Pre-> 

ía  adunque  AC=:-^  ^  D ,  la  fuperficie  del  cono  defcrit- 

to  dal  triangolo  jíBC  fará  la  maíTima ,  che  íi  cerca_. . 
Gl*  altri  due  valori  xzzo  ,  cd  x  :=i  a  non  fervono  ,  co- 
me é  chiaro  . 

PROBLEMA  VI. 

S>5.  Dato  V angola  FDG  ,  (  Fig.  53.  )  e  dato  di  po- 
JtZíOne  il  punto  A  ,  ritrovare  la  mínima  retía  ,  che  nel 
dato  angolo  pajjl  per  lo  punto  A  . 

Sia  CB  quella  ,  che  fi  cerca ,  e  fi  tiri  AQ  nórma- 
le ad  FD  ,  F^P  nórmale  a  DG,  e  CK  nórmale  ad 

Tom.  IL  Q  FP  . 
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FP  .  Poiche  é  dato  l'angolo  FDG  ,  e  l'angolo  FPD 
é  retto,  fará  noto  l'angolo  JFQ,  ma  e  in  oltre  dato 
di  pofizione  il  punto  ^,  dunque  faranno  note  le  QJ, 
QF ,  FA  ,  .  Sia  per  tanto  QF'^a  ,  QA  -  c  , 
QD  =  b  ,  e  la  QCzzx,  fara  FA  =  U^aa^cc, 
CAz:]/cc  -^xx,  FD~b^a,FC^a  —  x-.  Ma  per  i 
tmiigoli  fimili  FAQ.FDP,  éFJ,  FQr.FD.FP; 
adunque  FP  ~  aa-^ah  ,  e  pero  AP  —  jb~~cc  ;  e_. 

\^aa-ir  ce  y  aa-^  ce 

per  i  triangoli  fimili  FCK  \  FAQ,  é  AF,  FQ::FC, 
FK  ,  adunque  FK  =  aa--ax  ,  onde  AK  =  ce     ax  ; 

-i-  ce  ^      +-  ce 

e  finalmente  per  i  triangoli  fimili  ACK,  ABP,  fará 
JK,  CA  :'.  AP  ^  AB;  adunque  AB=:ab-^eci^cc+-  xx. 


e  pero  CB  -z^V  ce  +•  xx  ab- —  ce    ec    xx  ,  che  deve 

ce  +-  ax 

eíTer  la  ■mínima  .  Differenziando  fará 

\T  ■■■■  M  I    F.l     t  •i  ■  Ll   Kl       lili  I 

ce  i-      X  ce  ^xx^ 
e  poüo  il  nuraeratore  =  o  ^  (  riducendo  pritna  al  coraim 
denominatore  )  fara  x^  h-  iccxx  +-  bccx    ¿r^  —  bcc  —  o  ^ 

a  a  a 

equazione  folida  . 

Per 
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Per  coñruirla  prendo  l'equazione  alia  parábola-, 
ps^  zi  ay\  fatta  la  fofiituzione  ,  fará 
^xy  -H  zccy  +■  hccx  -h  i* — hcc  zzo  ^  luogo.  all'íperbola  fra_.. 

gl'afintoti . 

Cío  poíloj,  fulla  retta  Q^D  fi  prenda  QMz=  2cc  ^  e 

condotta  dal  punto  M  parallella  ad  JQ  la  retta—, 
MN  —hCfCi  tiri  A'"^  parallella  a  <2  D  ,  e  fra  gl*  afin- 

toti  NS,^  NT  íl  defcriva  I'iperbola  HOy  del  rettango- 
io  coílante  ~  zhc'^-h  aabcc  —  ac^  ,  e  fieno  fulla  retta-i^ 

QF  le  íí  prefe  dal  punto  ;  e  ad  eíTe  normali  le  y 
Indi  all'aííe  ^Q,  vértice  Q,  parámetro  =  a,  fi  defcri- 
va la  parábola  QO  dell'equazlone  xx  ay  ;  dal  punto 
O,  in  cui  la  parábola  taglia  I'iperbola condotta  0  0 
par  alíela  a.d  JQ  ¡,  e  áal  punta  C  condotta  per  lo  punto. 
A  la.  retta  CAB fara  eíTa  la  minima ,  che  fi  cerca., 

Ed  in  fatti,  per  la  cortruzione é  NS  zz 

a 

SOzzy^bcc  y.  e  per  la  proprieta  dell'iperbala,  deve 

eíTere  NS  X  SO  —  al  rettangob  coñante  dunque.^, 
xy  +  2ccy  +-  bccx  4-'2¿¿r+  =  2¿í*  +-  aabcc  ^  ac"  ,  ma_» 
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CO  =  j/  =      ,  per  la  ptoprieta  delU  parábola  ,  dun- 

a 

que  follimito  In  luogo  di  y  queflo  valore  ,  averemo 

at'  -t-  icciíx  -f-  bccx  zz  hcc  ■ —  c'^  ¡  cioé 

a  aa  aa    ■  a 

ftf '  T-  zccxfic  -i-bccx  -h    — bcí^  =  o  ,  che  é  l'equazione.* » 

da  cui  fi  doveva  ricavare  il  valore  della  »  ,  adun- 

que  ec. 

•O  fatta  la  fuppofizione  ,  che  fia  zero  il  numera- 
tore  della  frazione,  che  efprime  il  mínimo. 

L'altra  fuppofizione,  che  fia  zero  il  denominato- 

 :  Z     :  

re,  dará  cc-t-ax  i^cc+'Xx  —o^  cioe  vcc-^xx'=zOf 

ce  -i-  ax  z:  o  ;  ma  i/  ce  -t^  xx  o  ci  da  =  k*  —  ce  im- 
maginaria ,  e  peró  non  ferve  ;  cc-i-ax  ~  o  ci  da 
X  :Z'^cc  ,  ma.  prefa  Q  c      x  =  —  cc^Q  condotta  Ac, 

a  a 

fará  il  triangolo  QAc  fimile  al  triangolo  QFJ  ,o  fia 
PFD  ,  e  peró  1' angelo  QcA  egualc  all' angelo  FDP; 
quindi  cA  fara  parallela  alia  DP  ,  vale  a  diré  la-, 
condotta  dal  punto  c  ,  e  per  lo  punto  A  nel  dato 
angolo  FDG  fará  infinita ,  che  in  certo  modo  é  uiu. 
maíTimo. 

Piú  brevemente  ancora  fi  puó  vedere  ,  che  in-* 
quefio  cafo  la  retta  ,  che  fi  cerca ,  fara  infinita  ;  poiché 

nell' 
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nell*  efpreflíone  j/ ce  xx  4-  ab — ce  ]/cc  -t-  ata:  r:  CB  , 
foflituito  in  luogo  di  ¡s  il  valore  —  ££_,  U  denomínato- 
re  diviene  zero ,  e  pero  la  linea  infinita. 


CAPO 
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CAPO  IV. 

De'  FhJJt  contrarj  ¡  e  de*  RegreJJi  . 

54.  Cofa  fieno  i  FleíTi  contrarj  ,  ed  i  Regreífi, 
,é  ñato  abbaftanza  detto  nel  Lib.  L'  Cap..  VI. pofte  le 
quali  notizie :,  Sia  la  curva  ADEM  (  Fig..  64.  )  con  le 
coordínate  paral  lele  ,  la  quale  abbia  in  E  un  fleíTo  con- 
trario, Q  regreíTo  ;  prefa  una  qualunque  aíTiHa  AB~se , 
l'ordinata  BD—y,  e  condotta  CF  parallela,  ed  infíni* 
tamenie  pro.ffima  a  B  D,  egU  é  maniferta,,  che  aíTunta 
dx^BC  coílante  ,  crefcendo  fempre  piü  la  affifía_., 
AB  —  x.  y  la  difíerenza  GF  dell'ordinata  BD  ,  cioé.  la—. 
dy  íi  fará.  fempre  minore  fin' a  tanto,^  che  l'ordinata  fia  la 
HE  ,  che  corrifponde  al  pumo  del  fleíTo  contrario  ,  o  del 
regreíTo  ,  dopo  del  qual  punto^  nell'  uno  ,.  e  nell'aitro  cafo: 
\3i  dy  andera  fempre  facendofi  maggiore  .,  Adunque  nel 
punto  del  fieíTo  contrario  j  e  del  regreíTo  la  dy  fará.  un  mí- 
nimo; onde,  per  la  método  de' maíTimi,e  vnmivniyddy  —  o^^ 
o  puré  ddy-^.  00  fará  la  formóla,  de'  fleíTi  contrarj ,  e  de.'" 
regreíTi .. 

Se  la  curva  fará  (  Fig,.  6^. )  prima  conveíTa ,  e  poi 
concava  all*' aíTe  AH:.  crefcendo.  parimente  la  afliíTa_  ^ 
crefce  la  dífFerenza  dell'  ordinata  fino  al  punto  E.  del 

ñeíTa 
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fleíTo  contrario  ,  o  regreíTo  ,  dopo'  di  cu  i  va  calando  ; 
íará  adunque!  m  quel  punco  la  dy  un  raaíTimo ,  e  peró 
ifteíTaínentcfi  dovra  parre  ddy^  o    o  puré  ddy-:^  op_.. 

Lo  íleíTo  s'íiüfefifca  ancora  dai  con'fiderare ,  G,he^ 
nelle  curve  prima  concave  all'  aíFe  la  diíFcrenza  fecon- 
da  dell'  ordinata  y ,  cioh  'U  ddy  é  negativa  fino  al  pun- 
to E  di  regFeíTo  5  ©  <*i  áeílb  contrario  ,  di  poi  fi  fa  po- 
fitiva  ;  e  nelle  curvé' -pfinaa  feoriveíre  eíTa  diíFecenza  fe- 
conda  é  pofitiva  fino  al  punto  di  poi  fi  fa  negativa; 
ma  una  quantitá  qualimque  non  puó  da-  negativa  farfi 
pofitiva  ,  o  da  pofitiva  farfi  negativa ,  fe  non  paíTando 
per  lo  zero ,  o  per  linfinito ,  adunque  nel  pnntp  ii  di 
regreíTo  ,  o  di  fleíTo  contrario  deve  eíTere  ddy  =:  o  ,  o 
puré  ddy  —00  . 

Sia  tangente  della  curva  AEM  prima  concav<a  all' 
afTe  {Fig.  6^.)  nel  punto  D  la  retta  DT,  e  nel  pumo 
£  la  retta  EP\  creícendo  VaíTiíTa^B,  crefcera  ierapro 
iintercetta  A  T  fra  la.  tangente  ,  e  l'origine  delle-  aíTiire 
fino  a  tanto  ,  che  il  punto  B'  cada  in  Fí,  dopo  di' che 
nei  caío  del  fieíTo  .contrario  crefcerido  ancora ■'l'aíTiltal^  , 
calerá  elfa  intercctta,  adunqiie  nel  punto  di  fleíTo  con- 
traria iintercetta  J  Pzzydx  —  x  dovrá  eíTere  un  maíTi- 

dy  ■  ' 

mo  e  .per.6  differenziando,  ^-  pr^fa,  _  cofliante^  ^ 
dy  ■  dx  — ydxddy  —  dy  ^  dx  eguale  al  zero  ,  o  all' infinito  , 

cioé 


555  INSTITÜZIONI 
cioé  riducendo ,  dividendo  per  — ydfs ,  e  moltiplicando 
per-íí/'  -j  far, a  finalmente  dáy-o  ,  o  puré  ddymíc^-,  Nel 
cafo  5  cha -il  panto:  £  fia  di  regreíTo  ,  crefcendo  linter, 
cetta  AT,  creícera  puré  l'affiíTa  JB,  ñno  a  che  il  pun- 
to T  cada  in  P  ,  e  l'aífiíía  fara  AH,  oltre  il  qual  punto 
T  raffiíTa  andera  calando  ;  fará  adunque  A  H  un  maíTi- 
mo,  e  peró  la  fuá  diíferenza  eguale  al  zero  o  aU'  in- 
finito ,  ádunque  relativamente  a  tale  difFerenza.  fará  in- 
finita ,  o  zero  la-  differenza  di  A  P ,  e  pero  ddy  z=  oo, 
o  puré  ddy     o  ,  come  prima  . 

Se  la  curva  ( Fig.  (S^i)  fia  prima  conveíTa  all'  aíTe  3 
^  1'  Ínter  cetta  A  T  fará  '=  x  —  ydx  ,  e  la  difFerenza-. 

dxdy-  —  dxdy"- +~ydxddy  ,  o  fia  ydxddy  3  e  peró  dividen- 
.  dy^  .  dy' 

do  per  yd:K?,  e  moltiplicando  per  dy^,  fi  avrá  né  piú , 
merio  ddy  =  o,  o  pnre  ddy~  00, 
Nella  curva  DEM,  (Fig.  <S6,)  eíTendo  A  l'origine 
delie  aíEíre  ed  E  il  punto  del  fleíTo  contrario,  l'in- 
tercetta  ,AP  fará  =^H^-Hf,  raa  in  tale,  cafo  la  fot- 
totangente  HP  é  negativa,  vale  a  diré  — ydíí ,  adun- 

que  fará  AP~x—ydx  ,  onde  fi  vede ,  che  in  neíTun 

modo  ém  intercetta  A  P  potra  eíTere  x  -^ydx . 

■     '  dy 

pj.  Serve  la  ritrovata  formóla  per  le  curve ,  che^ 

ánno 
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ánno  !c  ordinate  parallele ,  cioe  che  fono  riferite  ad  un' 
aíTe  ,  o  diámetro ;  ma  ella  é  diverfa  nelle  curve  riferite 
al  fuoco . 

Sia  i  Fig.  (Í7.  ^8.  )  la  curva  ADE^  il  fuoco  j2,  da 
cui  partono  le  ordinate  QD  ,  e  üa,  Qd  infinitamentó 
proííima  alia  QD  ;  condotta  j^T*  nórmale  a  i^D,  e  Qt 
nórmale  a.  Qd ,  ii  tiri  DT  tangente  della  curva  nel 
punto  D,  e  (¿í)  tangente  nel  punto  d  ;  la  Qí  prpdotta  , 
fe  fa  biibgno,  incontrcrá  DT  nel  punto  o  .  Ora  é  chia- 
ro,  che  creícendo  le"  ordinate  ,  fe  la  curva  é  cóncava., 
verfo  il  fuoco  j^,  (  Fig.  (íj. )  fará  Qs  raaggiore  di  j^T; 
•ma  fe  la  curva  é  convcíTa  verfo  il  fuoco  (  Fig.  6B. ) 
íará  Qt  minoré  di  j^T" ;  adunque  nel  paífare  la  curva.* 
da  concava  ad  eífer  conveíla,  o  vicendevohuente,  cioe 
nel  punto  del  fleíTo  contrario  ,  e  regceíTo ,  la  quanritá 
(ót)  dovrá  faríl  da  pofuiva  negativa  ,  o  all*  oppoflo  ,  e 
pero  dovrá  paíTarc  per  lo  zero ,  o  per  1'  infla  i  to  . 

Sia  pertanto  QD-y,  DM:zdx  ,  e  col  centro  G 
■defcrivano  gli  archi  infinitellmi  DM ,  TH;  faranno  fi- 
mili  i  due  triangoli  dMD,  dQ_T,  ficcome  dQOfTHo^ 
e  pero  fará  dM^MOiidQ,  o  fia  DQ^'QT,  cioe  áy, 
dxr.y,  Q.'^—y¿£>       ^^^^  ^^^^^^  P"^2  i  ^ue  fettori 

dy 

DQM^  TQH;  quindi  QD  ,  DMixQT,  TH,  cioe 
y,  dx  Mydxy  TH  ~  dx^  ,  e  per  la  fiuiiliiudine  de'  trian- 

dy  dy  . 

Tom.  IL  R  goli 


55?  INSTITUZIONÍ 

goli  dQ^o  ,  THo  ,  fara  dQ  (  o  fia  DQ)  ,  Qo  (o  fia^ 

!^T)  :'.TH,  Ho  ;  cioé  y  ,  ydx  '.:_dx' ,  Boz^dx'  ;  mg 

dy'     dy  dy^ 
Ht  (  Fíg.  67,  )  é  la  diffcrenza  di  Qt y  cioc  Hí  = 
dxdy' —  ydxddy  ,  (  prefa  per  coílame  ¿i.»  )  adunque-. 

ro:z?H4-HQ  ^i:tfiiy+- ,  che  deve  eíTere 

dy'- 

eguale  al  zero  ,  o  all' infinito  ,  e  per6  anche  moltipli- 
cando  per  ¿/y*,  e  dividendo  per  dx  ,  fará  dy^-^yddy  +. 
dx"-  eguale  al  zero  ,  o  all' infinito  . 

X  Nella  Fig.  <?8.  la  (of )  viene  ad  eíTer  negativa,  e  per6 
~~~dxdy^  +-ydxddy  —  dx' ^  onde  dividendo  per  —dx, 

e  moltiplicando  per  fará  dx^'-^dy^ — yddy  egnale 

al  zero  j  o  all*  infinito  . 

Se  per  tanto  una  curva  qualunque  riferita  al  fuoco 
Q,  9  (  Fig.  6^.  )  le  di  cui  ordinate  Q_B~y,  e  gli  archet- 
ti  BC=  Ja"  ,  avera  un  fleíTo  contrario  ,  o  regreíTo,  la^ 
formóla  genérale  per  determinarlo  fará  dy^ -t- dx^  — 
yddy  =  0,0  puré  dy^-i-dx-  —yddy  =  e»  . 

Se  fi  fupponga_y  infinita  ,  nella  formóla  dx^  +-  dy''  — 
yddy  faranno  nulli  i  prirai  due  termini  rifpetto  al  ter- 
70  ,  e  per6  fará  -^-yddy  eguale  al  zero  ,  o  all* infinito  , 
e  dividendo  per  — ,  averemo  ddy  ~  c  ,  o  ddy:^  w  , 

cioé 
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cjoé  la  formóla  del^  primo  cafo  dcUe  curve  riferite  al, 
diámetro  ,  come  appunto  deve  fuccedere;.  perché,.  fupT' 
jpoílz  y  infinita ,  le  ordinate  fono  tra  loro  parallele  . 

ptf.  Data  la  natura  della  curva,  per  mezzo  di  uti^ 
equazione  ,  e  fuppoíla  di>í  coClante  ,  differenziando  due 
yolte  ,  fe  I' equazione  é  algebraica  ;  una  fola  ,  fe  e  dif- 
ferenziale  del  primo  grado  ,  a  fine  di  avere  Íl  valore^ 
delía  ády  dato  per  d>! ,  quefto  paragonata  al  -zero  ,  indi 
all' infinito  ci  fornira  i  valor  i  delPaíTiíTa  se  ,  ai  quali  cor- 
rifponde  l'ordinata  j  ,  che  incontra  la'  curva  ne*  ■  putíti 
di  fleíTo  contrario  o  regreílb ,  íé  peró^^  poüi  tali  valori 
in  luogo  di  se  nelí' equazione  della  curva  ,  fi  abbia  Ia_, 
y  reaJe  j  che  fe  la  y  fara  immaginaria ,  o  involyerá 
contradizíone  ,  la  curva  non  avrá.  tali  punt'i  V'^"^^'^'^  ' 

517.    Per  diíHnguere  i  fleíTi  con  tra  rj  daí  regreíli 
giacché  il  método  ci  da  confuíamente  gl'uni  ,  e  gl'al- 
tri ,  baílerá  vedere  a  un  di  preíTo  l'andaraento  deUa_» 
curva  ,  e  queíío  ci  dará  il  lume  neceítario  per  determi- 
narli  . 

pS.  Un*  altra  forta  di  regreíTo  poíTono  avere  le-» 
curve  diverfa  da  queUa  ,  che  ora  fi  é  con íi derata  , 
ed  é  quando  la  curva  ritorna  indíetro  ^erfo  la  fuá' ori- 
gine rivolrando  la  fuá  concavitá  a  qnella  ííeíla  parEe_i  , 
a  cui  la  rivüTgeva  prima  del  regreíTo .  Dopo  aver  trat- 
tato  de'Raggr  Ofculatori,  daróalia  fine  del  fegueme  Ca- 

-Ra  po 
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po  la  formóla  genérale  anche  per  i  regreífi  di  queíla_ 

feconda  íortá  , 

E  S  E  M  P  I  O  I. 

pp,   Sia  (Fig.  yi. )  la  parábola  cubica  deU' equa-" 

?;ione  y  —  a  ^  y  —  laax  -f-  axK  ,  che  fi  é  vediito 
nell'Efempio  V.  del  Capo  antecedente  nura.  8i.  avere 
un  punto  d'incontro  .  Difierenziando  é  adunque_* 
dy  =  —       zaadx    2axd»í         e  difFerenziando  di  nuo- 

3  X  <í '  —  zaax  +■  axx  s 
vo  ,  prefa      colUnte  ,  fará 

p  X  i? '  —  2í5!flA?  +•  axx  5 
La  fuppofizione  di  ddy  ~o  ci  da  — ^aix^     o ,  il 
che  non  ferve  ;  fatta  adunque  la  füppofizione  di  ddy  =  oo , 

fará  p  X  íí*  —  2aax-i-axx  3  =  o  ,  cioé  ¿sá  —  zaAf  -í-j 
XX— o  ^  e  pero  x~a.  SoÜituito  ,  in  luogo  di  x  ,  que- 
üo  valore  nella  propofta  equazione  ,  fará  y  ~  a  ,  adun- 
que la  curva  á  un  fleíTo  contrario ,  o  regreíTo,  che  cor- 
rifponde  alia  affiíTa  x  ~a  ,  alia  quale  compete  i'ordina- 
ta  j/  =    ,  e  perché  ü  fa  altronde  ,  eíTere  puré  queílo 


un 


ANALITICHE  LIB,  U.  561 

ún  punto  d'incontro  ,  non  potvk  dunaus  eíTere  un  fleíTo 
contrario ,  nía  bensi  un  regreíTo . 

Sia  la  ñeffa  parábola  cubica  ,  ma  prefe  le  aíTiíTe-* 
ABzz  X  dal  vértice  J  ,  (  Fig,  70. )  e  BC  le  j  .  L'equa- 
zione  é  axx—y^,  e  difFerenziando  zaxdx  —  ^yydy,  e 
diíFerenziando  di  nuovo  ,    prefa  dx  co fiante  ,  ddy  = 

—  óydy^-^iadx"-  ;  ma  per  i'equazione  ,  fi  á  3^7  =: 

3Af  ^  aax  ,  e  per  la  prima  differenziazione  ,  áy  = 
%úxdx 

— ^          ,  adunqiie  fatte  le  foflituzioni ,  fará  ddy  = 

—  zadx  - 


La  fuppofídone  di  ddy  =  o  non  ferve  ;  la  fuppofi- 

zíone  di  ddy  =:  oo  ci  da  ^ aax  o  j  cíoé  =:  o  ,  i! 
qual  valore  loflituito  nell'equazione  rende  y  o  ^  adim* 
que  la  curva  á  un  regreíTo  ncl  vértice  A  . 

E  S  E  M  P  I  O  II 

100*  Sia  la  verfiera  DFM^  (  F^g-  7i- )  la  di  cui 
equazione  y     a      a  —  x  ^  AB  —      BF  zz  y^  AD::za. 

Diffe^ 
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DifTerenziando  ,  dy  =:  —      aadx       ,  e  di  nuovo  dif. 

2x  V  ax  —  XX 

ferenziando,  prefa¿ÍAf  coflante,  ddy —^a^dx'- — ^aaxdx* . 

 .  3 

¿[xV^ax  —  XX* 

La  fuppoíizione  di  ddy  =  o  ci  da  ^a'  —  ^^^x  zz  o , 
cioé  x-^a,  il  qual  valore  foftiíuito  nell'eqnazlone  del- 

4- 

la  curva  rende  y  zz  ai^  ^  y  onde  prefa  AB^-^  a  9  la.* 

ordínata  BF  zzai^     íncontrerá  la  curva  nel  punto  F, 

che  fará"  un  fleíTo  contrario  .  La  fuppofizione  di  ddyzii» 
  _? 

ci  da  4x  X  ax  —  XX  *  o  ,  cioé  at  =  o  ,  ed  a?  =  ,  il 
primo  valore  foílituito  nsU'  equazione  rende  y  =  00  , 
ií  fecondo  y~o\  ma né  l'uno,  né  1'  altro  cafo  porta^ 
fleíTo  conrrario  ,  e  porta  folo,  che  si  l'afintoto  AQ^^ 
come  la  tangente  nel  punto  0  é  paralkla  alie  or- 
díñate » 

E  S  E  M  P  I  O  IIL 

loi,  Sía  (  Fig,  72.  73.  ,  í  74.  )  la  Cicloide  delP  e- 
quazione  d%~aYdx-^  brdx  —  hxdx  niim.  47.  DifFeren- 

b  yirx  —  XX 


ziando 
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fiando  ^  fara  dd%  ^  arx  — arr — brr  X  i^  ''  * 

J          í  " 

Lafuppofizionedi  dáz~o  dól  arx^an  ^brr^o  , 
cioé     =  r  +■  ¿r .  Se     lia  maggiore  di  b  ,  ia  cicloide 

fará  l'allongata;  onde,  prefa  CE  dal  centro  cgaale  alia 
quarta  proporzionale  di  BF,  del  femicircolo,  e  del  rag- 
gio  ,  e  condona  l'ordinata  ED  ,  (  Fig.  73. )  incontrerá 
eíTa  la  curva  nel  punto  del  fleíTo  contrario  D  .  Se  fia^ 
a  minore  di  ,  (  Fig.  74. )  la  cicloide  fará  la  raccor- 
ciata  ;  ma  quando     <      la  a-  =  r-f-  ¿y  fará  maggiore 

di  2r  ,  cioé  maggiore  di  ^fí  ,  nel  quaí  cafo  le  ordina- 
te  fono  imm aginarle  ,  perché  non  vi  é  curva  al  di  fotto 
del  punto  adunque  U  curva  non  i  flefli  contrarj  , 
né  regreíTi  .  Se  fia  a~b  ,  la.  cicloide  fará  1' ordinaria--  , 
(  Fig.  72.  )  Q  peró  M—r-^  br^  zr  izA  B  ,  ed  ^  — B  F ,  il 

che  non  ci  da  fleíTo  contrario,  o  regreíTo  ;  ma  bens'i  ci 
fa  fapere  ,  che  la  tangente  in  F  fará  parallela  alie  aíTif- 
fe  ,  o  fia  ál  diámetro  AB  , 

^   i 

La  fuppofizione  di  ddz  =  00  ci  da  ¿  zrx  —  atx  ^  o , 
cioé  Af  =:  o  ,  ed  Ai  =  2r  .  II  valore  a?  =r  o  in  tutti  tre  i 
cafi  ci  da  la  tangente  nel  punto  J  parallela  alie  ordÍ- 
nate  .  íl  valore  »s  =  2r  nel  priaio     e  íecondo  cafo  ci 

da 
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da  la  tangente  nel  punto  F  itleíTa mente  parallela  alle>. 

ordinate ;  ma  nel  tcrzo  cafo  ci  da  una  contradiziono , 

poiché  eíTendo  l'equazione  dzzzdx    ir — foíHtuito  ia 

luogo  di  X  il  valore  2r  ,  fará  =  o  ,  ma  non  pu5  cíTe- 
ic  dz^o  ,  e  aífienie  ííis  =  oo  ,  adanque  tale  valore  a-, 
nulla  lave  in  qaefto  cafo . 


E  S  E  M  P  I  O  IV. 

I02.    Sia  la  Concoide  di  Nicomedc  di  fopra  con- 
íideraia  al  num.  85. ,  la  di  cui  equazione  é 
yy  zz  aaxx  —  x'^  -i-  zaabx  —  2bx '  —  bbxx  +•  aabb  ,   o  íia-i  ■ 


XX 


y  —  b-^  X  \/ aa  —  xx  ^  DifTerenziando  ,  fará 

¿y—  —  x^dx  —  aabdx  ,  c  di  nuevo  difieren  2:  lando  ,  pre- 
xx\^aa  —  XX 


fa  dx  coílante  ,  ddy  =  ^a''b  —  aax^  —  ^aabxx  Xd.x"-  , 


x^  X  <3a  —  XX  * 
A  riguardo  de'  tre  foliti  cafi ,  che  puo  avere  que- 
íla  curva,  comincio  dal  primo  quando  a  zz  b  .  {Fíg.^6,) 

Ció  poÜo ,  fara  ddy  =  za^  —  aax^  —  X  dx^ . 

 ¿ 

.  x^  X^^  —  * 

La 
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La  fuppofizione  di  ddy     o  ci  da  2¡3 '  —  aax '  — 
jíí'j^A:  =:  o  ,  cioé    '  ■^.  "^axx  — ^  23'  =  o  ,  e  rifolvendo 

i*equaz¡one  ,  x^^y^aa — ¿j,  íí= — y^aa-^a,  xzz — ai 
'  il  primo  valore  ci  da  rafTiíTa  GE:=:ie  —  \/"^a¿t  —  a,  a  cui 

compete  l'ordinata  E  M  —  y=z\y^aa  ^ lai^^aa —  $aa  , 

che  incontra  la  curva  nel  punto  M  del  flcíTo  contrario ; 
il  fecondo  valore  3  nulla  ferve  ,  perché  rende  1'equazio- 
ne  della  curva  immáginaria  ;  il  terzo  ci  da  un  regreíTo 
nel  punto  P  . 

Riguardo  agli  altri  due  caíi,la  fuppofizione  di  ddy=.o 
ci  da  zaab — —  ^Bxx  —  OyOfia.  x^+-^bxx — •laab  —  o. 
Per  avere  adunque  le  radici  di  queO:' equazione ,  pongo 
xx  —  bZi  luogo  alia  parábola  apoHoníana ,  e  fatta  la  Ibíli- 
tuzione  ,  nafce  il  fecondo  luego-  a?2; ^bz  —  laa  —  o, 
all'  iperbola . 

Fra  gli  afintoti  A  Q^,  J  D  ^  fatta  A  €■=:  la  ^  CN 
nórmale  =¿?,  JD  -z^b,  e  prefe  fuU' afintoto  a/áD  dal 
punto  D  le  ,  fi  defcriva  (  Fig.  75. ),  1'  iperbola  GNF 
del  rettangolo  coQante  ■zzzaa,  paíTerá  eíTa  per  lo  punto 
N ;  indi  alzata  D M  nórmale  alia  D  J ,  all'  aíTe  D  M, 
vértice  D  ,  parámetro  fi  defcriva  la  parábola  dell* 
equazione  xx~bz. 

Se  adunque  fi  aíTuma  b  maggíore  di  a  ,  poiché 
'AD  =  ih,  ACzzia,  faca  CD  maggiore  di  ¿,  ota  prefa 
Teíí«.  //.  5  nella 


i 
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nella  parábola  la  aíTiíTa  z-a  =  CN,  I'ordinata  fara  x  = 

i^'ab,  ma  fe  tíí  é  minore  di  b,  fará  anco  \^ab  minore.* 
di  bf  e  pei'ó  anco  minore  di  CD;  adunque  la  parábola 
tagliera  l'iperbola  tra  N ,  e  D  o  el  punto  ,  per  efem- 
pío ,  7 . 

Ció  poílo,  fe  fi  aíTuma  =  — íí,fará  nelIa  para- 
bola  z  ~  aa^e  nell'iperbola  z  —   laa   ,  ma  ^  é  mag-  . 

giore  di     taa   ,  dnnque  la  parábola  taglia  l'iperbola^ 

■~  a  -i-  jé 

nel  punto  I  tale  j,  che  fará  HIzz-^x  minore  di 
petó  quefla  aíTiíTa  averá  nella  concoide  ( Fig,  58. )  la  or- 
dinata  reale  ,  che  ci  determina  ií  fleíTo  contrario  nel 
punto  ,  per  efempio  N  ,  del  ramo  inferiore  KN.  La, 
GM  condotta  dal  punto  G,  altra  interfecazione  della  pa- 
rábola ,  e  dell'iperbola,  fará  neGeíTariamente  maggiore  di 
a  j  e  pero  a  tale  aíTiíTa  non  corrifponde  nella  concoide 
ordinata  alcuna  reale,  onde  quello  valore  a  nulla  ferve. 
Finalmente  il  terzo  valore  TF  ci  .dará  l'aíTiíTa ,  a  cui 
compete  l'ordinata  nel  ramo  fuperiore  ,  che  incomra  la 
curva  nel  fleíTo  contrario  Af . 

Sia  b  minore  di  a  ,  fará  (Fig.'jó.)  CD  minore  di 
b,  c  prefa  nella  parábola  la  z  =  a  —  CN,  l'ordinata  fará 

—  yab,  cioé  maggiore  di  b,  e  peró  maggiore  di  CD, 
adunque  la  parábola  paíferá  tra  N,  e  C,  quindi  o  non 
tagliera  eíTa  l'iperbola  ,  e  i  due  valori  negativa  della  x 

nell* 
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nell*  equazlone  a?'  +-  ^bxx  ■—  laab  z^  o  faranno  immagi- 
narj;  o  fe  la  taglia,  faranno  eíTi  fempre -niaggiori  día, 
ai  quall  nella  concoide  (Fig.  57.)  cornfpondono  ordina- 
te  immaginarie ,  e  pero  a  nulla  fervono  .  Taglierá  per  ó 
h  parábola  certamente  hipérbola  dalla  parte  de'  pofiti- 
vi  nel  punto  ,  per  efempio  F  ;  qnindi  la  TF,  che  é 
minore  di  íj  ,  fará  il  valore  delta  x  ,  a  cu  i  corrifponde 
l'ordinata  nel  ramo  JM  della  concoide  ,  che  l'incontra 
nel  punto  del  fleíTo  contrario  M . 

Diífi  ,  che  fe  la  parábola  taglia  Piperbola  tra  N, 
ed  O  5  i  due  valori  negativi  della  x  faranno  maggiori 
di  a  ;  imperciocché  ,  prefa  a?  =:  —  a  nella  parábola.. 
fará  z~aa,  e  neiriperbola  z.  =z  2aa  ,  raa  í3¡3  é  minore 

di  2aa  i  dünque  fino  a  tanto  ,  che  x  negativa  non  fía 

maggiore  di  a ,  la  parábola  non  taglierá  Tiperbola^  > 
dunque  la  taglierá  in  un  punto,  in  cui  eíTa  x  fará  mag- 
giore  di  a  .  Prefa  x  pofitiva  =  a  ,  fará  nella  parábola-, 
z       5,  e  nell'  iperbola  z  =  2aa  ;  ma.aae  maggiore  di 

iaa  >  dunque  la  parábola  taglierá  Tiperbola  in  uii— 
jé  4- « 

punto  F  tale ,  che  fará  TF  minore  di  a  . 

^  X 

LafupporizionedÍ£Íij(/~oo  cidá^r^X^^ — xx'^zzo^ 
cioé  xzzo^  Qd  xzzt:a    vale  a  diré ,  che  l'aiintoto  , 

S  2  e 
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e  la  tangente  in  A  fono  parallele  alie  ordinate  ih  tutti 
tre  i  cafi ,  ficcome  la  tangente  in  K  nel  fecondo ,  e 
terzo  cafo  j  e  nel  primo ,  che  in  P  vi  é  un  punto  d'in- 
contro  (  come  appunto  portano  i  regreflí )  per  eíTerci 
ílato  foinminiílrato  lo  lleíTo  valore  x  ~  —  a  anche  dalla 
íbppofizione  di  ddy~o\  il  quale  punto  d'incontro  fi  é 
trovato  puré  al  num.  85. 

105.  In  altro  modo  .  Prendo  la  fleíTa  Curva  Con- 
coide 3  ma  con  le  ordinate  tutte,  che  partano  da  un  pun- 
to fiílo ,  cíoé  dal  polo  P  . 

Sia  adunque  P  M~ y  ,  (  Fig.  5Í.  57. ,  e  58.  )  e  con- 
dotta  PF  infinitamente  proílima  a  PM^  e  col  centro 
P  defcritti  gl'  archetti  ME  ,  DH  ,  fia  MB  ■=.  dx , 
AG—ay  GP  —  h,  e  chiamata  PD  =  s  ,  HO  =  dz  , 
per  la  proprietá  della  curva,  fara  l'equazione 
cioé  y  =.  z  -h-  a  rifpetto  alia  curva  fuperiore  al  di  fopra 
dell'aíintoto  GR,  Gdy~z  — a  rifpetto  alia  curva  in- 
feriore  .  DifFerenziarido  adunque  nell'uno,  e  nell*  altro 
cafo  ,  fará  dy  =  dz.  Per  la  íimilitudine  de'  iriangoli 
PGD,  DHO  (giacché  gl'angoli  GDP  ,  DOH  non 
difFerifcono  ,  fe  non  per  l'angolo  infiniteíimo  DPH, 
e  gl'angoli  H ,  G  fono  retti )  fi  averá  PG^GD-.zDH, 

HO ; cioé h ,  1/ zz—bb :  :zdx ,dz,G pero  dz  ~  zdx \^  zz—bb, 

y  Ty 

ma 
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ma  dz^dy  ,  dunque  dy  =  zdx  Vzz — hh  ;  e  difieren- 
ziando ,  prefa  dx  coíhnte  , 

ddy  —  %by%%  —  b^y  —      +-¿'z  X  dxdz  ,  mettendo  d% 

hhyy  V  z%  —  bh 
in  luogo  di  dy ,  e  pofto  il  valore  di  d%  ,  avererao 

ády  =  2yz^ — bbyz  —  z'^-f-hbzz  X  dx"-  ,  e  finalmente^ 

Bby" 

furrogato  il  valore  di  y  ■=:%  i:  a ,  fara 
ddy  —  z*¿z  2az^-:izabbz  X  díí^  . 

La  formóla  delle  curve  riferite  al  fuoco  íi  c  vedu- 
to  3  eíTere  dx"-  +-  dy'- — yddy  ~o  ,  o  pure=  00  ;  adunque, 
pofli  i  valori  di  y  ¡  di  dy  ,  &  ái  ddy  ,  fara 

aabb  —  ^abbz  i;:  2az^  X      '  =  0,0  puré  =  oo  .  La  fup- 

  z 

bb  X2.±a 

pofizione  dclla  formóla  eguale  al  zero  ci  da  alb.±:  -^bbz 
4:  22;'  =  o  . 

Sia  in  primo  luogo  =  & ,  e  fi  voglia  confiderare 
il  ramo  fuperiorcj  fara     —  3¿ííí2  — ¿3' r;  o  ,  ed  i  tre 

yalori  di  ¡s  fono  zzz  —  a  y  zzza —  V^^aa  ,  z  =  ¿?  +-  w'^aa^ 

■        l     ~  l 

.         .  ma 
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ma  b  y  pz  -i-  a,  dunque  fara  y  =  o  ,  y=.  3¿?-f-  \^%aa.^ 

=  3¿r  —    3     .  II  terzo  valore  a  nuUa  ferve  ,  perché 

ci  da  l'ordinata  y  minore  di  %a  ,  dove  non  é  curva».  ¡ 
il  fecondo  ci  da  la  ordinata  y  ,  che  inconrra  la  curva., 
nel  punto  del  ñeíTo  contrario  ,  per  eferapio  Af;  il  pri- 
mo ci  viene  fomminiflrato  anco  confiderando  il  ramo 
inferió  re  ,  e  determina  il  punto  P  di  re  gr  eíTo  ,  ed  ui_ 
fatti  rifpetto  al  ramo  interiore  fará     —  ^gaz-h  r: 

cioé  i  tre  vaíori  z  =   ,  z  =  —  a  +:  i^^aa  ;  ma  in  que- 

fio  cafo  y  —  z  —  a  ^  dunque  averemo  j  =  o  ,  yzi 
—  la  i:  \/'i^aa ;  i.  due  ultimi  valori  a  nulla  fervono  ,  che 

ci  danno  y  negativa ,  dove  non  é  curva  . 

Riguardo  agli  altri  due  cafi  (  Vig,  57.  58. )  fará 
— -¡¡blz^  ahh:=^o  .  Per  avere  le  radici  di  quefia.* 

equazione,  pongo  %%         luogo  alia  parábola  apoUonia- 

na  5  e  fatta  la  fonituzione  ,  nafce  il  fecondo  luogo  all* 
iperbola  ^%  —  5^2;  =  ±  ah^  cioé  pofitivo  I'omogeneo  di 
coníparazione  rifpetto  al  ramo  fuperiore,  e  negativo  rif- 
petto all*  inferiere  .  Fra  gíi  afimoti  P M N  normaíi 
in  A  y  fi  defcrivano  le  oppoííe  iperbole  ( Fig.  77. )  ne- 
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gH  angoli  PAN,  MAQ,  fe  l'omogeneo  di  comparazio- 
ne  é  pofitivo,  e  negli  angoli  PAM,  NAQ,  fe  é  ne- 
gativo ;  e  fuppofra  b  maggiore  di  a,  fia  AB^b^  BC  —  ax 
paíleranno  l'iperbole  per  i  punti  C;  e  prefa  AM  —  '^h^ 
dal  punto  M  full'kfintoto  MN  íleno  le  p  ,  indi  al  ver- 
tice  Af,  aíTe  MN ,  paiaraetro  b  fi  defcriva  la  parábola 

EMD  dell'equazione  zz~bp  .  Poiché  pvQÍIa,  p~Mb:z2b, 

la  ordinata  nella  parábola  é  z  :=  &  maggiore  di  í3  ,  cioa 
di  {be)  ^  paíTera  effa  parábola  al  di  fuorí  de'  punti  C, 
c  tagíicrá  l'iperbole  DC,  CT"  ne'  punti  O  ,  T ,  l,  da' 
quali  condoíte- parallele  alPafintoío  QP  le  rettc  DH, 
TF",  jo  ,  faranno  eíTe  le  tre  radici  della  z  nell'equa- 
zione  z^  —  $bbz  —  abb  zzo  ,  cÍoé  rifpetto  al  ramo  fupe- 

rioro  della  concoide  ;  ma  yzz  z  -i-  a,  aunque  DH-na 
fará  la  ordinata  y  ,  che  incontra  la  curva  nel  fíeíTo  con- 
trario,  per  efempio  M,  {Fig.  58.)  L'altre  due  radici 
FT  ,01a.  nulla  fervono  ,  perché  eíTendo  negaiive ,  ad  ' 
FT  aggiunta  a  ,  la  diííerenza  ,  cioé  y  fará  negátiva_j  , 
t  ad  OI  aggiunta  a  ,  la  difFerenza  fará  poíiriva  ¡  m a  mi- 
nore di  ai  tá  alia  y  negativa ,  o  minore  di  a  non  cor- 
rifponde  in  queflo  cafo  curva  .  Rifpetto  al  ramo  inferie- 
re della  concoide,  cioé  nell'equazione  2' — ^hb%+'ñhb~o 

le  tre  radici  faranno  OG,  FK,  HÉ,  ma  fe  dalla  pri- 
ma. 
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ma  ,  e  dalia  terza  fi  fottragga  a  per  avere  la  ,  la_ 
diíFerenza  fará  neguiva  ,  cioé  y  negativa ,  a  cüi  non^ 
corrifponde  curva,  e  pero 'a  nulla  fervono  ;  fe  dalla,, 
feconda  VK.  fi  fottragga  ¿7,  la  differenza  LK  fará  la  or- 
dinata  y  ,  che  incontra  la  curva  nel  fleíTo  contrario ,  per 
efempio  ,  N . 

Suppoña  h  minore  di  ,  la  parábola  paíTerá  tra  i 
punti  ¡:,  C  deli'iperbole  GrK,  ICT ^  e  peio  i  due  va- 
lori  negatlvi  di  z  deU'eqnazione  %^ —  %lh% —  ¿ibb  zz  o  , 

aggiungendo  \^  a,  daranno  y  minore  di  a  ,  a  cui  non 
corrifponde  curva  ;  il  terzo  ,  aggitinta  la  a  ,  dará  la  y  , 
che  incontrerá  la  curva  nel  fleíTo  contrario  ,  per  efem- 
pio ,  Af  (  Pig'  57- )  • 

Rifpetto  al  ramo  inferiore  ,  cioé  all'  equazione_.' 
2;3  —  7^})h%4-  abb  —  o  j  dalle  due  radici  poíitive,  che  fono 

minori  di  fouratta  a,  e  fottratta  pare  dalla  radice  nega- 
tiva, averemo  femprej  negativa  maggiore  di  PK,  a  cui 
non  corrifponde  curva,  e  pero  il  ramo  inferiere  della  con- 
coide quando  h  é  minore  di  a  ^  non  á  né  fleíTi  contrarj , 
né  regreíTi  . 

La  fuppofizione  della  formóla  =:  co  ci  dá  in  tutti  tre 
i  cafi  z  = +:  fl,  e  perójy  =  o;  nella  Fig,  58.  a  nulla  ferve  il 
valore  y-o^  perché  non  é  in  curva  ;  nelle  Fig.  ^6,  57. 

ci 
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cir  da  h  tangente  in  P ,  che  é  aiTíenie  puqto  di  regreíTo 
sella  Fíg.      j  ma  non  gi^.  nella  Fíg,  57» 


E  S  E  M  P  I  O  V. 

c 

104.  §fa  ii  circolo  A  E  D  defcritto  col  centro  B 
CFíg.  78.)»  e  fia  una  curva  AFK  tale ,  cfie  condotto  uq 
^ualunque  raggio  jSFE,  fia  fempre  il  quadrato  FE  eguaí^ 
le  al  rettangolo  del  cornfpondenie  arco  ^  £  in'  tnkli 
data  retta  h  ,  é  fi  vOglia  il  flcíTo  contrario  deUa  curvá-i 
AFK. 

Si  chiami  l'arco  AE=Zi  B A-=.BE~a  ,  B  F^y^ 
<d  FG  =  i:v,  fatta  Be  infinitamente  proífima  a  BE,  e 
defcritto  col  centro  B,  raggio  B  F  l'archetto  FGj  per 
la  natura  della-  curva  fará  H=aa  —  2ay  '-i'  yy,eiptrb  diñe- 
renziando,  ¿»¿ízz: — lady-t-  zydy,  onde  dz  =  zydy — 2ady~E  e . 

Ma  íier,,  i  fetií^ri  fimili  BEe ,  BFG  ¡  fará  BE\  BF:t 
Me»  FGi;.cioé  a   y  : :  aydy  —  2ady  '^  dx  ,  durique  dx  í= 

±yydy  —         ,  e  differenziando  ,  prefa  Jaí  coílanto  ; 

4yiy'  +.  ay^ííííy  —  zddy  r—  zayddy  =  o  ,  onde  yddy  =: 
—  zydy*  . 
3»  —  « 


^(Síw.  7/. 


NelU 
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Nella  formóla  genérale  delle  curve :  riferite  al  fuo- 
co  dx'-+'dy^ — jdiy-,  fi  'foíHtuifcano  i  valor  i  di  dx'- ,  e_* 
di  yddy  dati  per  dy ,  ed  averemo 

4y^dy^ — 2ay^dy''+-  ¿^aayydy- +■  aabbdy^  —  ady''  -h  ydy^  ^ 

cioé ,  riducendo  al  común  denominatore  , 

4y  5  —  \^ay''  Ar^i  zaav  ^  —  4.í?  '    4-  ^aabby  j—  za^hb  eguale 

...  ,.^,,,1^,  . -!~  auhb'Xy  —  £?■•■;  -5  ,-;r'í  í.í>  g  ,f '.8'*  .-S' * 
al  zero  o  all'  infinito  .  Goílruita  per.  tanto  requazione, 
una! delle  radici  cí  dará  il  valore  delfordinataj^-'s  ^^^^ 
incontra  la  cüjva  nel  punto  dd  fieíTo  i  contrariQ;  !í).-í  ••;.!) 

.  "5^  %  ^ 
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GAFO  V. 

Delle  EvolutC  i  e  de*  Raggi  Ofculatorí  l 

105.  Sla  la  Curva  BDF^Fig,  7p.)  inviluppata  dal  filo 
(ABDFy  cioé  cíTendo  il  filo  fííTo  nel  punto  imtnobileLj. 
F  per  un'  ertremitá  ,  s'  intenda  difiero  fopr a  la  curva-. 
BDF,  e  la  porzione  ^5  cada  fulla  tangente  AR  della 
curva  nel  punto  B  .,  Si  rauova  il  filo  per  l'eílremitá  A 
fviluppando  la  curva ,  ma  in  maniera ,  che  fia  fempre^ 
tefo  ,  ed  incapace  di  diílrazione  :  il  punto  A  defcriverá 
con  queflo  moto  la  curva  AHK, 

La  curva  BDF  ñ  chiama  l'evoluta  della  curva.* 
iáHK,  come  é.  íl:ato  detto  anche  di  fopra  al  nura.  i6.-¡ 
e  la  curva  ^HK  dicefi  U  generata  dallo  fvi.luppo  della 
BDF,  e  le  porzioni  AB,  HDy  KF  del  filo  fi  dico- 
no raggi  deli'evoluta ,  o  raggi  ofculatoFÍ  . 
..      106.    Poiché  la  lunghezza  del  filo  .^BDF  é  fem- 
pre  la  ftcíTa,  ne  viene,  che  la  difíerenza  de"  raggi  ofcut 
latori  AB,  HD  far¿  eguaie  alia  porzione  B D  della-, 
curva;  iiccome.  l'altra  porzione  DF  é  eguale  alia  diife- 
renza  de'  raggi  HD,  KF,  e.Ia.curm  intier^BPf  e^^^^ 
le  alia  d ifíerenza  de'  raggi  AB  y  K  f;  -  e  fe j  11  ragglo  A  B 
fofie  nullo  j  cioe    fe  il  punto  yí^w^adeíTe-  in:;;B  farebbe 
il  raggio  HD  eguale  alia  porzione  fiO,  éd  ií  raggio 
FK  a  tutta  la  curva  BDF. 

T  2  107. 


107,  Dalla  generazione  della  cmva,  JHK  per  lo 
fviluppo  del  filo  chiararnente  fi  vede  ,  che  ciafcun  rag- 
sio  HD,  KF  nelle  Aie  eítremitá  D  ,  F  tocca  I'evo= 
luta  BDF . 

108.  L'arco  HX  dellit  curva  AHK  íia  infinitefi- 
mo  5  fará  puré  infinitefimo  l'arco  D  F '  deíl' evoluta  ,  e 
poiché  ó  dimortrato  nel  corolkrio  4.'  del  primo  Teor. 
•Bum.í?. ,  che  un  qualunque  arche tro-  infinite fiiii o  di  cor- 
va á  le  flefle  proprietá  dell'arco  di  circolo;  e  nel  Teo- 
rema 4.  num.  15.  ,  che  pi'odotto  il  raggio  HD  ,  ficché 
mcontri  in     il  raggio  KF,  Ibno  SH,  SK  diverfe  tra 
Ibro  folo  per  una  quahciiá  ínfinlteíima  del  térzo  grado , 
íi  poíTono  dunque  prendere  per  eguali  SH,  SK;  Q  pe- 
ro fono  eíTe  perpendicolari  alia  curva  AHK  ne'  punti 
H,  K  .  Ma  le  due  HD,  HS  difíerifcono  tra  loro  delía 
D  5  infiniteíima  del  -primo  ordine  ^  ed'  é  H  B  'ñnizeu, 
dunque'  fi  potranno  aíTurtiere  per  eguali';  quindi  per  de- 
terminare un  qualunque  punto  D  nelia  curva  evoluta^; 
vale- sí- diré  5  per  determínare^ila  íunghezza  di  un  qua- 
lunque- raggio  ofcülatore  H  D ,  baflerá  ,  che  data  di  pú< 
fizíotíe  la  perpendicolare  H^S  dellá  curva  data  AHK^ 
{ il  che  fi  á  dal  método  delle  tangenti )  fi  determini  il 
punto  .Sj'-in-cui  eíla  fi  taglia  con  la  perpendicolare  in-^ 
finitámente  proflíma  K-5'.- Ció  faraíTi  nél  íegueete  raodó'l 

'-ropí  -'-Siá  i-n  primo-'luogo  la  cux'íf'^:B  j$'BS-fFígM\) 
riferita  agli' affi ;  i  due  archetti  infinítefimi  JB^  BE, 
la  perpendicolare  BQ,  e  l'alrra  F;^ ^  che  la inconrri  nei 

-  J  ricec- 
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rícercato  pLirifo  Q  ,  Chiamate  al  folito  DH  —  x^  HJ—y, 
c  condotte  AF,BG  parallele  a  D  e  la  corda  PA  BC^ 
che  incontri  ME  prodoua  i  a  C ,  e  condorta  l'altra  cor- 
da EBR  ;  e  col  centro  j3  ,  imervalU  BE,  BPy  defcritti 
gli  archetti  ES,  PO,  hvk  AFzzdx,  FBzzdy,  AB  =: 

ds  —  U^dx^  -h-  dy''  i  ma  per  lo  GoroUario  2,  del  Teorema 

5.  num.  15?.  fono  íimili  i  fettori  QBE  ^  BES;  dunque»* 

averemo  QB,  BE  ::  BE,  ES,  cioé  QB,  ds  ::  ds,  ES  , 

(chiamando  ds  l'elemento  della  curva)  e  peró  QBzz  ds''. 

_ 

Ora  poiché  l'archetto  PO  (i  puó  prendere  per  il  fu  o  fenb 
retto,  (Gorollario  i.  del  Teor.  3.  nurn.  5?.)  faranno  fimilL 
i  triangoli  RPO,  BEG,  é'peró  BE,  EG  ::  RP ,  P  O , 
cioé  ds  ,  dy  :i  KP  ,  P  O  ~  RP  dy  \  mz  fono  puré  fimili 

i  fettori  BPO,  BES,  e  peró  fará  ^  PO  BE,ES, 
cioé  yds  ,  RPdy  : :  áí,  ES  —  RPXdy~ ,  e  finalmente^ 

ííj)  ds  yds 

Q.  ^  —    y^^'     j  formóla  genérale  de*  raggi  oícuhtori  , 

in  cui  nuUa  alrro  riniane  da  faríi  ,  che  foílituire  il  va- 
lore delia  R P ,  differeiiza  della  DP  ~ ydx  —  x  ,  fecon- 

do  la  diverfa  ipotefi  della  fluíTione  prima ,  che  fi  pren- 
de per  coíliante  . 

Se  nelTuna  ñuíTione  prima  fi  aíTumá  per  coílante , 

.     ..  _3 

fara  RP  z:  ydydd>$  —  ydxddy ,  e  peró  QB:^  .  dx^^  dy""  '? 

dyddx  —  dlíd^ 
Se 
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Se  íi  aíTuma  coftante  Ja?,  fará  RPzi  -—ydxdiy  • 

 X  ■ 

e  peró  Q^B  -  dx^-hdy"-    *  ; 

—  dxddy 

Se  fi  aíTuma  coflante  dy,  hú  RP  ZLyddx ,  e  peró 

dy 

 ^  ■  1^ 

QB  zzdicU-Jy^^' 

dxddy  . 
Se  ii  aíTuma  coflante  ds ,  cÍoé  \^dx'  -h  dyU  fari 
dxddx  -H  dyddy  =  o  ,  e  —  ddy  =:  dxddx,  quindi  RP  = 

jy.'íáAíXl^M^^,  e  peró  Q^B  =  4y  o  puré 

dy^  ddx 

furrogato  il  valore  di  ddx ,  QB~dx  Wdx ^-i-  dy"-  •  Adun- 

• —  ddy 
 X 

que  nell'efpreíTione  di       =  íaí' +■  iy*  *  ,  in  cui  nef- 

dyddx  —  dxddy 
fuña  fíuffione  é  prefa  coftante ,  bafterá  cancellare  11  ter- 
mine  ddx  nella  fuppofizione  di  dx  cofiante  ;  cancellare 
il  termine  ddy  nella  fuppofizione  di  dy  cortante;  e  par- 
re in  luogo  di  —  ddy  il  valore  dxddx  nella  fuppoíizio- 

ne  di  ds  cortante  . 

lio.  Pao  la  curva  eflere  riferita  ad  un  diámetro, 
vale  a  diré  con  le  coordínate  ira  loro  in  angolo  ob- 

bli- 
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Miqno  .  Sia  DT'  rafTiíTa  =  T^K  ~d^,FA  l'ordÍnata_. 
zzy  ytáW  rimanente,  come  fopra.  Poiché  é  noto  l'an- 
golo  D  KB  ,  fará  noto  I'angolo  B  NF,  e  nota  la  ragio- 

de' latí  tra  loro  nel  triangolo  BNF¡  quindi  eíTendo 
NB  =  dy,  fara  data  N  F,  ed  FB  s  ed  in  confeguenza— 
JB,  o  fia  ds  .  Ma  il  vriangolo  RPO  é  fimile  al  trian- 
golo  ABF  i  poiché  gli  angoli  in  O,  ed  F  fono  retti,  e 
I'angolo  ORP  non  é  diverfo  dall'angoIo.F^fí ,  che  per 
I'angolo  infinitefimo  RBP  ;  adunque  faranno  date  RP  , 
PO,  ed  indi  ES,  e  finalmente  QB. 

iikr  Dalí*  eílremitá  del  raggio  ofculatore  BQ  íi 
tiri  QT  parallda  all'aíTe  D  Af,  che  incontra  in  T  l*or- 
dinata  B  J  prodocta,  la  retta  BT  chiamafi  Somfcul arri- 
ce,  o  Có-r¿iggio  *  Dato  il  raggio  ,  é  pare  iííefTa- 
Tneñte  fempre  dato  il  co-raggio  BT,  perché  dal  nieto- 
do  delle  tangenti  é  data  la  nórmale  Bm  della  curva--, 
e  pero  dalla  fuxiiÜtudine  de*  triangoll  Bmí,  ÜQT  iará 
data  BT. 

Ma  fe  ü  voglla  l'efprelTione  del  co-raggio  indepen- 
dentemente  dal  raggio,  fi  chiaoii  BT~z  .  11  triangolo 
Bt<2  e  finaile  al  triangolo  BGC,  o  fia  BAF ,  perché 
eíTendo  retti  i  due  angoli  TBG,  QBC,  tolto  il  coma- 
n?  .í>BiG,  rimarranno  eguaii  TBQ,  CBG,  e  fono  retti 
T, e     adunque  fara  dx ,dsi'.  z,  B Q-  zds  =  z \^á,x  . 

Ma  per  lo  Teorema  4.  nu.m.  i^.^  BQ  é  eguale  ad  EQ^ 
perché  non  differifcono  tra  di  loto,  fe  non  per  un.'L^ 

quan- 
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quantitá  infinitefitna  del  terzo  grado,  adunque  fará  nul- 
la  la  differenza  d\  QB,  e  peró  difíerenziando  ,  fenza-, 
aíTumere  fluífione  cortante  , 

dxdz X ía?  ^  -K  4y  *  -f-  záftf  ddx 4-  zdxdyddy — z ddx Xdx'^-^dy'-  -  ¿ 

áAf  V  ¿í^  *    íí/ * 
ma  ííz  =  ííy,  perche  é  la  íleíTa  la  diffei'enza  di  TB,  e 

di  IB;  dunque  z  =  áíf X * 4- ííj» ^      BT,  formóla  del 

dyddx  —  dxddy 
co  -  raggio  j  in  cu  i  tieíTuna  ñuíEone  é  (lata  aíTunta  co- 
lante .  Se  fia  dx  cofiante  ,  il  termine  dyddx  fará  nuUo, 
e  pero  la  formóla  in  queiía  fQppofizione  iitk  dx^'-h  dy'-  :=>Bt 


Se  fia  coííanrc  dy  ^  fará  nuUo  il  termine  — dxddy ,  e_. 

peró  la  formolainquertafuppofizionefará  dx  X  dx^  +■    '  =:Bf, 

dyddx 

Se  fia  coftanteMementodella curva,  fara  — ddy  —  dxddx , 
e  pero  la  formóla  in  queíU  fuppofizione  fará  dxdy  =  B  T", 

ddx 

furrogato  11  valore  di  ddy  ;  o  puré   Jx^  z=.  BT  ,  fur- 

rogato  il  valore  á\  ddx . 

Dato  il  co-raggio ,  per  la  fimilitudine  de'  triangoíí 
BmJ  y  BQT,  fará  finíilmente  dato  il  raggio  QB  . 

ji-2.  Se  ,le  coordínate  faranno  tra-loro  in  angolo 
obbliquo  *5  nell'  analogía  dx  ,  ííí  :  í'Z  y -Bi?  in  lüogo 

'  deílg 
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delle  ¿Ía»  ,  e  j  baííera  porre  í  rifpetcivi  valori ,  che 
in  quefto  cafo  convengono  alie  AF\,  AB  ,  e  fare  il  ri- 
manente ,  come  fopra  ,  e  íi  averá  la  formóla  del  co  • 
raggio  BT  nel  cafo ,  che  le  coordínate  fieno  in  angolo 
obbliquo  . 

113.  In  diverfe  altre  maniere  fi  pu6  avere  la  ttef- 
fa  formóla  del  raggio  ofcuUtore .  Gol  centro  ^ ,  inter- 
vúXo  Q^m  C\  defcriva  l'archetto  (?»»).  AíTamendo  l'ar- 
chetto  infinitefimo  {tnn)  per  la  tangente  in  w,  faranno  fi- 
mili  i  due  triangoli  BCG  ,  {mnq)  ,  e  pero  BC,  BG:: 

(mq) ,  (mn)  ;  cioé  dx^  +-  dy^  ,  dx (mq)  ,  {mn)  :=. 
jmq)  X  d.ü  ,  ma  (w^)  é  la  diíFerenza  di  Dm  ,  cioé  del- 

^áx'--^dy^ 

la  fotronormale  Im  con  I'aíTiíTa  D/,  o.fia  DH,  cioé  di 
x^yd^'y  adunqne  differenzianJo  nell*  ípotefi  di  nelíuna 

dx 

fluíTione  collante  ,  fará 

{mq)  —  dx^     ydxddy  +■  dxdy'' — ydyddx  ,  adunque_, 

dx' 

{mn)       dx^    ydxddy  -h  dxdy^ — ydyddx  ,  ma  per  i  fét- 

dx  y/' dx-  -h  dy  •  ■ 

tori  firaili  (¿mn  ,  QBE,  fará  BE—  imn)^  BKxx^Bm 

(  V  i^dx'-^áy^ )  i  Q.^  , 

cioé  foflituiti  i  valori  analitici . 

dx 

  1 

jQB  =  dx'^-^dy^  ^  ,  la  qual  formóla  modificata  fecondo 

dyddx  —  dxddy 

Tom,  IL  y  la 


,  irsTiTüzioNr^ 

h  fuppDfizione  di  una  fluflione  coflianté  ci  dará  l' efp  reC.» 
fione  del  raggio  j^B  ,  che  a  tale  fuppofizione  cor- 
rifponde . 

1 14.  In  al  tro  modo  ancora  . 

Si  producá  E  M  in  t ,  BG  in  L,  Poiche  ii  irian- 
golo  EGL  h  firaile  al  triangolo  BIm  ^  eíTendo  gl'ango- 
li  GELylBm  diverfi  fra  loro  del  folo  angolo  infiniteS'í 
fimo  BCIE  ,  fará  GL  =  dy%  e  pero  BL  =  dx^^dy^  jf 

ma  fi  é  veduto,  eíTere  (mq)=:dx  *  -f-  ydaidy-^  dxdy  ^  — ydyddx, 

dx^ 

ed  i  triangoli  fimili  QBL,  Q_mq  ci  dannoBL — (kj^), 
BL',:Bm,  BQ;  dunque  fotíituití  i  valori   analitici  , 

 j 

averemo  BQ  —   dx'--i~dy^  . 

dyddx — 'dxddy 

115.  Prendaníi  ora  le  curve  riferite  al  fuoco  :  e 
pér6  fia  (  Fig.  Si.)  la  curva  BEG  ,  il  fuoco  A;  e  prc- 
fi  due  archetti  infinitefimi  BE  ,  EG ,  e  condotte  le  or- 
dinate  JB,  AE  ,  AG  ,  col  centro  A  fi  defcrivano 
gl' archetti  BC ,  EF,  ed  alie  corde  GE  ,  EB  prodotte 
fieno  perpendicolari  AI ,  AD  y  e  finalmente  la  cordi-. 
DE  prodotta  incontri  in  L  1*  ordinata  AG  ,  e  col  cen- 
tró^ E'fi.defcriva  l'archetto  GR.  Sia  AB:zy,CE  =  dy, 
BCzzdx  ,  ADzip.  Col  centro  A  defcritto  Tarchetto 
Z3H,  fara  Hl—dp^  ma  HM  é  quantitá  infinitefima:^ 

del 
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del  fecondo  grado;  (  Teor.  5.  num.  8.  )  dunque  íi 
potranno  prendere  per  eguali  Hí,  IM^  e  pero  fará 
MI  =z  dp  .  ha.  fimilitudine  de'  triangoU  EBCy  EAB 
cí  ák  ED  ~yd^~EI,  per  eíTer  diverfa  folo  p§r  un* 

infinitefiíno  ,  ed  aíTumendo  l'archetto  GR  per  la  fuá- 
tangente  ,  fono  fimili  i  triangoli  EIM  ,  EGR  , 
quindi  GR  =  dpds^;  ma  condotte  EQ  ,  Q^G  normali 

alia  curva  ne'  punti  K,  G  ,  fono  fimili  i  fettori  QEG  , 
EGR,  dunque  ¿2 E  =ydy.  I  triangoli  fimili  EBC^EAD 

ci  danno  ^  —ydx^  =  ^íaí  ;  e  peró  difTerenziando  „ 
fenza  prendere  cortante  alcuna  , 

áp  =  yddx  -H  ¿¿yjy  X     '    ¿^v  ^  —  dxddx  ~~  dyddy  X  yd»t  ^ 

dx^-'^dy'-  *' 

cioé  dp  —  fjjf^iv  -hydy^ddx    áAr¿í|/ '  —  ydxdyddy  ,  onde-* 

  i 

foflituito  queílo  valore  in  luogo  di  dp  nell'  efpreffione». 

 X 

<li  jQfi,  faiá  jQEr:  X  ¿j^"     ¿y*  ,  for- 

dx '  -i-ydyddx  +-  ¿«"¿¿jí  *  — ydxddy 
mola  genérale  del  raggio  ofculaiore  per  le  curve  rife- 

V  2  rite 
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rite  al  fuoco ,  prefa  Beffuna  fíuíBone  coílante ; 

Se  íi  voglia  cortante  dx ,  prcfo  U  valore  di  dp  ia 
quefla  ipotefi  ,  e  foílituito  ;  o  pute  fenz*  alteo  caticella- 
to  nella  formóla  genérale  il  termine  ydyddx  ,  fará  i 
 ,  j 

dx  ^  +■  dxdy  ^  — ydxddy  ' 
Se  fi  yoglia  cortante  dy  ,  cancellato  nella  forraolaj 
genérale  il  termine  — ydxddy ,  fará 

  ¿ 

QEz=      y  Xd»^-^dy^  ^  . 

dx^  +  dxdy^ -^ydyddx   

■  E  finalmente  prefa  per  cortante  ds  ,  cioé  i^dx^+-  dy"-, 
averemo  ddx  =■  —  dyddy  ,  c  furrogato  in  luogo  di  ddx 

querto  valore  nella  formóla  genérale  ,  fará 
QE  z=.ydx  \ydx'-  +■  ájvS  o  puré  furrogato  il  valore  di  ddy, 
dx^ — yddy 

QE=  ydy  \^dx^-h  dy"-  

dxdy  -i- y  ddx 

116.  Se  in  ciafcheduna  di  querte  formóle  fí  fup- 
porrá  la  y  infinita ,  fvaniranno  tuiti  que'  termini  ,  ne* 
quali  eíTa  non  fi  ritrova  ,  e  le  formóle  faranno  le  fleíTe 
delle  ritrovate  per  le  curve  riferite  agli  aflí  ,  il  che-, 
deve  appunto  fuccedere ,  poiché  fe  la  jf  c  in"finita  ,  il 
punto  A  fará  infinitamente  lontano,  e  pero  parallele  le 
ordinate  .  117. 
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117.  In  altra  maniera  .  Ail'  archetto  EG  infinitefí- 
mo  fia  tangente  £  R  nel  pumo  E ,  {Fig-  Bt-  )  e  fieno 
QEt  QG  due  raggi  ofculatori ,  e  fi  producá  j^G  in 
Dal  f Lloco  jí  fi  tiri'  AN  nórmale  a  QG  ,  ed  nór- 
male a  QEf  e  fia  EK=:f,  fará  KMzzdí.  Poichc  il  trian» 
golo  Jl KM  e  ñmih  al  triangolo  QNM^  e  queílo  é  ñ- 
mile  al  mangólo  QER  ,  fará  QE,  ER  ^K,  KM, 
cioé  QE,  ER::  ^AK^dt;  ma  per  i  tciangoli  ELC,  o 
fia  EGC^EAK  fimiii^  é  AK=^ydy,  ed  E  H  fi  puó  af- 

fumere  per  EG,  dunque  ÍsíúQE,  dsr.ydy  ,  áí,  e  peró 

...    .  "  ■ 

j^E  =  jfdi)' ,  ma  E  K  =:  í  =  ydx ,  dunque  fatto  il  rimanen- 

te  ,  come  foprá  ,  cioé  pfefo  diíferenzíando  il  va- 
lore di  ¿ifí  ,  e  foflituito  neU'  efpreífione  di  QE,  Ci  ave- 
ranrjo  le  fleíTe  formóle  . 

iiS.  Fatta^P  nórmale  ad  EA  prodotta  in  P,  Ik- 
lanno  fimili  i  triangoli  EAK,  EQP,  e  peró  EA,  EK:: 
EQt  EP's  ma  fí'  é  veduto  ,  eíTere       ^ydy  ,  dunqtísS 

IT 

y,  t:%  ydv,  EP  =  tdy  i  e  furrogato  in  luogo  di  t  il,  va- 

dt  dt 

lorc  ydx ,  ed  in  luogo  di  dt  il  difFef  enziale 

dx  '-dy  -^ydy^ddx     dxdy  ^  — ydxdyddy  ,  fenza  aíTumere^ 

^  áx^-^-dy'  * 

flüf- 
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fluífione  coílante  ,  fará  EP  zz 

.  .  .   y.dxds^  ydí^ ^  -h  ydxdy  *  , 

áA?<¿j  -  -h  ydyddx  —ydxddy  dss '  +■  dxdy '  +■  ydyddx  —ydxddy 
formóla  genérale  del  co-raggio,  in  cui  neCfuna  fluf- 
íione  é  prefa  coflantc  ,  dalla  quale  modificata  íi  rica- 
vano  le  altre  ,  che  alie  fappofizioni  di  differenzUIe  co- 
ííante  coriifpondono ,  e  ie  in  quefle  ifi  fupporrá  la  _y 
infinita  ,  cioé  ,  fe  fi  caneelleranno  que*  terraini ,  ne* 
quali  eíTa  non  trovaü  ,  fi  averanno  le  íleíTe  formóle , 
che  fi  fono  ritrovate  pei:  le  curve  riferite  agl'aíTi . 
'  '  irp.  -Poiché  ,  qiiálunque  fiafi  la  curva  ^  fi  ritrova 
una  fola  efprefíione  del  raggio  ofculatore,  e  del  co-raggio 
SI  nelle  curve  riferite  agl'aflS  ,  come  in  quélle  riferite  al 
fuoco  ,  ne  viene  che -qualunque  curva  non  potra  avere, 
che  una  fola  evoluta  . 

I20.  Data  adunque  ,  per  meüzo  di  un*  equazione 
qualunque  ,  la  curva ,  di  cui  fi  vuele  il  raggio  ofcula- 
tore 5  o  co '  raggio  ;  converrá  differenziare  1*  equazione 
a  fine  di  avcre  i  valori  di  dy,  dy^  ddy  dati  per  dx^o  ái 
dx  ec.  dati  per  ,  e  foííituirn  nelle  ritrovate  formóle, 
-con  che  fi  avera  l'efpFeífione  in  termini  finiti ,  e  afFat- 
to  liberi  dai  dífierenziali,  del  raggio  ofculatore,  o  cot 
raggio  della  propofta  curva  . 

iií.   Se  il  valore  del  raggio  ofculatore ,  o  del  co- 
raggio  fará  pofitivo ,  dovranno  eífi  prenderii  dalla  par- 
te 
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te  delI'aíTe  DM,  (  Fig.  80. )  odel  fuoco  A{Fig.  81.),  co- 
me ó  fin' ora  fuppoíío  ,  c  la  curva  fará  concava  a-. 
queíl'aíTe  ,  o  fLioco  ;  ma  fe  fará  negativo,  dovranno 
eíTi  prende ríl  dalla  parte  oppoíía  ,  ed  in  quefio-  cafo  la 
curva  íará  conveíTa .  Da  ció  ne  fegue ,  che  nei  punto 
del  fleíTo  contrario  ,  o  regreíTo  ,  fe  ía  curva  ne  á  ,  il 
co-faggio  dovrÉi  farfi  da  pofitivo  negativo ,  e  due  rag- 
gi  ofculatiDn  infinitamente  proffimi  dall'eíTere  conver- 
genti  paíTeranno  ad  eíTere  divergenti .  Ma  ci6  non  pu6 
cíTere,  fe  effi  non  dlvengano  prima  paralleli,  vale  a  diré 
infinito  il  raggio  dell'evoluta  in  quei  punto  ,  puré  fe 
eífi  non  cadano  prima  Tuno  fopra  dell'altro  ,  e  cosi  fi 
faccia  nnllo  il  raggio  dell'evoluta  .  Egli  é  aíTat  chiaro  , 
che  quando  I'evoluta  fia  tale  ,  che  i  raggi  vadano  fem- 
pre-  trefcendo  accoÜandofi  al  punto  del  ñeíTo  contrario  , 
o  regrefíb  (  Fig.  85.  ,  e  84.  )  per  paífare  ad  eíTere 
da  converge  mi  divegenti  ,  dovranno  farfi  prima  paral- 
leli ,  eíTcndo  AD,  FE  l'elvoluia  della  eurva  ABF. 
Ma  le  I'evoluta  della  curva  ABF  (Fig.  85.,  e  8<í  ) 
fará  DBE  ,  fviluppandófi  il  filo  dal  punto  B,  e  andan- 
do verfo  ^rifpetto  alia  porzione  della  curva  ,  ed 
andando  verfo  JP  rifpetto  alia  porzione  BF  ,  poiché  é 
fempre  il  raggio  minore,  quanto  piü  é  vicino  al  pun- 
to B  ;  converrá ,  che  fi  faccia  nullo  prima  di  paíTare 
dali'eírcr  pofiüvo  ad  eíTer  negativo  . 


ESE?*i- 
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E  S  E  M  P  I  O  I. 

122.  .  :La  curva  JB  ( Figk;M4)  fia  la  parábola-' 
apolloniana  dell'equazione  ¿za?  =j'/ >  di  cui  fi  voglia  il 
raggio  ofculatore  ad  un  qualunque  punto  B .  DifFeren- 
ziando  fará  adx  zi  2;/Jy ,  e  difFerenziando  '  di.  tíupvo  , 
prefa  ¿ÍAT  coílante  ,  fe  cosí  piace  ,  zdy^-ir  zyddy  —  o, 
ma  dy  ^  adx  9  dunque  ddy     —  aadx^  .  SoiHtuiti  per 

2y  4y' 
tanto  queíli  valori  nelia  formóla  del  co- raggio  dx"--*-  dy\ 

—  ddy 

fará  -h  aay  ~  BE  ,  o  puré  ,  poílo  in  luogo  di  y  il 
valore  dato  dall'  equazione  della  curva  ,  BE  =  4a?  v ax 

a 

Dal  punto  B  fi.tiri  la  tangente  BT,  che  incontra 
i'aíle  in  T,  e  dal  punto  T  fi  conduca  T,£  parallela_. 
alia  nórmale  BA/;  inconrrerá  eíTa  la  BP  prodotta  nel 
ricercato  punto  £  .  Imperciocché  eíTendo  l'angolo  BTE 
retto  ,  fará  BP ,  PTt:  PT,  cióé  per  la  proprietá 
della  parábola  ,  ^ax,  2x1:2x9  PE  ~  ¿^xx  =  ¿^xi^ax; 

adunque  BP  -hPE  ,  cioé  B£-'nj^-^jf  i^Tx'.^-w'ax  , 

De- 


ANALÍTICHE  LÍB.  IL  5^9 
.Deterrainata  B£  ,  Ci  conduca  EQ  parallela  all*  aSe.^ 
jíP  y  h  nórmale  BQ  prodotia  inconu'erá  EQ  nel  pun- 
to j^  v  che  fará  all'evoluta  .  ■ 

O  puré  ,  a  cagione  de'  triangoli  fitnili  BPM  , 
.BEQ,  fara  BP ,  PM::  BE ,  EQ;  ma  per  la  proprie- 

tá  dclla  parabolaéPAf-4'2»cianquet/tí!Jf ,  \a::4xi^ax -i-^ 

a 

yax,  EQ  =  2ít+- ajz  PK  ;  dunque  MKzz2x.  Ptda^ 

per  tanto  MK  doppia  di  AP ,  o  fia  PK  =  TAf,  e  con- 
dotta  parallela  a  ?B,  incomrerá  eíTa  la  nórmale 
BM  prpdotta  nel  punto  Q,  che  fará  all'evoluta.  E  po¡- 

ché  BP,  B'MxxBE ,  BQ,  e  BMzzi^^ax^jia  ,  fara 

z 

yax  ,    ^ax  +■  aa  ::  ¿^x  W asc-^  Vax^  BQzz/^ax-h  aa  **  , 

Ir  a  zaa 

raggio  ofculatore  . 

Prendo  la  formóla  dx^^dy^  *  del  raggio  ofcula- 

—  dxddy 

  X 

tore,  fatte  le  fortituzioni  ,  fará  QB  =:  4yy  -h  aa  ^  = 

zaa 

4w    aa  *  ,  come  prima  . 

PaíTando  alíe  feconde  differenze  dell'  equazio- 
Tom.  II  X  ne 
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ne  aií  :=     ,  fenza  prendere  alcuna  fluíTione  coftante  ; 
poiché  íJíaí  =  %yá,y  ,  fara  ¿tásÍA:  =  lyii)'  +•  2¿¿y  * ,  e  ííífy 
addic-^  2dy'  .  Quindi  prefa  la  formóla  del  raggio  of- 

_—  -i 

culatore   ¿?a?  ^    ¿í)/ *  *    ,  che  a  quefto  cafo  conviene  ,  e 

dyddx  —  dxddy 
fatta  Ja  íbñituzione  del  valore  di  ddy  ,  fara  QB^ 
 i. 

2yX  dx^    dy^  ,  e  finalmente  pofli  i  valo- 

2y dyddx  —  adxddx    zdxdy  * 

  j 

ri  di    ,  e  di  dy  ,  QB  —  ^ax  -i-  aa  *  ,  come  fopra  ; 

zaa 

Si  trovera  la  íleíTa  cofa  nell'  altre  fuppoGzioni  di 
dy  ,  o  di  ds  cofiami ,  il  che  ommetto  di  £are  per  bre- 
vitá  , 

Se  fi  voIeíTe  il  raggio  ofculatore  ad  un  determinato 
punto  della  curva,  batiera  foílituire  nell'efpreíTione  fini- 
ta gia  ritrovata  del  raggio  ofculatore  per  un  qualunque 
punto  il  valore  della  x  ,  che  a  tale  determinato  punto 
conviene ,  Cosz  fe  fi  voglia  il  raggio  ofculatore  nel  ver- 
tice  ^ ,  o  fia  il  punto  N ,  in  cui  l'aíTe  A  N  della  para- 
bola  tocca  l'evoluta  NQ:  poiché  nel  vértice  J  é»=o, 

.   i 

cancellato  il  termine  ^ax  nel?  efpreíTione  4ax  gg* 
del  raggio  ofculatore,  averemo  AN     Oj  il  che  noii- 

puó 
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pu6  eíTére  altrimenti ,  eíTendo  in  queílo  cafo  11  raggio 
AN  lo  ííeíTo  ,  che  la  fottonormalc  ,  la  quaíc  nella  pa- 
rábola fi  fa  eíTere  fempre  la  meta  del  parámetro; 

iaj.  Saiá  ora  facile  il  ritrovare  l'equazione  alla_. 
'Carteliana  dell'evoluta  NQy  o  üa  la  relazione  delle  or- 
dinate  NK,  KQ  nel  feguetite  modo. 

Si  chiami  NKz^u^  KQzzt .  Poiché  KQ=zPE:=i 

4Af  }yax  9  averemo  1*  equazione  t~¿^x  i^ax  ,  ma  ^  K  — 

JP  -i-PK^^x  -i-  ^  a,  ed  AN^^a;,  dunque  NK  = 

jAf  —  M ,  ed  X —  u,  e  pero,  poflo  iti  luogo  di  x  queílo 

i     

valore  nell*  equazione  t-^xi^ax  .^  averemo  r  =  4«r/  au».. 


3« 

e  quadrando,  zjatí  n  i6u^,  equazione  alia  feconda  pa» 
rabola  cubica  del  parámetro  =  z-ra  ,  k  quale  efprime 

la  relazione  delle  coordínate  NK,  KQ  ,  ed  é  l'evoluta 
della  propofia  parábola  apolloniana  . 

Egli  é  manifefto ,  che  la  feconda  parábola  cubica 
intiera  fara  l-evoluta  delí'intiera  parábola  apolloniana-  , 
cioe  che  (  Fig.  88.  )  11  ramo  NQ  fará.  1' evoluta'della^ 
parte  fuperiore  AB,  ed  il  ramo  Nq  della  inferiore 
Ah;  e  che  i  due  rami  Nq^  NQ  ñ  voltano  le  convef- 
fita ,  ed  4nno  un  regreíFo  in  AT .. 

1 24.   E'  piare  manifefío  ^  che  fe  le  curve  propoíle 

X  a  fono 
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fo.no  algebraiche,  faranno  puré  algebraiche  le  loro  evo= 
luiCj  e  fi  potra  fempre.^^avere  l'equazione  in  termini  fi- 
nid efprimenti  la  relazione  delle  coordínate ,  e  che  in_* 
oltre  eíTe  evolute  faraano  rettificabili ,  cioé  fi  potranno 
rjtrovare  delle  rette  linee  eguali  ad  una.qualunque  por- 
zione  delle  medefime,  pee  eíempio  NQ.  Imperciocché, 
fe  la  propoíia  curva  AB  e.  algebraica,  fx  avrahno  íem- 
pre  in  termini  íiniti  i  raggí  oiculatori  BQ,  ANy  e  da 
BQ  fottratto  JN,  il  refiduo  Tara  l'arco  NQ, 

E  S  E  M  P  I  O    II.  • 

I2J.  Sia  la  curva  MBMXFíg'  8p. )  Tiperbola  fra 
gli  aíintoti  dell*  equazione  aa'Z±  xy  .  Diííerenziando  , 
xdy-^ydxzzQ,  e  di  nuevo  diíFerenziando ,  prefa  dx  ce- 
nante ,  ddy  ~  —  idxdy  .  Soñítuiti  i  valori  di  dy  ,  e  ddy 

nella  formóla  ÍAr^+-4"  del  co-raggio,  averemo  = 

+- vv  ,  valore  negativo.  Se  adunque  fia  JP~x¡ 

PB^y,  nella  prodotta  A  B'prefa  B  N  =:|  BA  =  ly'xx  -hyy, 

z 

ed  alzara  nórmale  NE^  che  incontri  la  ordinata  B P  pro- 
dotta in  £,  fará  BE  jl  co-raggio,  che  fi  cerca;  imper- 
ciocché, per  la  fimilitudine  de' triangoli  BPA^  BNE  ; 

'  fará 
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fará  B  P ,  B ^  : :  BN,  BEj  eioé  y ,  Ka?í?  -i-yy  í\  \^xx  -hj/j;^ 

BE  :z  XX -^yy^  e  perché  fi  prende  dalla  parte  de'  ne,-  . 

gativi  j  B  í;  =  jJíA- 4- .  Quindi  condotta  paralleía_j> 

ad  -ííPj  e  prodotta  in     ,  la  nórmale  FB  alia  curva  nel 
punto  B,  fara  Bj^  il  raggio  qfculatore  ,  ed  il  punto 
nell'  evoluta . 

Per  determinare  il  raggio  ofculatore  nel  vértice  D 
dell' jperbola ,  fi  ponga  x~AH~ai  e  pero  y=:.HD'z:a¡ 
adunquc  il  co-raggio  xx-^yy  nel  vértice  D  fará  =  —  a, 

cd  11  raggio  =  —  x^zaa . 

Per  poco,  che  íi  rifletta  alia  figura  della  curva_* 
MBM^  fi  vede,  che  l'evoluta  avera  due  rami  con  un 
punto  di  regreíTo  Wi,,  in  cui  il  raggio  DL  converrá, 
che  fia  il  minimo  di  tutti  i  raggi  B¡5;  e  pero  difieren- 

ziando  la  formóla  de'  raggi  ofculatori  dx^-^dy''  ^  ,  ía_- 

—  dxddy 

differénza  dovra  eíTere  nulla  ,  o  infinita  ;  cioé ,  fuppo- 
iña  áx  coHante  , 

-    -  ■    .   I 

—  '^dxdyddy  ^l^dx  '■t-dy'-    +■  dxdddy  Xdx^'-h  dy^  ^  =0, 

dx'ddy"- 

o, puré  =  air infinito  ,  e  dividendo  per  l^dx''+-dy^ , 

mol- 
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moltiplicando  per  dxMy"- ^  faca  dx^dddy  dy'^dddy 
^dyddy"-  =  0,0  puré  —  00  .  Ma  per  l'equazjone  ddla^ 
cu rva  j  íi  i  dy:=.  —  mdíí ,  ddy  =  laadx^ ,  dddy  =. — €aadx 

XX  X^  Af* 

dunque  fatte  le  foflituzioni ,  e  fuppoíU  la,  detta  q^aaotid 
eguale  a  zero  ,  averemo  x  :=^¿i  zz  AH;  vale  a  dirCji , 
che  il  regreíTo  fará.nel  raggio  ofculatore  al  vértice  D 
del  la  curvea ;  ma  fi  é  veduta  ,  eíTere  e0o  raggío  =  — > 

i^iaa.  ,  fara  dunque  D  L  =  —  l^iaa.  =  DJ  , 

Nella  formóla,  de' raggi  ofculatori  3,  furrogati  ivalori 

di     j  e  di  ddy  i.  averema  BQ—xx  -t-  yy  *     xx  -h  yy  t 

 IXy-  ^  !<!« 

e  perói  differenz.iando  ^  a  fine  di  avere  il  minimo  rag- 
gío   cioé  11  punto  di  regreíTo  L  ».  fará 

':^xdx-  -i^lydy     xx  -hyy  —  o-     C;  poílo    in  luoga  di  dy 

il  fuo  valore  fatá  ^xxdx  —  ^yydx  \yxx+-yy  —  o  ,  cioe 
X  zzy  zz  a  i  e  foftituito  queüo  valore  Dell"  efpreíHone»» 

del  raggio  ofculatore  j,  fari  eíTo.  = —  i/2íia  =  DL,  CO' 
me  fopra . 

In  altro  moda  ancora  fí  puo  coííruíre  i I  raggio  B 
Poiché  ddy  —  —  idxdy    foílituiti  irt  luogo  di  a;    e  di 

dx  i  valori  dati  per  y'^  fara  ddy  =         e  pero  ií  co-rag- 

gb 
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gio  BE  :z ydx^  -h  ydy"-  ,  c  per  i  triangoíi  Cmúi  BPF^ 
—  2dy^ 

BEQ,  averemo  Ej^  —  ~-ydy  —  y da  .  Si  conduca  ora^ 

al  punto  JB  la  tangente  .B  T*,  e  dal  panto  T  la  TS  nór- 
male a  B  T* ,  o  lia  parallela  a  -B    ,  e  fi  prenda  BE  — 

-^BS,  o  PK^\  FT;  fe  fi  fara  EQ  parallela  alia  ^T, 

o  K;2  perpe ndí colar e. ,  eíTe  incontreranno  ía  nórmale.» 
Bj2  punto  Q  dell*  evoluta  ,  poiché  fara  BS  = 
ydx'--h  ydy^ ,  dunque  BEzzydíí^  -^ydy^ ;  fara  ancora.- 

dy*  •—zdy'- 
FP      PT  =i  FT  =  —  ^  *~  ydx  ,  dunque  £  Q  =: 

,  dx  dy 

zdx  zdy 

Se  l'equazione  fara  y^  =:  la  quale  efprime  tutte 
le  parabole  all' infinito,  quando  fia  m  numero  pofitivoj 
ed  in  confeguenza  anche  la  parábola  dell' efempio  pri- 
mo ;  ed  efprime  tutte  le  iperbole  fra  gli  afmtoti  all' in- 
finito ,  quando  fia  m  negativo ,  e  pero  anche  quella-^ 
di  queíío  efempio:  diiferenziando  averemo  my^-'^dy^ 
dx  ,  &  ái  nuovo  diíFerenziando  ,  fuppoíla  dx  ceñante^, 

mm-^m  Xy*"'^''dy'-+-  my^^  ^  ddy  —  o,  e  dividendo  per 

f^ym—i  ^  fara  — ddyzzm  —  i  X  dy^  .  Prefa  perianto 

y 

la 
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h  ioxmah  dx  '' ^  dy''  del  co- i'aggio  ,  e  fatta  la  fóflitUf.^ 

zione  del  valore  di  -ddy ,  Ch  &vevk  BE  -ziydx";  -i-ydy*  ,  e 

m  —  I  X  4?* ' 
peró  o  PK—     ydx     ■^  ydy 

m  —  i  X  dy  m~~iXdx 

Dal  punto  T  ,  in  cui  (  Fig.  87. ,  ^  89. )  la  tangen- 
te BT  incontra  l'aíTe  JP  ,  ii  tiri  ifteíTaraente  TS  pa- 
rallela  alia  nórmale  B  Q  alia  curva  ,  che  incontra  m  S 

la  ordinata  BP  prodotta,  indi  íi  prenda  £  E  =.  BS  dal- 

í»  —  I, 

la  parte  de  i  negativí  ,  fe  m  fia  numero  negativo  j  cq- 
me  nelle  iperbole  le  quali  fono  all'aíTe  JP ,  cioé  all* 
afintoto  conveíTe  (Fig.  S9.);  fi  prenda  BE  dalla  parte 
dei  pofitivi  3  fe  m  fia  numero  pofitivo  ,  e  maggiore 
deíl'  u-nitá ,  come  nelle  parabole  (  Fig,  87.  )  con  cave  all' 
aíTe  J  P ,  Q  dalla  parte  dei  negaiivi ,  fe  m  pofitivo  fia 
minore  deíl'  unitá ,  nel  qual  cafo  le  parabole  fono  con- 
veíTe  ail'aíTe  JP  . 

Per  determinare  il  punto,  in  cui  I'aíTe  della  para- 
bala tocca  1'  evoluta  ,  prendo  la  formóla  de'  raggi  ofcu- 
  X 

latori  ~dx^  +-  4y '  ^  9       cui, ,  foñituiti  i  valori  di  dx  = 

—  dxddy  " —   

my'^^  ^dy  t  e  di  — ■  ddy  ^  m  —  i  X  dy^  ,  avere- 

y 

rao 
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 j 

sao  BQ=.   mmy    —  ^ -h  i  ^   ,  intenderido  ,  che  I' imita 

íupplifca  per  la  legge  degl'  omogenei ;  quindi  fuppoña 
nt  maggiore  dell*  unirá  ,  acció  íieno  concave  le  parabo- 
le  aU'aíTe  J  P  ,  faca  m  minore  di  2  ,  la,  y  del  deno- 
minatore  paíTera  ad  eíTere  un  moltiplicatore  del  nume- 
ratore  ,  e  pero  fatta  y  =  o  ,  come  richiedc  il  cafo  ,  che 
fi  cerca  ,  fará  BQ  ~  o  ,  cioé  I'aíTe  toccherá  I'evoluta  nel 
vértice  ^  della  parabala,  come  farebbe  per  efempio  la 
íeconda  parábola  cubica  axx  —y'(  Fig.  70.  )  . 

Che  fe  «I  c  maggiore  di  2  ,  la  y,  del  denominato- 
re  fará  elevata  a  potefta  pofítiva  ,  e  pero  fatta  y  zzo  , 
fará  BQ  infinita  ,  vale  a  diré  che  l'aíTe  deíla  parábola 
fará  afmtoto  dell'evoluta  ;  come  h  prima  parábola  cu- 
bica AB,  (  Fig.  po.  )  il  di  cui  aíTe  JP  é  afíntoto  dell* 
evoluta  Ld- 

L'cvoiuta  CLQ  delía  ferai- parábola  cubica  JEM 
dell'equaziane  .í3í3;\?  z:^^  á  un  punto  di  regreíTo  L,  e_* 
pero  due  rami  LQ^  LC;  fviluppando  il  ramo  LQ^ 
fi  genera  la  porzione  B  A  ;  fviluppando  il  ramo  L  C , 
la  porzione  infinita  BM. 

Per  determinare  il  fleíTo  contrario  L  ,  prendo  il  va- 
lore del  raggio  ofcularore  ,   che  in  queíla  curva  é 
^   X 

"BZlíZfl^  '       '^^^^^^    '^^^'^    ^^^^"2        minimo  , 
Tom.  IL  Y  e 
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e  pero  difiere  nz jando 


cioé  45^  +  —  ¿?+  =  o  ,  quíndi  y~  l/ ^  furrogato-  que- 

-fío  valore  in  luego  di  y  nell' equazione  aax^y^,  averc- 
mo  X  z=      a'^  .  Prefa  adunque  J  P  =      a''  ,  Q  coa- 

dotta  rordinata  PB  ,  il  punto  di  regreíTo  L  fará  nclla- 
nórmale  al  punto  B  della  curva;  e  nell' efpreffione  del 

raggio  ofculatore  pofta  y/  a'^  in  luogo  di  ^  ,  averemo 


4J 

il  valore  di  BL  . 


In  altro  modo  .  Differenziando  1' equazione  aaxzzy^j^ 


O  fia  j?  =  ¿3  í  w  5  ,  fará  dy  =.  ~  a'^  x     ^  dx  ,    ddy  ~ 

—  2    í  a:    í  Ax*  ,  dddy  ::z  10  a  ^  x     ^  dx^  ,  polla  dit 

coílante  ;  quindi  ,  prefa  la  formóla 

dx^  dddy +- dy"- dddy  —  ^dyddy'"  =  o  ,  e  folliíüiti  i  valori , 

fi  averá  AP  =  ^  ¿i* 


su»; 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  III. 

xi6.  Sia  la  curva  ABD  ( Fig:  pi. )  un'  elliífi  ,  o 
un'  i  per  bola  3  il  di  cui  aíTe  JH  =  a  ,  ed  il  parámetro 
AFzzby  AP     x\  PB—y,  e  I'equazione 


y—^ cthx  +:  bxx ,  Differenziaado ,  fará  dy = ahdx  4:*  zhxdx , 

IV aabx"^  ahxx 

e  ddy—     ■  —  a^hbdx'-  -,     ,  prefa  dx  per  coflante  . 


 j 

4  X  aabx  +í  ahxx  * 


Fatte  le  foííinizioni  nella  formóla  dx'--hdv'-  *  del  rag- 

■ — dxddy 

gío  ofculatore  ,  fará 

 X  ~ 

BGj5  =  ^<^^bx  4=  ófObxx  H-  aahb    úfabbx  ^  ¿^hhxx  ^  .  Ma 

2a^bb 

la  nórmale  BG  fi  trovera  eíTere 


Afaabx  •:^4ahxx  +-  aabb  -+:  ¿^abhx  +-  ¿^hbxx  *  ,  dunque  ía- 

ra  il  raggio  BGQ^  —  ¿{Wg    adunque  prefo  il jiarame- 

tro  b  per  primo  termine,  la  nórmale  BG  per  fecon- 
do ,  e  continovata  la  ferie  geométrica ,  il  quadruplo 

Ya  del 


I 
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del  qüarto  termine  fara  il  raggio  ofculatore  BQ* 

Fatta  X  z=  o  nella  efpreffione  del  faggtp  ofculatore ,  fa= 

ra  BGQ-AM=:b_^,  e  fatta  =:  ^  O  =; ,  íi  avrá 
nell' ellifli  BGQ  =  DOQ  ~  a  ^ab  ,  cioé  eguale  allaj 

... 

meta  del  parámetro  dell'  aíTe  conjúgalo  ,  ed  in  Q 
vi  fará  un  regreíTo  ,  e  T'evoluta  della  porzionc-- 
=  DH  fará  MQ  ;  della  porzione  DH  fará 
RQ  ;  ma  nell' iperbola  il  raggio  fi  eílerjde  all' infi- 
nito  .  ' 

Se  neir  elliíTi  fi  tácela  a  =  b ,  il  raggio  ofculato- 
re BGj2  íará  =a  ,  cjualunque  fiafi  il  punto  B;  dun- 

que  i  raggi  tutti  eguali  tra  loro ,  e  l'evoluta  un  pung 
to ,  cioé  a  diré  l'elliffi ,  che  in  queÜo  cafo  diviene  un 
circolo ,  á  per  evoluta  il  fuo  centro . 

E  S  E  M  P  I  O  IV. 

127.  Sia  la  curva  ABD  (  Fig.  ^2.  )1a  logaritmi- 
ca  ordinaria  ,  la  di  cui  equazione  é  ady     dx , 

Differenziando  ,  prefa  dse  coílante  ,  fara  ddy 
dxdy    ydx ' ,  poílo  il  valore  ái  dy  .  Fatte  le  foftituzio- 

ni 
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6oi 


ni  nella  formóla  dx^_+-dy''  del  co-rsggio  ,  averemo 
BE  —  —  aa — yy  ,  e  perché  nelU  logarítmica  íi  trova. 


effere  la  fottonormale  PH~yy  ,  fara  E Q  =  — a — yy  • 


Prefa  adunque  PKzzTB,  ed  alzata  ín  angelo  retto 
Kj^s  incoatrera  eíla  la  nórmale  HBj^  nel  ricercato 
punto     dell'evoluta  . 

Se  li  voglia  determinare  il  punto  della  mafllma-^ 
curvatura  nella  logarítmica ,  cioé  il  punto  del  mínimo 
raggio  ofculatore ,  fatte  le  foílituzioni  nella  formóla- 

del  raggio  ofculatore  ,  fara  aa-i-yy''  ,  e_» 

—  dxddy  — íy 

difTerenziando  fara 


a 


a 


i^ayydy  X  ii^-^yy        ¿ü^jV  X.^^-^  yy  "  =  o  5  e ,  pero 


aayy 


O  püre  ,  prefa  la  formóla  del  num.  125.  dx^dJdy-h> 
dy^dddy  — ■^dyddy'-  =  o  ,  e  faite  le  foílituzioni  di  dy  = 
ydx  9  di  ddy  =  ydx^ ,  di  dddy    ydx  ^  ,  troycremo  íílef- 


ESEM- 


6oz 
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E  S  E  M  P  I  O  V. 

128.  Sia  JBD  (Fíg.  P3. )  la  logarítmica  fpirale 
la  di  cu  i  proprietá  é  ,  che  condotta  ad  un  qualunque.* 
punto  B  la  tangente  BT ,  e  dal  polo  J  la  ordinata^ 
JÍB,  1' angelo  JBT  Ci^  fempre  lo  ñeíTo  ,  e  peió  fatta 
j!$M  infinitamente  proffirata  ad  AB^  fará  ceñante  la^ 
ragione  di  MR  ad  ,  qaindi  pofía  AB~y,  Parchet- 
to  BR  =  dx  ,  l'equazione  fará  adx  ~  bdy  ,  e  difíLTen- 
ziando  ,  fatta  dx  coíUnte  ,  ddy  =  o  .  Prefa  per  tanto  la 
formóla  del  co-raggio  nuíii.  118. 

ydx^  -i^yd^dy-  ,  per  le  curve  riferite 

'  d'x'  +  dxdy "  +•  ydyddx  —  ydxddy 

al  fuoco  ,  la  quale  rcgolata  nell'ipoteíi  di  coflante 
é      ydx'--^ydy-       ,  e  cancellato  in  queíla  il  termine 
dxf"-  -t-  dy"- — yddy 

yddy  ,~  perché  la  curva  ci  da  ddy  —  o  ,  e  fatta  la  foflitu- 
zione  del  valore  di  dx ,  o  di  dy  ^  ovvero  dívifo  il  nu- 
meratore  5  e  denominatore  per  dx'^'^dy-^  fará  il  co-rag- 
gio BA  ~y  , 

Adunque  ,  condotta  AC  nórmale  ad  ,  incon- 
írerá  eíTa  la  perpendicolare  BC  nel  ricercato  punto  C 

dell' 
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dell'evolüta  ,  e  perché  la  fottonormale  JCzzay_9  fará 

~¿ 

BC ~ y  W  aa -i- bb  . 

'Condoita  la  tangente  BT*  alia  cücva  nel  punto  B  , 
faranno  fimili  i  trian goli  T" CE ,  CBA  y  e  per6  eguali 
gl'angoli  TEA,  ACB;  ma  l'angolo  TBJ  é  fempce 
cortante  ,  dunque  lo  fará  ancora  l'angolo  ACB  ;  e  pero 
I'evoluta  AC  fara  la  fleíTa  logaritmica  fpirale  ABB  ¡ 
ma  inverfaraente  pofla  . 

E  S  E  M  P  I  O    V  r. 

iip.  Sia  ABD  (Fíg.  93.)  la  fpirale  iperbolica_^, 
la  di  cui  proprieíá  é  ,  che  la  fottotangente  fia  co- 
fiante  . 

Fatte  dunque  le  ileíTe  cofe  dell'Efempio  antece- 
dente,  l'equazione  della  curva  fará  ydx  ~  a  ,  o  fia-^ 

yin  ~  ady  ;  quindi  differenziando  ,  porta  dx  coflante_t  , 
ddy  ±  dxdv  .  Prefa  per  tanto  la  formóla  del  co-raggio, 

a. 

^che  allMpoteft  di  dx  cortante  corrifponde  ,  cioé 

ydx^-i-ydy^  ,  indi  fortituito  in  luego  di  ddy  11  valo- 
dx^-t-  dy^  • — y  ddy 

re 
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re  dxdy  ,  ed  in  laogo  di  dy  il  valore  ydx  dato  dall' 

equazione  ,  fará  il  co  -  raggio  ~y  X  ^-^  -^yy  • 

aa 

Ma  poiché  k  fottotangente  AT  h  z=.a  y  e  la  fotto- 
normale  AC^yy,  fatá  TC  =  ¿¡¿g -n-yy  ;  dunque  la  quar- 

a  a 

ta  proporzionale  de|la  fottangente  TA  ,  e  della  TC,  e 
dell'ordinata  ci  determina  il  co- raggio  .  Qaindi 
dal  punto  C  condotta  paraliella  alia  tangente  BT  líu 
CQ  ,  che  taglia  in  ^  la  ordinata  BA  prodotta  ,  íara 
BQ'ú  ricercato  co  -  raggio  . 

Poiche  per  i  triangoli  fimíli  BiAT,  CAQ  ,  fi  ave- 
ikCA  ,AQy-  TA  ,  A  fí,  e  permutando  CA,  TA: :  AQ^ 
AB  ,  e  componendo  TC ,  ATmQBí  AB¡  ed  inver- 
tendo  TA  ,  TCiiBA  ,  BQ;  il  che  ec. 

E  S  E  M  P  I  O  VI. 

130.  Sia  il  fettore  di  circolo  ADN ,  (Fig.  p4.  ). 
c  condotto  dal  centro  A  iin  raggio  qualunque  ABP , 

fi  faccia  iVD,  NPi:  AP  ^  AB  ,  il  punto  B  fará  nella 
curva  ABD  i  che  é  una  delle  fpirali  all' infinito  ,  la  di 
cni  equazione  ,  fatto  NPD  —  h  ,  NP  =^,11  rag- 
gio 
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gio  AP-a»  AB  :=.y  ,  fará  jí™  =:  a'"z  ,  e  diffei'enzian- 

T 

áo  ,my*"    ^ dy  Z2     dz  .  Ma  condotto  il  raggio  Jp 

I~ 

infinitamente  proffirao  ad  AP  ,  e  chiamata  BR  =  dx, 
per  i  fettori  fimili  APp  ,  ABR  ,  fará  dz  ~  adx  , 

T" 

quindi  porto  qoeflo  valore  in  luego  di  dz  neli'  equa- 
zione  difFerenziale  ,  fará  my iy  =  ¿3   +-  ^  ¿ía?  ,   e  pe- 

l 

xh  di  nuovo  dlfferenzlando  ,  prefa  dx  coftante^  , 
mmy*"—  ^  dy''  my^ddy  —  o  ,  cioé  yddy  ~  —  mdy''  . 
Fatta  per  tanto  la  foíHtuzione  di  quefto  valore ,  e  del 
valore  di  dx  ndla  formóla  del  co- raggio  ,  fará  BE  zz 

colare  ad  ^jS,  e  fi  tiri  la  tangente  BT  della  curva  in 
S  ,  e  BC  nórmale  ,  -fará  AT  ^  mhy^-^^  ,  AC  zz 

^    ,  e  pero  TC~  mmhhy^'-'  +.  a^m-^z  ^  quindi  k 

quarta  proporzionale  di  TA-^m-^i  X  AC,  di  TC,  e 
ái  AB  fará     y  X  mmhby g^^-j-j-    zz  BE  ,  c  per6 
mmbby    4.  i  +.  ?«  X  ¿3  * 
Tom,  IL  Z  con- 
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condotta  EQ  pacalleli  alia  TC,  incontrecá  la  norma-i 

h  BC  nel  punto  j^?  che  fara  all'evoluta  . 


ESEMPIO  VIL 


131.  Sia  la  curva  JBD  (  Fig,  95.  )  la  meta 
della  cicloide  ordinaria  ,  la  di  cui  equazione  dy  = 

díí  ,/  za  —  x  ,  eíTendo  AC-ia,  JP^x  ^  PB  =  y. 


DifFerenziando  ,  prefa  d.v  cofiante  ,  fará  ■  ddy  = 
—  adx'"       ,  e  poí^i  quelli  valori  ncUa  formóla- 

X'  y  2ax  —  XX 


del  raggio  ofculatore  dx^  -f-  dy'-  ^  »    fara   B  Q 


2  1/ 4£7a  —  2ax  ma  .la  nórmale  BG~y¿^aa  —  zax  ^ 
alia  corda  EC  ,  dunque  il  raggio  ofculatore  = 
íBG  =  lEC. 

Fatta  X  ~  o  ,  per  avere  il  raggio  ofculatore  nel 
punto  A¡  hv3L  BQ~  JN     ^a^  e  pero  CN—CA-ia  : 

Fatta  X  zzza  ^  il  raggio  ofculatore  nel  punto  D 
fara  ~  o  ,  e  peró  l'evoluta  principia  in  /3  ,  e  termina 
in  N . 


—  dxddy 


Poiché 
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Poiché  la  tangente  in  B  della  cicloide  h  paral- 
lela  alia  corda  EA  ,  (  mm.  47.  )  fara  la  nórmale.* 
BQ  paralíela  alia  corda  EC  .  Ci6  pollo,  íi  compifca 
il  rettangolo  D  CNS  ,  ed  al  diámetro  =  CNzz4  C 
ñ  defcriva  il  femicircolo  DIS  y  e  fi  tiri  la  corda-. 
DI  paralíela  alia  BQ,  o  fia  alk  EC  .  Saranno  gV 
angoli  CDI  ,  DCE  eguali  ,  ■  e  per  confeguenza  gl' 
archi  DJ  ,  CE  ,  e  le  corde  ;  dunque  DI  ,  GQ 
eguali ,  .e  parallele  ,  e  condotta  IQ,  fará  eíTa  eguale  , 
e  paralíela  a  D  G  j  nía  per  la  propriera  delU  cicloi- 
de, la  DG  é  eguale  al? arco  EC,  e  pero  all'arco  DI, 
dunque  l'arco  DI=:IQ,  ed  il  femicircolo  DIS=SN^ 
quindi  Tevcluta  DQ^  é  la  fleíTa  cicloide  DBA  inver- 
faraente  pofla . 

132.  Avuta  fufficiente  notizía  ,  e  ritrovate  le  for- 
móle de'  raggi  ofculatorí  ,  non  é  diíEcile  il  ritrovare^ 
la  formóla  de'  regreffi  della  feconda  fpecie  di  fopra^ 
jpromeíTa  al  num,  p8, 

Sia  la  curva  BAC  (  Fig.  ^6. )  con  un  fleíTo  con- 
trario  in^  ,  e  fi  fviluppi  dal  filo  principiando  in  un_. 
qualunque  punto  D  áivevío  dal  fleíTo  contrario  A  .  Lo 
fviluppo  della  porzione  DC  genera  la  curva  DG; 
quello  deiía  porzíone  DA  h  curva  DE  ;  e  quello 
della  porzíone  AB  la  curva  E'F  di  modo ,  che  lo  fvi- 
luppo di  tutta  h  BAC  formerá  la  intera  curva  FEDG; 

Z  z  la 
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la  quate  i  áue  regreíTi ,  uno  iir  D  della  foUta  fot ffliL  ; 
poiche  i  doe  rami  DE  ,  DG  H  voltano  le  conveffita!, 
l'  altro  in  E  della  feconda  forra  ,  pee  eíTere  i  due  rami 
ED,  EF  concavi  verfo  la  ÜeíTa  parte  .  Sieno  NM  ¡ 
Nnm  doe  qualunque  raggi  infinitamente  píolTiffli  delE' 
evolúta  D^,  ed  NU,  nU'  due  normali  alia  fteíTsu. 
faranno  fimili  i  due  fetton  'mñ.miQÍim\  N m  M ,  HNn^ 
quindi  HN ,  NM\:  Nn  y  Mm\  ma  nel  punto  del  fleC 
lo  contrario  A ,  il  raggio  HN  {  num.  121. )  deve  eíTe- 
re o  infinito,  o  eguale  al  zero  ,  ed  il  raggio  jVAf, 
che  diventa  JE^  rimane  finito,  adunque  nel  cafo  del 
fleíTo  contrario  A  ,  cioé  nel  punto  del  regreíTo  E  della 
feconda  forra  ,  la  ragione  di  ATm  ,  Mm  ,  vale  a  diré-* 
la  ragione  della  diñerenziale  del  raggio  MN  all'  ele- 
mento, deU^  curva  ,  deve  eíTere  infinitartiente  grande  , 
o  infinitamente  picedla .  Ma  la  formóla  del  raggio  MN, 
  X 

é  áx'-h  dy^  *  ,  prefa  d'/!  coftante ,  il  di  cui  difFefenzia- 
—  dííidy 

   X 

le  é  — '^dxdvddy^  y  dx^ -i- dy'' dxdddy  X  dx'^-^dy'-  , 

di^^'ddy'^ 

ed  Afí»  =  í/áA?*+-4y* ,  dunque 

~  dx  ^  dddy  -h  dy '  dddy  —  3 dyddy '  =  al  zero  ,  o  all'in- 
Mm  dxddy  * 

finito  j  formóla  per  i  regreffi  della  feconda  forta  , 

Queíía 
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Quefta  formóla  é  la  ftefla  della  ritrovata  al  nura. 
125.,  ma  in  quel  luogo  eíTa  fecve  per  i  regreffi  delU 
prima  íbna  delle  evobte  ,  e  quefta  per  i-regreífi 
della  feconda  forta  delle  curve  genite"  dell*  evolutc» , 
eíTendo  x,  ed  y  le  coordínate  nell'uno  ,  e  nell' altro 
pafo  delle  curve  genite  . 

FINE  Pj^i:*  SECONDO  LIBRO, 
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A  N  A  L  I  T  I  C  H  E 

LIBRO  TERZO 

Del  Calcólo  Integrak\ 

IL  Calcólo  Intégrale  ,  che  fu  ole  diríi  anéora  cal- 
cólo fommatorio ,  é  un  método  dí  ridurre  una 
quanutá  difíerenziale  a  quelia  q^iantitá ,  di  cui 
eíTa  é  la  .differenza  ,  onde  le  operazioni  del  cal- 
cólo intégrale  fono  oppofle '  a  quelle  del  difíerenziaíc 
e  pcró  fi  chiama  ancora  método  inverfo  delle  fiaflioni , 
o  fía  deíle  difíerenze .  Per  cagion  d'efempio  il  diñeren- 
ziale  ái  X  h  dXf  e  per  confeguenza  x  h  I' intégrale  di 
.  Quindi  fará  fegno  ílcuro,  che  fia  giullo  quell'inte- 
grale  ,  che  diíFerenziato  reltituirá  la  quamitá  propolía 
da  integrarfi .  In  due  diverfe  maniere  il  ricercano  gl'in- 
tegrali  delle  formóle  differenziali ,  in  una  per  me2zro  di 
efpreflioni  finite  algebraiche  ,  o  ridotte.  a  quadraturcL» 
fuppoíle  j  nell'altra  facendo  ufo  deile  ferie  .  Delle  regó- 
le della  prima  maniera  ifarteró  nel  primo  Gapa;  dell' 
altra  nel  fecondo,  a  cqí  aggiungero  il  terzo  dcll'iifo  dí 
.eíTe  rególe  per  le  rerifícízioni  di  curve,  qnadrature  di 
fpaz]  ce,  e  finalmente  il  qiiarto,  che  tratterá 'del Cal- 
cólo Efponenziale  . 

a  CAPO 
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CAPO  I. 

I 

Delk  rególe  delV  integrazioni  efprejfe  da  formóle  finite 
algehraiche  ,  o  ridotte  a  quadratare  fuppsjie  . 

r.  Gome  nellc  quantitá  incompleífe  elévate  sl» 
qualunque  poteflá  il  differenziale  loro  é  il  prodotto  dell* 
efponente  della  varíabile  nella  variabile  fteíTa  elevata— 
alia  medefima  potefiá  diminuita  dell'  unitá  ,  e  moltipli' 
cata  nella  fuá  diíFerenza  ;  cosí  1' intégrale  del  prodotto 
d'ima  variabile  elevata  a  qualimqoe  poteftá  nella  diffe- 
renza  della  fleíTa  variabile  é  la  variabile  elevata  alia-, 
potefia,  íl  di  cui  efponente  fia  accrefciuto  dell'unita,  di- 
vifa  per  lo  ficíTo  efponente  cosí  accrefciuto ,  e  ció  qua- 
lunque  fiafi  l' efponente  della  poteílá- della  variabile  nel- 
la formóla  differenziale  ,  cioé  pofitivo,  o  negativo ,  in- 
tiero,  o  rotto  .  Per  efmipio  l'integrale  di  mx'"—''dx 

ÍBA*»"— 1+- I  4_  ffl 

fará  iw— I I  ,  cioé  a-"'  .  L'integrale  di  tt  ^  da 
fara  egli  x    "       ,  cioé  npt     "  , 

'  2.  Né  punto  alterano  la  regola  le  quantitá  coflan- 
ti  incosDpíeíTe ,  o  compkíle  ,  per  le  quali  fia  moltiplica- 
ta  3  6  divifa  la  formóla  differenziale ,  rimanendo  eíTo 

nell' 
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Bcll'  intégrale ,  quali  era  no  nelía  formóla  di£Fef  enziale , 
e  pero  ¡'intégrale  di  aa»^dx  fara  íJíja?""**' 

5.  Che  fe  la  formóla  differenziale  fará  una  frázid- 
ne,  il  di  cui  denominatore  fia  puré  una  qualunquc  poteflá 
i^ella  rariabile  moltiplicata  ancora ,  fe  íi  vuole  ,  per  qua- 
lunque  cortante ,  come  a  diré  la  formóla      x^d>f  , 

cioe      x^dx      ,  come  che  eíTa  é  la  medeíima  di 
aa  —  bh  X 

quefla  x'"^"dx ,  fará  perció  foggctta  alia  data  regola. 

4.  Ma  qui  fa  d'  uopo  avvertire  ,  che  accio  gl'  inte- 
gral! fieno  corapiti ,  devefi  ad  efíi  fempre  aggiungere, 
o  da  eüi  fottrarre  una  quantitá  cortante  a  piacere ,  la^ 
qualc  ne'  cart  particolari  fi  determina  poi ,  come  fi  re- 
drá  a  fuo  luogo  . 

Quindi  ¡'intégrale  compito,  per  efempio,  di  dx  fara 
x±.a¡  (intendendoper  a  una  cortante  qualunque)  di  xxdx 
üúx^  i  S  c  COSI  degl'alrri .  La  ragione  di  ció  é ,  che  non 

3 

avendo  le  quantitá  cortanti  differenziale,  la  dx  tanto  puo 
eíTere  la  differenziale  di  x ,  quanto  di  x  f-a  ,  quanto  di 
x—b  ec.j  e  pero  tantos?,  quanto  x-^a,  quanto  at  —  ^  ec. 
poffono  eílere  gl*  integrali  di  dx  ;  io  rteffo  vale  di  qualun* 
que  altra  formóla . 
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5.  La  fteíTa  regola  d*integrare  ferve  per  le  formó- 
le diflferenziali  compkíife ;  Wioé  cornpofte  di  moki  ter- 
mini  ^  purch;é^,fe  anno  denomina  fia  egli  o  tutta 
colhníe  5  o  ,Í€  contiene  la  variabile,  fia  incorapleíTo  , 
cioe  d'un  folo  termine.,  o  riducibile  ad  eíTer  tale  . 

IniperDcché  inr.c^ueilí  cafi  , la  formóla  difTerenziale 
compleíTa  fi  rifok^./in  i  altrettanie  incomplcíTe  ^  quanti 
fono  i  termini  della  compleíTa  ,  e  pero  cíafcheduna  é 
foggetta  alia  mentovata  regola  .  Sia  la  formóla^ 
hx"^' dx  "H  aax '"'^^dx  ;    qu e fia    equivale    alie  due_* 

—  ¿¿ 

^^n^^:-H  ¿^¿^^7^^  '^A^^a^cC  pctó  -gl^integralil  jjl .  quefie_^ 
díjC!i  fermol€:  faranno  1*  intégrale  della  prima  ,  cioé 

Sia  hxHx  —  a'^dx  \   quefia  equivale  alie  dueu 
hx^dx   —     a^'ds^   ,   cioé  bxdx  —  a'^x'^\dx  ^  CL* 


¿3£ ^  c  c 


h XX     ^'-^     X  ' 
tfet5^'  l' intégrale  lar^'  w  '   ' — v=  -/í  ciofe 

'  Sia  •  ¿a? dü—.aux '  Ax  \  queflá' éqüivále  alie  due 
¿^m  —  't^}f — aa}í *"  3  áíí, e pero l'integrale fará bx^"~^  — 
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<í<  Se  in  oltre  la  formóla  differenziale  compleíTa^ 
fará  elevata  a  qualche  poteílá  ^  il  di  cal  efpoaente  fia 
pofitivo  5  ed  intiero  ,  ridotra  eíTa  attaalmente  alia  data 
poteÜá  ^  ciafcuii  termine  s'iotegrerá  colla  íleíTa  regola. 

7.  Tütto  ció  ,  che  fin' ora  ó  detto  ,  procede  quan- 
4o  nclla  formóla  differeoziale  neíTun  termine  vi  fia ,  in 
cui  l'efponente  de  lia  variabile  fia  1' unirá  negativa  ,  co- 
me adx  ,  o  fia  ax  "^'dx  ^  imperocché  fecoado  la  rego- 
jo 

la  Tintegrale  farcbbe  ax^''^'  ^  o.  fia  ax''  ^  cioé  infi- 

—  I       í  o 

nito ;  il  che  nulla  ci  fa  fapeire  * 

8.  In  queíli  cafi  adunque  bifogna  ricorrere  ad  altri 
metodi ,  Due  fono  quelli ,  che  fervono  :  uno  per  raez- 
zo  d'  una  curva  3  che  fi  chiama  Logarimica  ,  ed  anco 
Logifíica^  Paltro  per  mezzo  di„  ferie  infinite,  Delle  fe- 
rie  infinite  ,  dclle  quali  in  moItilTmii  altri  cafi  fi  poo 
fare  ufo  ,  come  fi  vedrá ,  ne  parleró  nel  fecondo  Capa , 

í?.  Per  ora ,  quanto  alia  Logarítmica ,  ella  é  una- 
curva  di  tale  proprietá  ,  che  prefe  nell*  aíTe  le  aíTiíFe  iii-* 
proporzione  aritmética  ,  le  corrifpondeoti  ordinate  fono 
in  proporzione  geométrica  .  E  pero  T  aíTe  AD  {Fig.  i-) 
fi  divida  in  partí  eguali  JB^  BC^  CD  ec.  ^  fu  i  punti 
J y  D  ce.   fi  eriggano  le  perpendicoíari  JE; 

BF^  CGj  DH  ec*  rali ,  che  fieno  tra  di  loro  in  geo- 
métrica proporzione  ;  i  punti  Ej  FyGy  H  ec.  faranno 

nclla 
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nella  curva  ,  e  di  nuovo  dividendo  in  partí  eguali  le 
JB,  BC  ce. ,  e  fopra  le  divilioni  alzando  le  perpendi- 
colari  nella  fteíTa  geométrica  proporzione  ,  íi  averanno 
altri  punti  intermedj  ,  e  finalmente  moltiplicando  in  in- 
finito le  divifioni ,  avremo  infiniti  punti ,  cioé  la  curva 
íleíTa. 

Divifo  adunque  l'aíTe  in  partí  infinitiflime,  ed  egua- 
li ,  fia  una  di  quefle  CM~dx  ,  l'ordinata  CG-y  ,  e 
ad  eífa  infinitamente  proíTima  MO  ,  fará  adunque_> 
NO-¿íy  ,  Sia  un'altra  ordinata  DH=z,  ed  altre,  quan- 
te  fi  VLiole,  corrifpondenti  ad  aíTiíTe  aritméticamente  pro- 
porzionali ,  Averanno  adunque  eíTe  ordinate  tra  loro  la 
medefiraa  proporzione  ,  ma  per  confcguenza  faranno 
puré  nella  fleíTa  proporzione  le  loro  difFcrenziali,  adun- 
que far'i  ííy,  ¿2  ::  y,  z,  o  fia  dy,  y  ::  dz,  z  i  onde  fará 
CQÍiante  la  ragione,  di  dy  alia  y ,  e  pero  aíTutiiendofi 
cofiante  la  dx  ,  fará  dy,y::  dx,a,  cioé  ady  ~  dx,equ3r 

zione  della  curva  . 

E'  facile  il  vederc ,  clie  la  fottan  gente  di  qucfia_. 
curva  fafá  ferapre  coñante  ,  imperocché  nella  formóla 

genérale  della  fottangente  C"^)  íbrtituito  in  luogo  di 

y  il  valore  dato  dall'  equazione  della  curva  ,  avraífi 
ydx-adydx^a  ,  Ma  comecchc  la  progreffione  geome- 

ríy  dxcly 

trica  crefcente  delle  ordinate  fi  puó  produrre  iia  infini? 

to 
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to  ,  crefcendo  puré  in  infinito  aritméticamente  le  aíTiíTc , 
andera  in  infinito  la  curva ,  e  ferapre  allontanaadoíl 
dall'aíTe,  E  perché  la  íleíTa  progreflione  fi  pii6  pro- 
durre  ancora  in  infinito  ,  ma  decrefcente  ,  crefcendo 
fempre  le  aflííTe  ,  andera  da  quefl'ak-ra  parte  in  infinito' 
la  curva,  ma  fempre  accoílandofi  all'aíTe  fenza  toccar- 
lo  ma¡  j  e  pero  fara  egU  afmtoto  di  eíTa  curva . 

10.  In  queíl'altra  maniera  ancora  ,  fra  le  molte  , 
íi  pu6  intendere  defcritta  la  Logarítmica . 

Sia  la  retta  indefinita  MH  (  Fig,  i. )  divifa  in  partí 
eguali  MN,  NB,  BK  ec. ,  e  prefa  NI  a  placeré,  ful 
punto  /  ii  alzi  la  nórmale  10  di  quella  grandczza  ,  che 
fi  vuele  ,  indi  fi  conduca  A/"Oj  e  ful  punto  J  fi  aízi  la 
nórmale  fin  che  incontri  ÑO  prodotta  in  C;  dal 
ponto  B  fi  tiri  BC,  e  ful  punto  E  fi  alzi  la  nórmale 
ED,  che  incontri  BC  prodotta" in  D. ;  dal  punto  K  íl 
tiri  KD  ,  e  ful  punto  F  fi  alzi  la  nórmale  FP  ,  che  in- 
-contri  KD  prodotta  nel  punto  P  ;  e  nello  flelTo  modo 
fi  continovi  in  infinito  1*  operazione ,  ed  i  punti  O  ,  C  j 
D ,  P  ec.  faranno.  nella  curva  logarítmica .  Per  avere  i 
punti  intermedj  fra  0,C,D,P  ec.  fi  dividano  per  me- 
ta le  porzioni  ■  AÍA!',  NB  ,  e  ripetuta  la  ííeíTa  operazio- 
ne j  fi  avranno  alíri  punti  ,  e  finalmente  col  moltipli- 
care  in  infinito  le  divifioni  eguali  nella  retra  MH ,  cioé 
col  fupporre  infinitefime  ,  ed  eguali  le  porzioni  MN^ 
NB  ec.  averemo  infiniti  punti ,  i  quali  ci  fegneranno  la 

curva 
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curva  logarítmica ,  la  di  cui  fottangente  ,  come  apparí-. 
fce  dalla  coílruz ion e  ,  fará  fempre;  coíUnte  .  Chiamata 
adunqiie  Nl—a^  e  poQe  le  íníiniteíime  coílanti 
porzioni  dell'aíle  ,  fia  l'ordinata  GR~y  ^  GHzzdx  , 
TS~'dy  ;  per  la  fimilitudine  de'  trian goli  STR,  RGjÍ, 
fará  dy ,  áxiiy,     cioé  ady:=idXf  equazioae  dclla  curva. 

Da  quefla  codruzione  fi.  deduce  puré  quello  ,  che 
la  prima  fuppone  vale  a  diré  la  primaria  propríctá 
della  logarítmica ,  che  fieno  in  geométrica  proporzione 
le  ordinate,  che  corrifpondono  alie  aíTiíTe  in  proporzio- 
ne aritmética.  Imperocché,ruppoíl:e  infíniteílme  le  egua- 
li  porzioni  deU'affe ,  l'archetto  OC  fará  la  tangente  NO 
prodotta ,  1*  archetto  CD  fara  la  tangente  BC  prodotta, 
Tarchetto  PO  la  tangente  JCD  prodotta,  e  cosí  di  tutti 
gl'aitri ;  faranno  adunque  fimili  i  triangoli  OJN,  CAN, 
e  pero  fará  OI,  CA::NJ,  NA ;  cosí  puré  per  la  fimi- 
litüdine  de*  triangoli  C.A&,  DEB  fará  CA^  DEr.BA, 
BE  ;  ma  A/Í=BJ  ,  NA  =  BE  ,  adiinque  fará  07, 
CJ::  CA,  DE  ,  Q  cpsi  fucceiTivaraente  ;  e  pero  le  or- 
dinate faranno  in  continua  proporzione  geométrica.. . 
Quindi  anche  confiderando  l'aífe  non  divifo  in  partí  in- 
fifiitefime  ,  raa  finite,  ed  eguali ,  perché  le  intermedie 
ordinate  proporzionali  £ra  10  ,  per  efe m pío  ^  e  CA  fo- 
no ne  piú  né  meno  di  numero  de  lie  intermedie  fra 
CJ,  e  DE,  e  cosí  dcíl'alrre;  faranno  puré  le  10, 

CA, 
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CJ^  DE  ln  proporzlone  geométrica  corrirpondenti-ad 
aífiíTe  in  proporzlone  aritmética  .  Anzi  prefe  due  ordi- 
iiaté-  a  p  i  acere  ,  e  prefe  dtie  altre ,  dovunque  fi  vuolé , 
purché  la  di  [lanza  fra  la  prima ,  e  la  feconda  fia  la- 
fteffa  della  dillanza  fra  la  terza,  e  la  quarta ,  come  fa- 
Tébbero  10,  CJ,  ñG,  ÍHj  fará  la  prima  alia  feconda, 
€orae  la  terza  alia  quarta  . 

La  curva  logarítmica  non  íi  puó  geométricamente 
deferí  veré  ,  bensi  orgánicamente  ,  e  per  6  é  una  curva 
mecánica,  e  Mmpofiibílita  di  eífere  geométricamente 
defcritta  é  la  fieíTa  dell'impoíílbilitá  delía  quadratura_, 
dello  fpazio  iperbolico ,  come  fi  vedrá  a  fu  o  luego ; 
quindi  gl'integrali  di  quelle  formóle  difíerenziali ,  che 
portano  alia  logarítmica ,  íi  dicono  ancora  dipendere 
dalla  quadratura  dell'iperbola . 

Nella  logarítmica  adunque  le  porzioni  delI'aíTe,  o 
fia  le  aíTiíTe  prefe  da  un  punto  ñíTo  corrí fpondo no  alie 
ordinate  in  quella  guifa  appunto  ,  che  nelle  tavolc  tri- 
gonometriche  corrifpondooo  i  logaritrai  alia  ferie  natu- 
lale  de'  numeri . 

II.  Ció  poflo  fia  ( Fig.  3- )  la  logarítmica  DC,  la 
di  cui  fottotangente  eguale  all*  unita ,  o  puré ,  fe  íi 
vuole  ,  eguale  alia  cortante  ¿t ,  c  fía  l'ordínata  AD 
eguale  alia  fottangenre  ,  cioé  eguale  all'  unita ,  o  fia- 
alia  cortante  a  ,  che  fa  figura  d' unita  .  Prefa  una  qua- 
iunque  aíRÍTa  JB-x,  üz  BC=/ ,  ma  l'equazione  della 

b  curva 
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cum  é  ady  ~  dx  ,  adunque  1*  intégrale  di  ady  fara  x  , 

T~  y 
mz  x=:AH  ,  ed  -ííS  c  il  logaritmo  di  BC^  cioe  di  y, 

adünque  fervendoii  del  fegtio  J  per  fignificare  intégra- 
le o  fomraa  ,  che  vuol  diré  lo  fleíTo  ,  e  del  fegno  / , 
che  vuol  diré  logaritmo,  Í^slú  J"ady=.^y  nella  logaritmi- 

ca,  la  di  cui  fottangente  fia  ~  a  .  líleíTamente  fará' 
y*'áy  ;z  /y  nella  logarítmica  della  fottangente   —  t  ; 

bdy  —  ly  nella  logatitmica  della  fottangente  =  h  ; 


fady  —  lb^y  nella  logarítmica  della  fottangente  , 

cioé  prefa  nella  logarítmica  la  ordínata  BÜ^  AHzzy , 
fe  ad  eíTa  ü  aggiüngera  HK~b,  .e  fi '  condurra  KG 
.parallela  all'afmtoto,  e  fi  abbaíTerá  GE  paraUela  ad 

AD  ,  fara  GE-y  -^b,  e  pero  AE-ih-hy- 

12.  Dalla  natura  della  logarítmica  chiaramente  ft 
vede ,  che  qualunque  volta  la  quantitá ,  di  cur  fi-  vuole 
il  logaritmo  ,  é  quantitá  infinita ,  facendo  eíTa  figura  di 
ordinata  infinita  nella  logatitmica  ,  fará  puré  infimtíL-. 
l'intercetta  neU'aíTe  fra  eíTa ,  ed  il  punto  A,  e  peró  in- 
finito il  logaritmo  ;  e  fe  eíTa  fará  eguale  alia  prima  A  D> 
Qo,é.  alia  fottangente ,  il  logaritmo  fará  eguale;  al  zero 


c 
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e  íe  %  a  minore  -di  AD,  come  farebbe  HA^  H  loga- 
ritmo fará  3  e  negativo  ;  e  finalmente  fe  fará  zzo^ 
il  logaritmo  fará  infinito.  Se  la  formóla  dífíeren2:ial£^ 

foíTe  —  dy  ,  1' intégrale  farebbe  —     ,  e  fe  foíTe  —  dy^ 

y    «-hy 

r intégrale  farebbe  —  ^«+-7  ,  ma  fe  íara  — dy  ^  l'inte- 

'  a"—  y 

grale  Tara  / a  — jk ,  e  fe  ftra  dy  ,  V intégrale  fará  — ¡a  —  y , 

a— y 

intendendo  queíli  logaritmi  nella  logarítmica  della  fot- 
tangente  agúale  alPunitá  .  La  ragione  di  ció  fi  c,  che 

íiccome  1'  intégrale  di  dy  é      ,  cosí  11  difFerenziale  di 

¡y  h  dy  i  e  generalmente  parlando,  il  difíerenziale  di 
y 

una  quaratitá  logarítmica  é  la  frazione  ,  il  di  cui  nume- 
ratore  fia  il  prodotto  della  fottangente  nel  difíerenziale 
della  quantitá ,  ed  il  denominatore  la  quaniita  fieíTa-, , 

ídanqaeil  difFerenziale  di  — h+-y  fará  —     »  iV  diffe- 

a-hy 

renziale  di  la — y  fará  — dy  ;  il  difíerenziale  di  — h—y 
,       a— > 

fará_á^,  fuppofla  la  fottangente  della  logaritmica  =^1*^' 

€  qnando  non  fia  tale  ,  fi  moltiplicheranno  i  numerato- 
ri  del  diñerenziali  nella  data  fottangente . 

15*  Ma  poiché  la  logarítmica  non  á  ordinate  nega- 

b  2  íive. 
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tive  ,  pare  ,  che  non  ü  faprebbe  ritr&vare  la  quamita 

che  corrifponda  all'  efpreíTione  ^ a^y ,  cioe  quale  fia  il 
logaritmo  di  a — y,  qualora  a — y  fu  quamítá  negativa, 
cioé  y  maggiore  di    ;  ma  In  que  fío  cafo  avvertaíi,  che 

é  la  fleíTa  cofa  ¡a— y ,  e  ¡y  — a ,  e  che  in  tale  fuppo- 
Ao  eíTendo  y— a  pofitiva  eíTa  pu6  eífere  ordinata  neíía 
logarítmica ,  ed  in  fatti  differenziando  il  primo  logarit- 
mo (i  á  — dy  ,  differenziando  il  fecondo  fi  á  dy  ,  e 

miitando i fegní al numeratorc ,  e denominatore , fi á  —dy, 

a— y 

che  é  lo  fieíTo  del  primo . 

14.  Dalla  proprieía  della  logarítmica  altre  fe  ne  dcr- 
ducono  iritorno  alie  quamita  logar itmiche  ,  ed  in  primo 
luogo  j  che  il  múltiplo  ,  o  fubmultiplo  di  un  logaritmo 
fara  il  logaritmo  della  quantirá  elevata  alla  poteíía  del 
dato  numero  j  cos\  lixzzlxxi  $-¡xz:¡x^il¡x^¡\^x; 

'^iMzz  Jy  íí'y  nlx:^lx^  \  -Jx^lxn  ,  e  la  íagione.íi 
c  ,  perché,  prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  ordina- 
ta OP:=.y,  il  di  cui  logaritmo  h  AO  (  Fig.  3. )  j  fe 
faranno  AO^  OS,  SF  ce.  eguali  tra  lo^o  ,  faranno  A  Ó, 
aritméticamente  proporzionali ,  ele  ordinate^ 
JD  ^  OP  ,  ST  y  Fi  ce,  faranno  geométricamente  pro- 
porzionali, onde  porta  AD  egiiale  airunitá,  OP  , 
fara  ST:^yy ,  FÍ  =  y'  ec. ,  taa.  AS  doppia  di  AO  h  lo- 
garitmo 
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garitmo  di  yy  ,  cioé  ^yy  ,  ed  -¡ár  tripla  di  ^0  é  /y'  ; 

adunque  y  —  ^ yy  ^-'^  h~h'' •  f^ost puré  ,  polla  ^0  =  /;í, 
e  divifa  per  meii  in  Af,  fara  MNz^  \/y^  e  pero  AM^ 

-^AO  ,  cioé  ^ /^j  fará  í  .  likíTamente  poftaj2íi=J'í 
e  divifa         iii  tre  partí  eguali  in  JVf,  ed  O  ,  fará 

AfA^  =     y  ,  cioé  jjíT  >  nía  ^M='^  /)f  ,  adunqae»*. 

^  ly=:ly'i^  e  cosí  degl'altri ,  , 

Né  devefi  ommettere  di  avvertire  ,  che  ('intégrale 

di  —  rfy  non  é  folo  — (y,  come  fi  é  veduto  al  nutn. 
y 

12. ,  ma  che  pü6  efprimerfi  anco  per      5  o  fia  /j'""  '  ; 

conciofiacché  prefa  nella  logarítmica  una  qualunque  or- 
dinata  OPzzy  ^  e  fatta  -4  0  ,  fará  per  la  natura^ 

della  curva  OP,  A  D    J  D  t  n.  h  ,   cioé  ji? ,  i  : :  i  , 
íi  A  =:  I  ;  ma  ^    é  il  logaritmo  negativo  di  O  ?  ,  cioc 
T 

di  _y ,  ed  é  aífieme  il  logaritmo  di  ^-^  ,  dunque  farí* 
—  ly  —  ljzzly—^  ,  vale  a  diré  ,  che  il  logaritmo  nega- 
tivo di  una  qualunque  quantitá  fará  lo  íleíTo  del  loga- 
ritmo poütivo  della  frazione  ,  di  cui  eíTa  quantitá  formí 
il  denominatore  j  o  fia  della  quantiiá  íleífa  ¿on  I'efpo- 

tiente  negativo ;  cosí  fará  — mly  :zi '^m'=.  ly~^  , 

15.  In  oltre  la  fomma  di  due,  di  tre  ec.  logaritmi 

fará 
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fara  eguale  al  logaritmo  del  prodotto  dtUe  qnamita, 
delle  quali  effi  fono  i  logaritmi ,  e  la  difFerenza  di  due, 
di  tre  ec.  logar ít mi  fara  eguale  al  logaritmo  della  fra- 
zione  ,  il  di  cui  numeratore  fia  il  prodotto  delle  quan- 
titá  j  delle  quali  efll  fono  i  logaritmi  poíitivi ,  ed  il  de^ 
nominatore  f;a  il  prodotto  delle  quantiíá ,  delle  quali 
fono  i  logaritmi  negativi  ,  Imperocché  fia  OP—y^ 
QR  —  z,  fara  ^0=  ¡y,  AQ^zzIz  ;  fi  prenda  QB~JO^ 
fara  AB~¡y  -^Iz;  ma  AB  é  puré  il  logaritmo  di  £C , 
e  per  la  proprieta  della  logarítmica  ,  BC  é  la  quarta.. 
proporzionale  di  AD,  OP,  QR ,  cioc  —yZf  adunque 
fara  A Bzz/y  ^ ¡z~¡zy  .  Sia  un'altra  ordinata  MN—py 
ñ  prenda  BF=AM,  fara  AF=  A  M^AB  -¡p-t-  ¡yz  ; 
ma  ^  F  é  il  logaritmo  di  F J  ,  ed  Vl^pyz  ^  adunque 
Ip  -^ly  -^Iz^  l'pyz  . 

Sia  di  niiovo  QR~z,  OP=y  ,  e  íi  prenda  jC2-W  = 
AO  ,  fara  A M-A Q—AO-Íz—¡y  ;  ma  AM  é  il  lo- 
garitmo di  MN  ¡  e  per  la  fleíTa  proprieta  della  logarit- 

miea  ,  MN  =  z  ,  adunque  A  M—  ¡z — //  =  /  j  .  Sia 
T 

un'altra  ordinata  BCzzp  ,  e  ñ  prenda  ^/ízzBM,  fara 
:^.4~:  —  AB-hAM=:-~¡p-^  ¡-^  ;  im  ^A  e  il  loga- 
ritmo, di  S  n ,  ed  sn  é  =  z  (  per  eíTere  la  quarta  pro- 

p.y 

por- 
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,  porzlonale  ái  BC,  MN ,  AD),  adunque  1%  —  ly  — 

16.  Siccome  negl*altri  caíl ,  cosí  ancoré  ín  qiíéííi 
delíe  integrazioni  per  vía  di  íogaritmi ,  fi  d?vc  fempre 
aggiungere  la  coíbnte  ,  cioé  il  logarkmo  di  quantitá 
colbnte  arbitraria  ,  determiaaríi  p9i  ne*  caft  par- 
tí colar  i  . 

17.  Ma  quíindo  le  formóle  difFerenziali  propolíe 
da  integrarfi  fieno  frazioni  col  denúminaiore  compleflTo , 
fi  poííono  daré  alcuni  caíi ,  ne'  quali  é  facile  avere  il 
loro  intégrale  col  meg^o  della  logarítmica  ,  e  fa'ra  ogní 
cjiial  volta  il  nuraeratore  della  frazíone  fia  il  differen- 
síiále  precifo  del  denominatore ,  o  puré  il  multiplo  ,  o 
íubmüliiplo  di  eíTo  differenziale  ,  anzi  ogni  qual  voka 

fia  proporzionale  ,  ed  in  quefti  cafi  1' intégrale  delU 
formóla  é  il  logaritmo  de!  denominatore  ,  o  puré  ü 
múltiplo  ,  o  fubmultiplo ,  o  proporzionale  di  eíTo  lo- 
garitmo . 

Cosí  l'integrale  di  ixd:^  fara-  /<24-h  ?t»'r  1' intégrale 
di  —  z}(di(  fara  ¡aa  —  xx  \  l'integrale  di  ^xxdx  Tara 
Ja'  +      ;  l'integrale  di  ^xdx  fara  2¡aa-hxx ,  cioé 

aa  +-  xn 

 X         _  ^   

¡ aa  4-  XX  ;    l'integrale  di    xdx   fara      ¡  aa     x\v  , 

(ta  +•  XX 

cioe 
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cioé  ha-h-xíf  ;  I' intégrale  di  xxdx  fará /a' -f-A?»  , 

c^oh  /  j/a^  4- x^  ;  e  generalmente  1' intégrale  di 
mx"'~'dx  fará  i:  mia^'jzx"  »  cioé      m¡a"izM'*  ^ 

m 

O  fia  ±:/¿?»i:ft?n«  .   Cosí  1' intégrale  di       —  ia-^^j? 
fará  /  ¿íí?  —  aíAT  ;  1*  intégrale  di  ^adx  —  xdx  fará 

^^^^^  (lar  —  «« 

/t^^Af — XX,  e  COSI  degi' altri  a  piacere  ,  prefi  queñi 
logar itmi  nella  logaritmica  della  fottangente  =:  i 

i8.  Ma  fe  il  numeratore  della  frazione  non  c  del- 
la forma  ,  che  abbiatno  confiderata ,  quando  pero  il  de- 
nominatore  fia  tale ,  che  neíTLino  de*  fuoi  componenti 
iineari  fia  immaginario ,  cioé  quando  tutie  le  radici , 
dal  prodotío  delíc  quali  egli  é  nato  ,  fie  no  reali ,  alio  ra 
fi  proceda  nella  fegaenie  maniera  . 

ip,  Ed  ín  primo  luogo  le  radici  del  denominaro- 
re  9  o  faranno  tütte  eguali  tra  loro ,  o  no  ;  fe  fono  tut- 

te  eguali ,  come  le  avrebbe  la  formóla  ,  fi  pon- 

  73J   M 

ga  xiia-z  ,  e  pero  dxz:dz  9  x."'  —  zi:  a  ,  xt:a^z^ ; 

c 
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e  fofiituendo  nella  formóla  quefli  valori-,  fará  z"  a  i2. 

Fatta  per  tatito  attualmente  la  pote  fia  m  ,  ciafcun-  termi- 
ne fi  faprá  integrare  ,  o  algebraicamente  ,  o  tranfcen- 
dente  mente  per  mezzo  del  la  logar  itmica ;  quindi  redi- 
tuito  in  luego  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  avererao  l' in- 
tégrale della  propoña  formóla  ^'"^^ 

«i: « 

Sia  per  efempio  .  Pongo  x—a~% ,  e  per6 

fatte  le  foflituzioni ,  fará  z -t-  ^az%d%    '^aazdz  aHzy 

_  _ 

ed  integrando,  z+-%Iz  —  ^aa —  ás' ,  e  reñituendo  iií— 
luego  di  z  il  valore  dato  per  x ,  averemo  fiiialmente_» 

 ^  3 

dx  =:;tf — a-^¡x — a — zaa  —  ,  il  qual  in- 
 '                                   ,  V  ^ —  ^ 

tegrale  differenziato  reflituirá  la  formóla  peopoíla  da^ 
integrarfi  . 

20.  Che,  fe  le  radici  del  denominatore  non  faran- 
no  tuíte  eguali  ,  ma  o  tmte  dífuguali ,  o  mide  d'ugna- 
li ,  e  d'ineguaii ,  allora  conviene  prima  preparare  la- 
formóla  col  rendere  pofitivo  il  termine  della  maíTiraa^ 

e  poteíla 
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potefla  della  variabile  nel  denorainatore  ,  fe  foíTe  nega- 
tivo ,  indi  liberarlcr  da*  coefficienti ,  fe  ne  á ,  di  poi  fe 
la  variabile  nel  nu me r atore  ,  quando  vi  fia ,  foíTe  ele- 
vara a  poteflá  maggiore,  o  eguaie  alia  maíRma,  che  i 
nel  denomimtore  ,  debbell  dividere  il  numeratore  per 
lo  deoominatore  fin' a  tanto  ,  che- l'efponente  delta  va- 
riabile in  quello  fia  minore  ,  che'  iti  queflo  ;  in  fine  fi 
tpvino  algebraicamente  le  radici  del  denominatore». . 
Sia  per  cagion  d'ererapio  la  formóla  — aadx  \  Mutan- 

y  ■ 

8S  —  4a"  .V 

do  i  fcgni ,  e,  dividendo  per  4  ,  fara     aadx    ,  cioc 

^  ^^^^  ■       :  Sia  aadx  ,  dividen- 

do  per  2  ,  fara  aadx         ,  cioé      ~  aadx  . 

XX  +■  %ax  +'  hx  +■  ^ab  «  -h  X  w  -t-  a 
Se  nel  numeratore  vi  foíTe  fiata  4a  variabile  ,  ed  eleva- 
ra a  maggiore  potefiá  ,  che  nel  denominatore ,  fi  avreb- 
be  íatta  l'attiial  ,divirione  ,  per  cui  avremmo  avuti  degl' 
intieri ,  e  de'  rotti ;  gl'  intieri  H  tratterebbero  nelle  ma- 
niere, íin' ora  fpiegate;  i  rotti  nella  feguente  . 

ai,   Sia  la  frazione       laadx      ,    dico  ;  chi^ 

queíla  Xara  eguale  a  due  frazioni ,  ¡1  numeratore  delle 

quali 
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quali  fia  lo  ü-eíTo'di  queíla ,  ed  i  denomitiatori  fieno  : 
della  prima  il  prodotm  d'una  delle  radici-  nellar  di£fe- 
renza  dtUa  quantiia  cotlante  dell' alera  radice  e  deila 
quantita  coflante  délla  radice  pofla ;  della  feconda  fia- 
il  prodotta  deli'altra  radice  nella  differenza  della  go- 
ííante  della  prima  radice  ,  e  della  coííante  di  quefta-. 

feconda,  cioé     -^aad'x    =    '-^aadx    -t-     -oadx  , 

e  fe  le  radici  foíTero  tre  ,  quattro  ec.  fi  proceda  femprc 
coUo  fleíTo  método ;  ed  in  fatti  riducendo  al  coinune.* 
denominatore  le  frazioni  in-tal  guifa  ritrovate ,  rcííitui- 
ranno  eíTe  la  frazione  prima  onde  fono  tiate . 

Gl'integrali  adunque  di  tali  frazioni  cosí  fpezzate, 
j  quali  faranno  fempre  in  noflra  mano ,  fuppofla  la  lo- 
garítmica, faranno  gVintegrali  della  propofia  formóla, 
c  peró  fará 


X  *H    X   -t-^  ^       —  b  2a  —  b 


í  <3í  ,  O  fia    a    l^'ljítJ  nella  logarítmica 


2a  —  b  2a 
d^lla  fottangente  =  a  . 


ta   


I 


Sia  ^ — — r=  •         ^  fpezzera  nelle^ 


c  z  due 
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,       '  4  ^íí^*"  ■?  ^^^^ 

due   ^  * 


cioe   J.   j,          ,  e  pero  fará 


Sí  —  4  ^  '  AT-f-  -í  ¿I 

4  tt 


»  nella  logaritmica  della  fottangente  =a. 
Sia  a*áx  ,  eíTa  fi  fpezzerá  nelle  tre 


» -H  aX-— «Xc"""  «  « — ¿Xf     ¿Xc +- ¿   «+•  cXa — cX— 

c  pero  fara  r        a^dx  ~     aa       ^ at 


ííí?       /;if  —  h —     aa       ¡x-^c   nella  logarit- 


mica  della  fottangente  =:  a  . 

Sia    — aHx  ,  cioé  — aHx         ;  eíTa-* 


X  ~~aax  x^aXx — ¿íXAr+-o 

fi 
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fi  fpezzerá  nelle  trc 

cioé  —  adx    —  ad>s       adx  \  e  per6  fará 


'—  ¿í '  ¿ía:  =  /  Af  —  \  l  XX  —  aa  ,  cioé  =  j  « 


nella  logarítmica  della  fottangente  =  a . 

22.  Se  11  denominatore  della  formóla  fará  miflo 
di  radici  eguali  ,  ed  ineguali  ,  come  per  efempio 


ti^h  X*' +- f 


,  allora  fi  confideri  la  formóla  ,  come^ 


fe  foíTe      ^       -  ,  e  fpezzata  queíla  al  folito  ,  fara 

a^dx           a^dx     -t-      a^díí  , 
.   —   — — ^znz:  5  adunqucj 

noltiplicando  i  denominatori  per  at  —  í  ,  altea  radice^ 
della  propofta  formóla  ,  fará  anco 

dx      —       a^dx        -h  a^dx  , 

ma  il  primo  termine  dell'omogeneo  di  comparazione  á 
il  denominatore  di  radici  tutte  eguali ,  ed  il  fccondo 
di  radici  tutte  difuguali ;  adunque  l'uno  ,  e  raltro  ma- 
neggiato,  come  fi  é  detto ,  potremo  avere  1' intégrale  di 

^^^^  ,  il  quale  fará  in  parte  algebraico  ,  ed 
»  —  ¿  X-»  -I-  e  iíl 
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in  parte  logaritniico  5  cioc   aa    Jx+'C      — a  *  , 

prefo  il  logaritmo  nelia  logarítmica  della  fottangente  =  a . 

Se  le  radici  eguali  faranno  in  maggior  numero,  11 
dovrá  neilo  íleíTo  modo  rípetere  roperazione  fin  che 
fia  neceíTario  . 

23.  Rimane  ora  da  confiderarfi-  il  cafo,  in  cui  leJ 
frazioni  abbiano  In  oltre  nel  numeratore  la  varíabile  a 
quaUmque  potelU ,  íntendendo  pero  fempre ,  come  é 
ííato  avvertito  di  fopra ,  che  la  potefiá  di  eíTa  variabile 
nel  numeratore  fia  minore  della  maíEma  ,  che  é  nel 
denominatore  ,  e  non  lo  eíTendo ,  fi  r  id  acá  tale  coJi_»- 
l'attual  divifione  . 

In  quefli  caíl  fi  tratti  la  formóla  nello  ÍleíTo  mo- 
do, come  fe  nel  numeratore  non  vi  foíTe  potelU  alca- 
na della  variabile  ,  fpezzandola  nel  modo,  fpiegato  íil. 
altrettante ,  quante  fono  le  radici  del  denominatore.» , 
indi,  fe  l'efponente  della  variabile  nel  numeratore  del- 
la data  formóla  é  di  numero  difpari ,  fi  mutino  i  fegni 
a*  numeratori  dellc  r  i  tróvate  frazioni ,  e  fe  é  di  nume- 
ro pari  ,  fi  lafcino  ai  numeratori  quei  fegni  che  ánno  ; 
di- poi  ciafcun  numeratore  fi  moltiplichi  per  tanta  po- 
isñk  della  coílante  di  quella  radice ,  che  é  nel  denomi- 
catore  ,  quanta  é  la  potefiá  della  variabile  nel  numera- 
tere  della  propofia  formóla,  prcíiggendo  ad  eíTa  co- 

fiante 
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fíante  elevara  a  tale  poteftá  quel  fegrw  ,  che  poíta  Ü 
fegno  natiirale  ,  che  á  nel  denominaiore  , 

Sia     bbxdx     ^  Conüderata  cjueüa,  com«  fe  nú 

numer atore  la  variabile  non  vi  foíTe  ,  fi  fpezzera  nellc 
due  __^^Í?^L__  -h       hbdx       .  j^a  perché  nelnutne- 

ratore  vi  e  la  variabile  ekvata  alia  poteílá  dell'unita,  fi 

ni  □  ti  no  i  fegüi  a'  numeracori ,  e  fi  moltiplichijno  reíati- 
vatTicnte  per  la  coflante  di  quella  radico  ,  che  é  nel  fuo 

denominatore  ,  cioé  la  prima  per  a ,  U  feconda  per 
,  ed  averemo 

hbxd.'d       =   — bbdxXa  —     bhdx  X — a  ^ 
¡TT^a X  «^<f         » X ^«  «  —  «  X  w 

cioe  =   ^^^^  ^^^J^  ,  e  pero  fara 

2  X  «  +-  a  2  X  «  —  « 

r¿¿;ítÍA?       =  ¿  /  K^-h'  íí       b  l  Vsí  —  a  ,  O  íia_* 
jf  +-  «X  «  — « 

=:  &  /  k';(f;ií— ¿íí?,nelU  logarítmica  della  fouangeme  = 
o  puré,  fe  fi  vuole,  fará  ^bb  ¡  V xa — aa  nella  lo- 
garitraica  della  fottangente     i  . 

Ma  era  fuperfluo  il  ridurre  quefla  formóla  alie  due 
frazioni ,  poiché  eíTendo  eíTa  hbíídx    il*  numer  atore  é 

appunto  la  meta  del  difíerenziale  del  denominatore ,  e 

perd 
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pero  fenz' altra  operazione  1*  intégrale  fará  ,  come  al 

num,  17.  íi  é  detto  ,  bb  ¡  i^xx  —  aa  nella  logarítmica 
-della  fot  tan  gente  =  1. 

Sia       x^dx       j   cioé  x^dx  ,  e 

KA?  —  fia  X  x-hi  Af '  +-  hxx  —  aax — aab 

divifo  il  nuraeratore  per  lo  denorainatore ,  ávremo 
xdx  —  hx^dx-h  aaxxdx    aabxdx  ,  e  divifo  di  nuovo 

jf '  +•  bxx  —  aax  —  aab 
il^termine  — bx*dx  per  lo  denominatore  ,  avremo 
x'^dx       —  xdx  ~~^  hdx  -t-  aaxxdx    bbxxdx  —  aahbdsi , 

Ma  i  due  prirai  terraini  fono  intieri,  e  1' ultimo  noii^' 
á  la  variabile  nel  numeratore  ,  e  'peró  fi  fa  raaneggia- 
re  ;  adunque  rimaqe  da  ridurfi  folamente  l'altro  termine, 

cioé  ^^•^hby.¡^¡<:dx 
XX  —  aa'X.x-^-b 

Coniidecato  qiieño  ,  come  fe  non  aveffe  la  va- 
riabile nel  numeratore  ,  farebbe    aa  -h  bb  X  dx  z: 

A*A'  —  «a  X  í;  -í-  ¿ 

agj^bbXdx  +■    aa-hbb  X  dx    +•     aa-hbbX  dx 

M  +•  ¿X—  aa  -i-        í¡ +.  aX— iíí¿ -H  iiíd      »  —  íi  Xitfí  +-  im 

'  e  per  tanto  fara  íf^^^bX^^dx  r:  m-^bbXbbdx  ^ 
m^^^bbXmdx    +-   aa^bbXaadx_  ^  ^^j^  finalmen- 


te  poi 
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x'^dx  :      zz  xdx  —  bdx      —  aabhdx 


xx~^.aay\  x-^  h      i  x  ^  ¿  X —  m 


uá  -H  bb.  X  bhdx  4-       ^  ^b  X  c7¿íÍa?   4-   ¿3!£í  -h  bb  X  ¿^¿í^^^^  • 


€  fe  vogliamo  fpe^zare  anche  il  termine  —^^bbdx 

-h  ¿  X  ^Jí —  aa 

per  avere  in  fine  1' intégrale  delk  propoík  formólo^, 
f^^4         x'^dx  xdx  —  bdx  ^         b^dx  -h 

_  -  Adunqoe  in- 


XX 

a^dx  ^  a'^dx 


legrando  avremo   ^        x^dx        =  xx  bx 


r  x^ 


¿*     J  x-^  b         a''       /aí+-íí+-'    ¿j*    /a:  — 

íj«  —  ¿¿  jifít  —  íaa  -f-  a«¿ 

f  refi  tali  logaritmi  nella  logarítmica  .  della  fottan  ge  ri- 
te =  i  . 

Cosí  in  quefle ,  come  in  tutte  l'altre  integrazioni', 
che  fi  faranno ,  s'intenda  doverQ  aggiungere  la  coíían^ 
te ,  qualora  fará  da  me  per  brevitá  orameíTa ,  il  che 
bañera  d' avere  qui  avvenito. 

24.  Ma  le  formóle  diíFerenziali  poíTono  avere,  e 
Tpéñb  árino  denominatori  tali  ,  de'  quali  non  fi  poíTono 
riirovare  algebraicamente  le  radici ,  ció  non  o[lante_> 
peró  ferve  egoalmente  bene  la  regola  delle  frazioni  an- 

d  che 


I 
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j^he  in  queíli  cafi ;  imperciocché  fi  tratti  il  deeoraina- 
tore  ,  come  le  foíTe  un'  equazione  ,  e  col  mezzo  delle 
ínter fecazioni  delle  curve  fi  trovino  geométricamente 
in  linee  i  valori  della  variabile  in  quella  guifa  appunto, 
che  fi  coílcuilcono  i  pr  oble  mi  folidi ,  e  tali  valori  o 
linee  fi  chiaraino  A  ^  B  ,  C,  ec.  coi  legni  pofitivi ,  o 
iiegativi  fecondo  ,  cheionq  quantitá  pofitive  ,  o  nega- 
tive  ;  ciafcuno  di  quefti  foctratto  dalla  variahile  formerá 
le  radici  del  denominatore  di  modo,  che  la  propofia-. 
formóla  differenziale  fi  convertirá  in  un^  .di  queíla- 
forma  dx  ^  g  foprá"c3í-qri'elía  helio 

ñeíTo  modo  fi  operi ,  come  fi  é  operato  nel  cafo  delle 
radici  algebraiche  ,  . 

45.  E*  facile  a  vederfi ,  che  l'addotta  regola  ferye 
íolamente  nel  cafo  che  le  radici  del  denominatore  fieno 
tuítc  reali ,  perché  altrímenti  eíTendo ,  fpezzata  la  for- 
móla in  altre  frazioni,,  tante  di  qaefie  farebbero  imma- 
ginarie ,  ed  in  confeguenza  imraaginarj  gl'integrali  , 
quante  fono  le  radici  immaginarie  nel  denominatore 
della  propofia  formóla  diíFerenziale  . 

z6,  Quando  adunque  il  denominatore  delle  propo- 
,  desformóle  differenziali  fia  compofio.  di  radipi.  immagi- 
narie. o  in  tutto  ^  o  in  parte,  fa.4'uopQ  ricorrere  ad 
altre  maniere  ;  ed  in  primo  Inogo  abbiano"  le  date,  for- 

íiüle 
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mole  il  denomin?itore  di  dye  fole;  dimenfiani  ^  cipe  di 
due  radici  immaginarie ,  e  fia  per  efempio  hbdx 

^^L* intégrale  di  queíla  formóla,  e  di  tattc  Taltrc 
fimili  di^^ende  dalla  rettificazlone  ,  o  quadratüra  déí  cif- 
coló :  diíG  vrettificazione  ^  o  quadratüra  ,  poiché  data-^ 
l'una  5  é  vicendévolmenre  data  l'alrra  • 

Sia  pertanto  (  í'í^.  4; )  il  quadrante  di  circolo  ACG^ 
il  raggio  J Cz:a  ,  CD  tangente       ^  fará  JB^     aa  , 

aa 

CB  =  a  ,  ed      =  . 

aa      A*.v  y  aa.  "f*  A"* 

Condoíta  A  K  infinitamente  proflima  ad  ^  D  ,  facst 
E  O  la  fluífione  ,  o  diíFerenza  deli*  arco  CE  j  e  tirata  dal 
punto  O  la  retta  O  M  parallela  ad  jSB ,  ed  £  fí  parale- 
la ad  AC,  fará  HE  la  difíerenziale  di      ,  HO  la.* 

diíFerenziale  di  EB,  e  petó  Etí  -  -  ^^^^^  ed 

^^^^  /  — UTi 

HO  =  ^==r  ;  adunque l'archetto  E0=  K  H£'+-Hd 


Í2s\'^^a^dx'^^a''xxdx'^  —  aadx  ;  adunqoe  l'inregra- 


^  XX 


aa  XX 


le  della  formóla   aadx   fará  l'arco  CE  della  tangente 

Üñ  ^  .VA* 

CDzzií,  e  del  raggio      =  íí  . 

•da  Ripi- 
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Ripiglío  ora  la  formóla   bbdx    :  moltiplícando  il 

nuiheratore,  e  denominátore  per  ¿i¿i,fará  efla  66  X  ¿t^dx  ; 

mal*  intégrale  di  aadx  é  l'arco  di  circolo ,  che  abbia 

per  tangente  U  x ,  ed  il  raggio  123,  fari  adunque_, 
l^bbdx^  —  al  quarto  . proporzionale  di  aa  y  di  bh ,  e 

dell'arco  di  circolo  col  raggio  =.a  ,  tangente  =:  x. 
Sia  la  formóla   aamdx    :  come  che  moltiplícando 

il  numeraíDre,  e  denominátore  per  equivale  a  queíl* 
altra  ^  X  ahdx  ^  f^rá'  fj!^^Íl^  =  d  quarto  pro- 

porzionde  di  i?!?  ^  di  am  >  e  dcU'arco  di  circolo  col  rag- 

^gio  =i^aBf  e  tangente  zz  x  i  g  lo  fleíTo  fi  dica  di  mtte 
Takre  íimili . 

27.  Per  l'oppollo  fara  adunque  il  differenziale  di 
un'arco  qualunqae  di  circolo  il  prodotto  .del  ,  quadraio 
del  raggio  nella' difFerenza  d ella  tangente  divifo  per  la 
fomma  del  quadrato  dello  ftelío  raggio ,  e  del  quadra- 
to  della  tangente  . 

E  come  agl'altri  integralijO  fommatorie  devefi  ag- 
giuogere  fcmpre  la  coílame  ^  cosí  a  quelli  ancora  cfi 
rettificazioni  di  circolo  ^  per  ave re;;tC  fommatorie  com- 
pite ^  deyefi  aggiuogere  un' arco  coílante  deI!o  ñcíTo 

circoloj 


\ 
> 


ANALlTíCHE  LÍB,  lll  ,^4,1 
circolo  ,  "imperciocché  la  dijfFcrenza  per  cui  pu6  qrefcc- 
re  ,  o-' calare  I'arco  cosí  compodo  del  fluente ,  e  del 
coftante  non  fará  mai  altro-  che  ;il  'diffei'énzialét  -  delt* 
aireo  fiuente;  adunque  ad  eíTo  difíeiíenzíals  pu6  compe- 
teré per  intégrale  la  forama  dell'arco  ñuente  con  qaa- 
lunque  arco  cortante  del  medefirati  circolo- .  r  Snppo a iit.- 
mo,  che  fia  ~x  ía  tangente  d' un* arco  del  tinglo— a. ^ 
e  fia  b  la  tangente  di  un' altro  arco  cortante-  del  mede- 
fimo  circolo ;  fi  fa  i  che  la  tangente  della  fomma  di 
querti  due  archi  (  num.  108.  Lib.  I. )  fará    aab  .-t-  aa:^  , 

mit  itrd'ifferenziale  di  quefta  moUiplicato  nel  quadrato 
del  raggio,  ed  il  prodotto  divifo  per  lo  quadrato  del 
raggio  ptü  il  quadrato  della  rteíTa  tangente  fi  trova  eíTerc 
-■^  aáiix  ,  che  éildifterenziale  dell'arco  fiuente  vaduriqu^eec. 

Se  'fofíe  la  formóla  aadx  ,  eíTendó 

aa  •}—  XX  —  2¿x  +-  ££■ 

XX  —  2bx  4-  hb  un  quadrato  ,  fi  faccia  x--^b=l^z  3-  -é- fó- 
flituendo  avierrió-"  aádz      t'.pñtb,  'fT^ándz-      aH\  argo 


ífl  -f-  2a  ^    as  4-  zz 

'di  circolo  del  raggio  —a^  tangente  ~%,  ma  z  =  x-^b  ; 
adunque  /*      aadx         ~  all'arco  di  circolo  dd  rag- 

glp_=it?  ,  tan  gente  .  :^jv-nrr:¿  .qualor'a  pero  ii^.  !e  mag- 
giore  di.  ¿  ;  raa  prefa  x  minore  di  ¿  j  iMnteg'fále  Vfará 
—  arco  di  circolo  col  medefirao  raggio,  e  tangente; 

cd 
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ed  iíi  fáttí  differenziando  ,"'áVerémd         aadx    [.  ^  , 

la  jfíeffa.;fo.rm(jla  di  prima  ,  ¡ífn 
■Sia|)rópoflalafocmola  ^^hdx -¡n '^hxdx  .  Si  faccia  fpa- 

rireí/ili  féconclo  termiríe  nel  denorainatore  col  porre 
x-=.y-*r^a\  Fatte  le  foílituzioni  j  fará  ,^ 

yy-^zaa  yy^  iaa  '  yy-hiaa 

L' intégrale  del  frimo  termine  fará  adunque  il  ter- 
zo  proporzionale  di  a,  di  5&,  e  dell'arco  di  circolo 

col  raggio'='i^?S^,'''^|ihM^  éy  ••'■¿faí-'íciíblldo  fará 

zaa  *  nella  logaritmica  delk  fottangente  =b , 
Adunque  •  re.ftituendo  in  luogo  della  il  fuo  valore 
X  —  2a,  l'iniegrale  deila  formóla  ^abdx-h-^hxdx  fará.  il 

XX — 4ax-w'6aa 
quarto  proporzionale  ¿i  a  ^  $b ,  e  dell'arco  di  circolo 

col-  raggio  =  1/  zm  ,  tangente  ~:x  —  za  ,  con  di  piu 

¡XX — 4í?Af  4- tf^a  '  nella  logarítmica  della  fottangen- 
te =  ¿. 

,  ^  ^28.  PaíTando  oraaquelíe  formóle  differenziali,  che 
conterigonó  fegni  radicáli ,  cioé  quantita  elévate  a  po- 
teftá  di  efponcnte  rotto ,  fe  la  formóla  fara ,  o  fi  potra 

ridurre 
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•ridurre  ad  eíTer  tale  ,  che  1' incógnita  fotto  ü  íegno  non 
ecceda  la  prima  dimenfione  ,  e  fuori  del  fegno  fia  po- 
telU  pofitiva ,  alloca  faranno  eíTe  fcmpre  algebraicatnen- 
te  integrabili , 'e'-fr  avranno'  Ie  ifitegrazioiii  col  fervirfi 
d'  una  fempliciíTima  fofiiruzione  ,  cioé  col  porre  U  quan- 
tiiá  fotto  ií  fcgno  eguale  ad  una  nuova  variabile  . 
,j    ^  Sia  per  untcíaSií  Y  ax — aa ..  Si  p&tiga  i^ak — m = z , 

é  peró  Af=zz-t-ííáf.,.  ííjí^  2Z£Íz  ,  e  fatte  le'  foftituzioní , 
...  iS'Vp')  ^-    '  : —  — 


avremo  izzáz  ,  ed  integrando  22-*-,  ?  reílitaendo  inu, 

luego  di  2  il  valore  dato  per  x ,  fífa'_2^X  ¿x  —  áa  * 

í 

I*  intégrale  della  propoña  formóla  , 

Se  la  formóla  foíTe  üata; .     ,  proc?deado 

K  ax — aa 

0ello  flefTomodo  averemmo  per  intégrale  aX^*' — *  ■ 
Sia  xdíí  ^ a — x  \  poíla     a-^x-z^  e  peró  x-=.(i — s*, 

=: — 4z » íiz , e  fatte-  le  .fohit.ú2ípni,,ayraíG-.>^4«!í  *  áz 
4z'áz  j  ed  integrando  <— 4¡3z' -(-42,' e  reñituendo  la 


luego  di  z  il  valore  dato  per  x ,  fará  —  4£?X  a— +  +- 
4  X  íi  —  X  4  . 

~  Se 
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Se  la  fornioia  foÜe  flata  '    Kfdxt     ,  procede ndo 

'  1/    —  ií 

"i  inr/  . 

nello  ftefíb  modo,  avrpbbefi  per  intégrale 

3  T  .  

'  ■ "  _ .  Sia  Aíx Ja?  1^  a  ^  x  ; ;  po  fía     '  á' V^' áÍ'  =  2  ^  e  peró 

»=zx — a,  dx:=.izdz,  xx^zz — a,  e  fatte  le  foflitu- 

z¡oQÍ,avremo  zz—a  X^zzdz,  cioé  az^áz— 4¿í2;*¿Íz 4- 
.  zaazzdz-,  cd  integrando,  2z''—:4az^  -h  laaz^  ,  e  reftí- 

tuendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  fará  final- 

  7   i    ¿ 

niente  iXa-^x^  ^^aXa-^x  '^  >h  laaXa-hx  * 

?  5  í 

r  intégrale  cércate . 

Se  la  formóla  foíTe  xxdx  ,  farebbc  IMmegralo 

S  -n       t    ■      .         3.   1 

S  T..  ' 

./  -J        .  ,    I 

Sia  xdx  Y  a-hx   ,  cioé  xdx Xa-^x  ^  :  poíla  al 

folito    4-    *=:;*; ,  e  per6  xzzz  ^  — , ííaí :;: 2  z  ^     dz  , 

i 

e  fatte 
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e  fatte  le  foQítiizioni  ,  fará  z  *  — «  X  22  ^     »  cioé 

2z  í      —  2í3z  J  ÍÍ2 ,  ed  integrando  ,22^  —  2¿íz  ^  , 

r              j  7  s 
c  reííituendo  in  luogo  di  z  íl  valore  dato  per  x  ,  f^ra 
  Z    X 

7     .  í 

Se  la  formóla  folfe  ,  averemmo  per  inte- 


grale  2  j/íj^.  2a 


m 


2p.  Generalmente  :  fia  ax^  dxX  ^-^^  "  j  e  fieno 
gli  efponenti  ?,»),»  numeri  intieri  pofitivi;  porta  al  fo- 


H  «  I 


lito  í;+.  flf "  =2; ,  e  peco  a+-x  —  Z^,  dx—  n  z dz  , 


m 


ti 

¡ft—z"' — a  ,  e  fatte  le  foftiínzioni^  la  formóla  fara 

»  » 
z  ^  —  a  Xan^z  ""dz,  e  fatta  attualmente  la  poteílá  t  ¡ 

dafcun  termine  ,  come  é  chiaro  ,  fará  algebraicamente 
integcabile  ,  nc*  quali  termini  ioregrati  reflituito  in  luogo 
di  z  il  valore  dato  per  avcremo  1' intégrale  algebraico 
della  propoÜa  form^ola  -  e  30, 
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30.  Se  I'efponente  m  foíTe  negativo  di  modo  ,  che 
la  qiiantitá  fotío  11  fegno  paíTaíTe  nel  denominatore^ , 
nel  qual  cafo  I'efponente  m  viene  ad  eíTere  pofitívo  ; 
cioé  la  fortTipla  foíTe  atíHx  ,  fatte  le  fleíTe  foL^itu- 

m 

 t 

»  ?¡  —  a  . 

zioni ,  averemmo  2"*  —  a)i<tn%^'*     dz  ,  e  fatta  at- 

tualmente  la  potefta  f ,  farebbe  pure  ogni  termine  alge- 
braicamente integrabile  ,  falvi  que*  cafi ,  ne'  quali  s'ínílnui 
la  poteíU  z  —      ,  che  obbliga  a*  logaritrni  . 

Ma  fe  I'efponente  í  fará  negativo,  non  faranno  alge- 
braicamente integrabili  le  due  fuddette  formóle  ,  faranno 
bensi  libere  da'  radicali  ,  e  ridotte  alie  quadrature  del  cir- 
coío  j  e  delí'iperbola,  come  ii  vedrá  a  fuo  luogo  . 

31.   Ma  quand' anche  la  variabile  fotto  il  fegno  fia 
elevata  a  qnalunque  poteÜa  maggiore  dell'unitá,  par- 
ché la  quantiiá  fuori  del  fegno  fia  la  precifa  differen- 
ziale  ,  o  una  proporgionale  qualunque  alia  difFerenzialc» 
^  della  quantiíá  fotto  H  fegno  ,  per  mezzo  della  íleíTa^ 

fempliclíTima  foQituzione  ü  avranno  gl' integral!  delle  for- 
móle differenziali ,  i  quali  integral!  faranno  fempre  algc- 
braici  3  e  pero 

Sia  ixdx  y  XX -i- aa  ,  Pongo  yxx-^-aa  :z  z  ,  on- 
de XX  ■*-aa'=  zz  ,  ixáx  -  tzdz ,  e  fatte  le  follituzioni , 
y  avremo 
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aVremo  izzdz^  ed  integrando  iz' ,  c  reílituendo  ilj^a- 

s 



lorc  di  z  dato  per  x ,  ñúj^X  xx-haa^  . 

Se  la  formóla  foíTe    ixd:^    ,  averemmo  per  Imc- 


Sia  ladx  ~  4^;^^^?     ax  —  xx  -^hb  y  cioé 


2  X¿?¿í^  —  2:v¿íjí  i^ax ^ —  XX  ^  bb •  Pongo  Vax — xx  -^bh^z^ 
e  pero  ax  —  xx  -h  hb  —  zz^  ed  adx  —  ixdx  ~  %zdz  , 
fatte  le  follituzioni ,  averemo  ¿^zzdz  ,  ed  integrando 
e  reflimendo  in  luogo  di  %  il  valore  dato  per  x^ 


fará  4  X  í^í^  —  xx'hbb^  . 
i 

Se  la  formóla  foíTe    ^adx—^xdx     ^  ayeremmo 

^  ax  —  XX  -H  ^¿ 


1 


per  intégrale     X  ax—xx-^bb^  , 

Sia  (/  x'  — j  cioc 

j 

— 2gA-¿^      x'^axx  ,  Pongo  j¡?^^^^^^^:=z^ 

e  per6  z^  z:x  '^axx  ,  e  $xxdx  ~  2¿iíí¿/;í  -42; ^  á:;; , 

€  z  fatte 
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fatte  le  fofiituzioni ,  averemo  42 -^¿íz  ,  ed  integrando ; 

3 

4z  %  p  refiituendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x , 


5e  la  formóla  fofle  ñata  $xxdx — laxdx  ,  avercm- 


3  ¡/aí^- 


mo  per  intégrale  4  X     — ^  . 
9 


Sia  2a;ííaí  y  ííx-^aa    ,  eioé  2a;¡íaí  X  xx     aa  J  ; 


2 


pongo  xx'i-aai  =  2  ,  e  pero  xx  aa  ■=z  z  ,  Cj 
j^áftí  —  5  2  *  e  fatte  le  foflituzioni  ,  averemo 

$      dz  ,  ed  integrando  3  z    ,  e  reílituendo  in  luogo 


y  1 

di  z  il  valore  dato  per    ,     X«^  +•  ¿íí?     at»         , , 

5 

Se  la  formóla  foíTe  ^^^^  ,  averemmo  per  in- 
tegrale  $     xx  -i-  aa  . 


XX  -i-  aa 


Sia  ' 
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Sia  generalmente  la  formóla  pí?  »^  ^  ^  X  ^ í?™  "  ? 
in  cui  p ,  éd  ífí  poíTono  anche  eíTcre  pgraeri  rotti  ? 

pongo      -f*  5'"""  =  Z' ,   e  peró  z  a»»  ,  cd 

mx'^—'dx  ~uz"    dz,e  fatte  le  foftltuzioni ,  avrerao 


ptíz^'dz  i  cd  integrando  ,     p«      X  2    "    ,  e  reOi- 

mu  W)H  +-H¡M 

tuendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  peí*  A?,,averemo 


n 


per  intégrale    pu     X  ^ij*^  •'-¿i'^X  a''"  ^fl'"  " 


mu  »;« 


Se  ■  n  foíTe  negativo ,  cioé  fe  la  formóla  foíTo 
px"'  -  ^dx  ^     cui  n  é  pofitivo  ,  averemmo  per  intc- 


grale  X*""*  -í-^' 


íH«  m« 


Quindí  formeremo  la  regola  genérale,  che  1' inté- 
grale di  tali  formóle  fará  la  quantitá  fotto  al  fegno,  ac- 
crefcendo  dell'unitá  l'efponente  ,  e  dividendola  per 
eíTo  efponente  cosí  accrefciuto  ,  o  puré  1'  intégrale  fará 
un  proporzionale  di  querto  ,  fecondo  la  proporzione_* , 
che  avera  la  quantitá  differenziale  fuori  del  fegno  al 
díñerenziale  precifo  . 

32.- 
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|a.  Ma  piü  generalmente  ancora :  fia  la  formóla 


jíA-"»—      X  "  ,  fuppoflo  petó  r  numero  in- 

tiero  ,  e  poütivo  ,  EÍTa  equivale  a  queíl'  altra 


ÍA?"»'  — "«  X  X     -t-d™  "  ;  pongo  al  folito 


»  « 


z  =  AT*»  f-a"*  «  ¡  e  pero  x*" -t-a*"  =  a "  ,  ed 

«—  I  j« 
mx^^''díi-u  z""    ííz ;  e  perché  —a'"  ,  fa- 


« 


ra  puré  x^^^^zz  z  "  — a'"     .   Fatte  adunque  le  fo- 


,r—.t 


ftituzioni ,  averemof  pXz"^íi'»        X  u      dz  . 

mn 

poílo  r  numero  intiero  ,  e  pofitivo  ,  fará  puré  r — i 
imiero  ,  e  pofitivo  ,  adunque  fatta  anualmente  la  pote- 
ña  r  —  I  5  ciafcun  termine  fará  algebraicamente  inte- 
grabile ,  nel  qual  intégrale  reilituíto  in  luogo  di  z  il 
valóre-Sato  per ^  >  averemo  1' intégrale  della  propofia^ 
formóla  . 

,  .,   Se  n  fóíTe  ñegativo  ,  cioé  fe  la  formóla  foílo 
jn  cui  «  é  pofitivo  ,"fátte  íe  fottiiuzioni » 

farebbe 
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r  —  I 


farcbbe  pXz  ^^W"'       ^ Jf_ ^  pariracntc  inte- 

grabile  ^  e  petó  ec, 

Se  in  tutti  quelli  cafi  U  quantitá  fotto  il  vi  acolo 
in  luogo  di  eíTer^  Af-^  t^íí"^  foíTe  x'^—a'^  ^  o  pure^ 
¿^m  — ¿^íK^  proceda  nello  ííeíTo  modo,  che  Ci6  nel- 
la  turba  l'operazione  . 

Con  queílo  método  trovererao  per  tanto  ,  che  fara 


y íJA?  "»-'^  Kí-h/^í'"  =i—4e X¿íXí  * 
— - — —  ww? 

  ^    I 

e  COSI 
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e  COSI  di  mano  in  mano  quanti  altri  fi  vuole  ; 

55.  Ancora  nel  cafo,  che  la  variabile  fuori  del  fegno 
fia  nel  denominatore ,  la  formóla  fará  algebraicameme^ 
integrabile  col  mezzo  di  dae  foílituzioni  ,  purché  l'cfpo- 
uente  di  eíTa  variabile  fuori  del  fegno  abbia  una  condi- 


zione  ,  cioé  la  formóla  íia  íÍArX*'"  -f-^í™  "  •  Si  faccia 

rm  +-  íWB-H  t 


^  .  Fatte  le  foftituz:ioni  5  fará  la  formóla 


mn 
y  w 


cioé      ¿í  -f-        «  X  —y      '  '#  j 


formóla  ,  che  a  le  condizioni  qiii  fopra  ricercatc ,  c  che 
per  mezzo  della  foflituzjone  notata  (  num.  32. )  s'inte- 
grerá  algebraicamente  . 


Se 
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Se  foíTe  propofta  la  formóla      a^dx     -¡  cioe 

^^^^      j  avendo  queíla  le  condizioni  ricercate. 


fará  algebraicamente  integrabile  ,  e  ció  ii  oíTcrvi  d'al- 
tre  ancora . 

34.  Ma  qui  avvertafi  ,  che  nella  formóla  genéra- 
le la  «  pu6  anche  eíTere  eguale  all'unitá,  nel  qual  cafo 
la  poteClá  di  at*"  4-  ¡3'«  fará  razionale  ,  cioé  intcra. 

Anche  in  queflo  cafo  ,  fuppoíla  la  n  quantitá  ne- 
gativa ,  (  gi  aeché  quando  é  pofitiva  non  involve  diíE- 
coltá  alcuna )  fi  pu5  fare  ufo  della  ííeíTa  fortituziono , 
e  del  medefirao  método  ,  con  clií  troveranii  glMntegrali 
delle  formóle  ,  i  quali  integrali  pero  non  faranno  fera- 
pre  algebraici ,  anzi  per  lo  piu  dipenderanno  in  parte 
dalla  quadratura  dell'  iperbola  ,  cioé  dalla  logarítmica . 

Col  noto  método  adunque  troveremo ,  che 


/ 


f 


^   .,3^  m 


m  m 


m 
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  _   j  '    "         '    <  .  ■  2f 


Híí 


e  quant'  akri  fi  vüole  . 

35.  Ma  é  bcne  moho  diverfa  la  facenda  allora^ 
qoando  le  propoííe  formóle  diñerenzialij  che  coatengo- 
no  radicali  ¡  non  fono  tal/ ,  che  la  quantitá  fuori  del  fe- 
gno  abb:a  quelle  cgndizioni  da  me  qui  fopra  accennate . 
Qugrte  formóle  potranno  fempre  hberaríl  dai  radicali  , 
purché  un  folo  ne  conté ngano  ,  il  quale  fia  di  radice  qua- 
drata ,  e  la  incógnita  fotto  di  eíTo  non  ecceda  la  fecon- 
da  dimenCione  ;  ma  per  qu^íle  fa  d'üopo  di  qualche  ri- 
fleffione  nella  fecha  delle  fortituzioni  da  farfx ,  acció  fi 
libe  riño  da'  fegni  radicali  ;  il  che  fatto  ,  fi  paíIa  allcj 
integrazioni ,  o  algebraichej  o  dipendenti  dalle  quadra' 
ture  del  circolo ,  e  dell'iperbola  nelle  maniere  fpiega- 
té  5  fe  alie  date  rególe  faranno  fottopoííe ;  fe  no  ,  fi 
rapporteranno  ad  alirl  canoni ,  che  fono  per  daré  in^ 
breve  . 

Se  adunque  la  radieale  della  propofia  formóla  folfe 

axi::xx  5  o  püre      xíí±,ax  ^  eíTa  radieale  fi  pon- 
ga 
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ga  =  itz  ,  intendendo  per  z  una  nuova  variabile  ,  e  per 
T 

h  una  cortante  qualunque  . 

Se  la  radicale  foíTe  s^xxtza^,  íi  ponga  la  radica- 
le  —   4-  z  ,  ovvero  ,  fe  fi  vuole  j      —  z  . 

Se  la  radicale  foíTe  i^aa  —  xx  ,  o  fia  —  xx  fi 
ponga  la  radicale  -  'k'/p-njez,  o  puré  —^fp — xz . 

Da  queííe  cosí  fatte  equazioni  fi  r  i  caví  il  valore  di  , 
e  di  dx  ,  che  fi  averanno  dati  per  z ,  e  le  conanti ; 
quefli  valor  i  fi  foílituifcano  nelle  date  formóle  ,  e 
fi  averanno  libere  dai  fegni  radicali  akre  formóle  date 
per  z  j  nelle  fommatorie  delle  quali fe  fi  potrannp 
avere  ,  reílitüito  il  valore  di  z  dato  per  a?,  fi  averanno 
le  fommatorie  delle  formóle  propoíle  . 

5(í.  Se  la  quantita  aveíTc  tre  termini ,  cioé  il  qua- 
drato  della  variabile  col  rettangolo  di  eíTa  nella  colan- 
te,  e  di  piú  il  termine  tutto  coflante ,  allora  o  fi  levi 
il  fecondo  termine  nella  folita  maniera  del?  algebra  car- 
teüana ,  o  puré  ,  fe  il  termine  coíiante  é  pofitivo ,  cq- 

me  fe  foíTe  t/ AfA? íja: +■  í^í? ,  comunque  fieno  pofitivi, 
o  negativi  gV  altri ,  purché  non  fia  i mm aginarla  la^ 

quantiiá  3  fi  faccia  yxx-^ax^aa~a^xz\  e  fe  il  ter- 

f  2  mine 
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mine  cortante  é  negativo  ,  come  a  diré  [/'xx  -h  ax — aat 

ü  faccia    xx+-ax  —  aa~x •i'  z  . 

Da  ció  fi  vede  ,  che  tuno  rartifizio  confiQe  íil^ 
paragonare  la  quantita  radicale  ad  una  tale  quantitá 
compofla  della  data  variabile  e  di  una  nuova  colle  co- 
fíant! ,  fleché  ne  rifulti  un'  equazione ,  da  cui  fi  poíía^ 
avcre  il  valore  di  w ,  e  di  dx  libero  da'  fegni  radicali , 

Sia  pFopofla  da  fomraarfi  la  formóla  diíFerenziaíeJ 

x^  dx  \^  ax —  XX  .  Pongo  y  ax  —  xx  =:  xz  ¡  e  peró 

a'-^x  =  xzz  ,  cioé  x  ~abb    ,  e  4x     —  ^ahbtdz  , 

bb  ¡sz  4-  bb    z 

¡4^  zi  a^h^  ,  e  Vax  —  xx^xz'=:   ahz  .  Fatte  le  fo- 

,  s  b      tu  -^bb 

ZZ  -f.  bb 

Üituzioni  nella  propofla  formóla ,  íará  eíTa  — za'h'zzdz, 

ZZ  4-  bb 

formóla  bensi  libera  da'  fegni  radicali ,  ma  che  peró  , 
ció  non  oílante ,  non  fi  fa  coi  dati  metodi  maneggiare 
rifpetto  alie  fommazioni . 


Sia     aadx     .  Pongo  Vax-^xx  —  xz,  e  pero  fa- 

X  y     ^  X»  ^ 

^  

ra        ahh  ^  dxzz —  labhzdz  ^  VaX'¥-pcx:nxz  =  ahz\K 


ZZ  —  bb   TT*  ^ 


Fátte 
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Fatte  le  foílitnzioni  nella  propoíU  formóla-,  faca  efílí^^ 

—  ladz ,  ed  integrando  ,  — _2^,  e  rellituendo  in  luego 
~r  i   

di  z  il  valore  dato  per  a?  ,  fará  r  aadx    =. — 2¿z  t/^  tgAf-i-  jfjf . 

Sia     xdx      .  Pongo  ~íía  ,  e  fatte  leij 

-neceíTarie  foflituzioni,  come  qui  fopra,  la  formóla  fara 

—  tah^dz  ,  cioé  —    lah^dz    ,  ma  qaeClagiá  fi  fa  ma- 

 i   a>   a 

neggiare  con  la  regola  delle  frazioni  j  ed  avra  per  fom- 
matoria    ahz     -^{a  Jz  —  h  nella  logaritmica  della^ 

fottangente  eguale  all'  unitá  ;  e  rellituendo  in  luogo  di 
z  il  valore  dato  per  x  ,  fará  r   xdx    —  t^íí;tf  +-A?Ar-f- 

«/    Kíía;  -f-  .vÁ- 

a  Ti^ax-^xx — A?  nella  logarítmica  della  íl^íTa  fot- 

tangente  'z:  i  . 

Sia       xdx  Fongo  iyxx-hax  —  aa:=x^z, 

XX  +-  ax  —  m 

Íe-per6  fará  x  =  zz^aa  ,  íía?  ~  zgzdz  —  2zz¿z -h zggdz  ¡  - 

a—iz  T   j 

  fl  —  ai!  • 

e  Vxx^ax  —  aa':z  X  -hz     aa  -^  az  —  zz  .  Fatte  le  fo- 

fiita- 
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^5^   

ñimzioni  y  fara  la  propoíla  formóla  zz^aaX  ^dz  ,  cioé 


%zzi%  ^  ^aaáz  5  ed  integrando  j -il  che  per  íe  date  re- 


gole  ü  puo  fare  ,     ^aa     — ^z^  a  la  —  22;  nel- 

4  X  a  —  1%        4  z 
la  logarítmica  della  fottangente  r::  i  ,  c  reílítuendo  iii-- 
luogo  ái^  z  il  valore  dato  per  x  ,  fará  finalmente^ 
xdx  ,        ::::  $aa  — 


U'xx-ir  ax~aa       4  X  ¿í-h  2x—i i^xx  -f-  ax—aa 


aa 


nella  logarítmica  della  íbíTa  fottangente  egnale  all'  unita ; 

37.  ÁfFatto  fupcrflLia  intorno  ad  alcune  formóle.* 
differenziali  radicali  fará  la  fatica  di  trafmutarle  per  mez- 
zo  dell'accennate  foflituzioni  in  altre  libere  da*  fegni 
radicali ,  e  cosí  prepararle  per  le  integrazioni ,  e  ció 
per  tuite  quelle  ,  che  di  natura  fuá  involvono  qu adra- 
tura  ,  o  rettificazione  di  circolo  ;  perché  febbene  íi 
convertiranno  in  altre  efenti  da'  radicali ,  quefte  peró 
■  ci  porteranno  alio  lleíTo  circolo.  E  peró  fia  {Fig.  5.) 
il  femicircolo  GMD^  AD  raggio  —a,  JB  =  x,  onde 

BFzi  \^aa — xx  ,  e  fatta  CH  infinitamente  proíTima  a-, 

BF, 
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«a  —  XX 


fjon?  del  rettangolo  infiniíefiinQ  BCHE  fara  dxU^aa  — 
e  pero dx  V aa—xss  —  alio  fpazio  4BíFM ,  Sara  pu- 
ré    adx     I' efprefUone  deU'archetto  infinitefimo  PH  , 

e  pero  í  =  all*  arco        .  E  fe  Parchetto 

K  tífd  .v;í 

FH  fi  moltiplichera  per  la  meta  del  raggio  ^  fari 
máx     efpreírione  del  fettore  infinitefinio  AFH^  e 

2  IX  ¿14  —  JCJÍ 

]pcib         mdx        al  fettore  AFM. 


Sia  ora 5  nel  medefimo  circolo,  DC~o(  ^  ^  CBz:dí^ ^ 
fará  CH  -    2¿3Jí  —      5  £  F  =:  ¿7íÍAf  —  atíj^í  .  Pertanto 


1^  — 


J^dx  v  2ax  —  XX fara  =  alio  fpazio  HCD.  Coslt  r  ¿^if;^  =: 
al?  arco  HD  ,  e  t ^^aadx_  zz  a!  fettore  ^HD  ,  Tít^ 

qucíle  adunque  fara  fuperflaa  la  fatica  ;  imperciocché 

nel  primo  caía  pongo  \/  aa  —  xx  ^  a  —  xz  ^  e  pe- 

T 
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ro     z:  lahz  3      ~  lahHz  —  labzzdz  ;  i^aa  —  xx  = 

zz  4-  ¿¿   _„  z 


zz  -h 

a — xz=  ahh  —  az%.  Fatte  le  foftiiiizioni ,  fará    aáx  ^ 


lahdz^  ioimoh  di  rettificazione  di  circolo ,  la  di  cd 


tangente  —  z  ^  come  giá  íi  é  veduto  al  nam.  i6. 

Sara  puré     £3¿j¿í^     =  ¿í¿í&¿í^  ,  formóla  ,  che  invol- 

ve  la  fieíTa  rettificazione  - 


IfteíTaraente  fará  dx  v  aa  —  xx  =  2áí¿íM2;  X  ¿"^  — ^  , 


JE^  -t- 

formóla  ,  che  febbene  non  fi  fa  per  ora  maneggiare^  , 
íi  vedrá  pero  in  appreíTo  dipeiidere  dallo  íleífo  circolo. 

Kel  fecondo  cafo  pongo  y  2ax  —  xx::zxz_^  e  pero 

b 

^ahb  ^dx'=i^ — ¿\ahbzdz^t  \/  %ax  —  xx:^xz—  lábz  . 

zz  4-  h\  %  h  zz^bh 

zz  -t-  hb 

Fatte  le  foílítuzioni  ^  fará     adx        —  2ahdx  ^  rettifi- 

cazione  di  circolo  . 

Sara  pore      aadx      ^  —  :^  rettificazione^ 

-í  I  V  — ^^í^  -f- 

di  circolo  come  fopra  .  ^ 

Ifleíla- 
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íftefTamente  fará  dx  1/  zax — xx  :s  —  ^aah '  zzdz  ,  ■< 

-f-  ¿¿ 

che  involve  b.  fíeífo  circolo  . 

58.  Se  le  noftre  formóle  differenzlali  faranno  com- 
poíle  di  due  qnaniitá  radicali ,  l'operazione  fará  in  que- 
ílo  cafo  raddoppiata ,  ma  fuccederá  cguaímeme  bene  , 
purché  nelle  quantita  radicali  manchi ,  o  fia  tolto  il  fe- 
condo  tertnine  ,  e  la  formóla  fia  raolnplicata  per  una_^ 
poíeflá  difpari  dell*  incógnita ;  e  ció  col  porre  una  delle 
quatititá  radicali  eguale  ad  una  nuova  variabiíe  ,  e  cosí 
la  propofia  formóla  fará  rtdotta  ad  un'.altra  ,  che  con- 
lerrá  una  fola  radicale  ,  e  che  per  cotifeguenza  -fi  rna- 
neggierá  nella  folita  maniera . 

SiaperefempioA-'áíí  i^aa-h  xx*  Pongo  \^aa+-  xa—y, 

1/  ¿¿  -t-  XX 

e  pero  xx~yy-~aa,  xdx=ydy ,  Fatte  le  fofiímzioni  , 
fará  yydyXyy — aa,  cioé       y^dy       —     aavydy  , 

ciafcheduna  delle  quali  fi  fa  maneggiare  . 

35).  Per  poco ,  che  fi  rifletta  a  quefia  manie- 
ra di  operare ,  é  facile  a  conofcere  ,  che  in  quefieL* 
formóle  radicali  non  fuccederá  di  poterle  generalmen- 
te liberare  dal  vincolo  radicale  ,  fe  non  quando  fia_ 
radice  quadrata  ,  e  la  incógnita  fotto  il  vincolo  non— 
ecceda  la  feconda  dimenfione  .  DiíTi  generalmente  , 

g  perché 
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perche  in  parecch]  cafi  fuccede  la  facenda  ,  qaalunque 
fiífi  il  fegno  radicale,  e  quabnque  la  poteílá  dell' incó- 
gnita fotto  il  fegno  ,  e  certamente  ia  tutti  i  cafi  com- 
prefi  dalle  due  feguenti  formóle ,  la  prima  delle  quali 


fara  dyXy'"  ,  i"  cui  »í,  »,  í  fono  numeri  in- 


tieri ,  e  poütivi ,  e  poíTono  anche  eíTere  zero  ,  e  ci6 


s'ottiene  facendo  z  ,  e  peró_y'"  =z"  —  h^^ 

dy  —  nz^^^dz  ,   onde   fatte  le   foílituzioni  ,  fara 

nz^~^dz  X  z"~    ,   cioé   nz"^^dz  X  z       ,  ma-» 

t    i        T   ■  " — -rr    -  ^  í 

y  =  s«  —  ,  e  quando  t  fia  numero 

intiero  ,  fara  intiera  la  potelU  í  i ;  adunque  la  pro- 
pofta  formóla  fara  libera  da'  radicali  . 

Se  t  foíTe  negativo  ,  la  formóla  farebbe  il  cafo  di 
fopra  confíderato  al  numero  3?. ,  che  á  intégrale  alge- 
braico . 

Negl*  altri  cafi  1' intégrate  dipenderá  dalle  quadratu- 
re  del  circolo  ,  e  dell*  iperbola ,  come  íi  vedrá  a  fuo 
luego  , 


La  feconda  formóla  h  f  dy  Xy'"  +-b'"     í  ,  Ia_* 

qualc. 
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quale  ,  quando  íia  «+- innúmero  intiero  ,  ft  potra  fetn- 

pre  [ibe-rare  da'  fegni  radicaíi ,  o  in  tutto  ,  o  almeno  da* 
radicali  di  quanticá  compleire ,  Ü  che  bafta  .  Si  faccia-i 

 i  P 

per  tanto  j^-Hé^f  ~z  ,  e  peró  fara   »"  =  2  7  — ¿«' , 

 í   1  —  1 


.   » 

y^^zl — ,  e  fatte  le  foflituzioni ,  averemo  la^ 

 i  -h  «  —  I 

p  —  I  ±::         í>  m  ^  m 

formóla  p  zl      dz  X X^;^— ^         ,  raa^ 

qoando  fia  B-f  i  numero  intiero  ,  fara  fempre  intiera^ 

la  potefia  ij-n—  i ,  ad tinque  la  formóla  non  avrá  mal 

fegni  radicali  di  quantita  compleíTe  .  E  pero  quando  fia^ 
i  -^n  —  1  numero  intiero ,  e  pofitivo ,  1'  intégrale  al  piíz  di- 

m 

penderá  dalla  quadraiura  deli' iperbola,  o  fia  dalla  logarítmi- 
ca ,  e  fi  potra  avere  per  le  rególe  date  ;  e  quando  fia 
'  4-  » — I  numero  intiero  negativo,  1' intégrale  dipen- 

m 

derá  dalle  quadrature  del  ci recio  ,  e  dell*  iperbola  ,  e  fi 
avei'á  per  le  rególe  da  darfi  a  fuo  bogo  . 

40.   PaíTando  ora  a  quelle  formóle  ,  che  eíFendo 

g  2  frazioni 
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frazioni  libere  da*  radicali ,  nel  denominatore  di  eíTc^ 
(  che  fuppongo  compoflo  di  radici  immaginarie ,  poiclié 
in  quefie  íole  Ük  la  diíEcohá )  la  incógnita  fta  elevata 
a  qualünque  poteflá  ,  dico  :  che  ogni  qual  volta  il  de- 
nominaiore  fia  riducibiie  in  componcnti  reali ,  ne'  qua- 
ii  la  incógnita  non  ecceda  la  feconda  ditnenfione  ,  fi 
potra  ferapre  fpezzare  la  fortnola  in  tame  frazioni , 
qnanti  fono  i  fuddetti  componenti 'reali,  ciafcuna  delle 
quali  fara  integrabile  ,  fuppoík  le  quadrature  del  circo- 
lo  ,  e  dell'  iperbola  ,  ed  in  confeguenza  la  propofia  for- 
niola  fara  fempre  riducibiie  alie  flefle  quadrature  ,  Per 
lo  che  fare  ;  fia  propofia  la  formóla 

'  ,  íi  nnga  un  equaziono  j 
XX -h  ¿IX -i- bb  X  íí»' +■  ab 
cioe,  che  íia 

aadx  ^     Aícd»:  -h  Bdx  +< 


xíi^aíí^bbXxx^cx^ch  xx-i^ax-hbb 

Cxdx-hPdx  ^  ueiia  (jy^le  forniola  le  majurcole  A, 
XX    ex  +■  cb 

C,  D  fono  coñanti  arbitrarie  da  detcrminarfi  nel  pro- 
greíTo  . 

Cosí  fe  foíTe  la  formóla 
 ^^^^    ,  fi  faccia 


x;c ■h^ax+'bbX  ^x  +: aa  Xx±c 

abdíí 
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" — '  T;        '  ,       V  y     ^  4-  ax  +^  é¿ 

Cxdx-h  Ddx+-  Hd.^  ;  e  coli'ifteíTo  pfdine  fi  proceda, 

ATA'  izaa  X  ±LC 
fe  i  compon  en  ti  del  dcnominatore  foíTero  in  maggior 
numero  .  11  che  fatto  ,  fi  riducano  alio  ñeíTo  denomi- 
mtore  i  termini  di  quefte  equazioni ,  e  finalmente  con 
Ja  trafpofizione  fi  riduca  l'equazione  al  zero  ,  indi  col 
paragone  de'  primi  termini  al  zero  íi  ritrovera  il  valo- 
re dalla  aíTunta  A';  col  paragone  de'  fecondi  ,  terzi  , 
quarti  ec.  fi  troveranno  i  valori  delle  aíTunte  B,C,  D,  ec. 
dati  per  le  coííanti  della  propoíía  formóla ,  i  quali  va- 
lori fofiitniti  in  luogo  delle  majufcole  J,B,C,  D  ec. 
nella  equazione  ,  ci  fommini^reranno  tante  frazioni ,  Ic 
quali  equivagliono  alia  propoíta ,  ed  in  fatti ,  ridotte  al 
comune  denominatore,  apponto  reftituiranno  la  formóla 
da  prima  proporta  . 

Pfendiamone  un'  efempio  .  Sia  propoQa  da  inte- 
grar ft  la  formóla  aadx 

XX  ■+•  2ax — aaX  ata*  +■  m 
Finge  adunque  j  che  fia 

aadx  =  Jxdx-^-Bdx  -t-  Cxdx-^Ddx> 


Ridüco  adunque  al  comune  denominatore  I' equa- 
zione j  indi  col  trafportare  il  termine  aadx ,  la  rrduco 

•  al 
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al  zero ,  e  fi  trova  cíTere 

Ax^dx  ^  B xxdx  ^  Aaaxix  ■^  B aaix 
Cx^dx-h  Dxxdx  -H  iDaxdx — Daadx      o  . 
^  2  Caxxdx — Caaxdx—  aadx 

Per  tanto  dal  paragone  de'  primi  tertnini  al  zero 

fi  avera  A  ^  Czz  o  ^  cioé  A  ^  —  C  ;  de'  fecondi 

B  ^  D  4-  2      =  o  5  cioe  ponendo  —  A  in  luego  di 

B^iAa  —  D;  de'  terzi  Aawt^  iDa^Caa 

éoh  C—  A  -H  %  D  ;  degl'  ultimi  B  aa  —  Daa  —  aa     o  , 

a 

cioé^  ponendo  in  luogo  di  B  M  valore  dato  per  D  ,  o 
per ^  5  fará  D:-Aa  —  \  ;  adunque  fará  C::z'^Aa — r, 

a 

C  zz  —  A  ^  e  pero  ^  zz  i  ,  D  —  i  ^  É  =:  3  , 
Czz  —  I  ,  onde  avremo  finalmeate 

aadx  ~    xdx^  %ádx  > —  xdx  —  adx  • 

-H  2¿íí;  —  aa  X  ^'íf      ¿^^í     4'^  X  vVJC  -f^  zax  ^  aa       4^  ^  "f" 

Ma  homogéneo  di  comparazioné  ^  facendo  fparire 
ove  fa  d*uopo  il  fecondo  tcrniioe  dal  deoominatore  ,  e 
integrabile  coa  le  qoadrature  del  circolo  ^  e  deir  iper- 
bola  5  il  di  cui  intégrale  con  le  date  rególe  fi  trovera 

eírere  i  I  \/  xx-^-  lax — aa  ^     i     I  v  x^a  — 1/  zaa  — 

Aa  ^      ■  ' 

t     l    X  ^      V  %aa  —  i  Ii^ xx^  aa  j  fottraendo 

m 
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in  oltre  da  queíli  logar it mi  íl  quarto  proporzionaíe  di 
á^aa ,  dell' unitá ,  e  dell'arco  di  circolo  ,  che  abbia  il 
raggio  =  í3 ,  e  la  tangente  —  a?  .  Adunque  1' intégrale  di 
quefia  formóla  non  dipende  da  quadrature  piü  alte  di 
quelle  del  circolo,  e  dell'iperbola  , 

4í.  Se  in  oltre  la  frazione  fara  moltiplicata  in_ 
una  qaalunque  poteílá  dell' incógnita ,  la  qaale  potefiá 
fia  pofitiva ,  come  fe  foííe  l'equazione 

.z:z=z=—.  r=r  í  "  laccía 

xx  4-  lax     aa  X  .w  -H  aei  XX  +•  2ax  —  aa 

Cx^^-^'dx^Dx»  dx  ^  e     trovino  nello  fteíTo  modo , 
XX  +.  aa 

come  fopra,  i  valori  dclle  majüfcole  A,  B,  C  ce. ,  o 
puré  fi  operi.,  come  fe  la  detta  poteíla  non  vi  foíTe  , 
e  le  rifultanti  frazioni  fi  moltiplichino  per  la  fleífa  po- 
te ílá  ,  ^d  avremo  parimenti  altréttante  frazioni ,  che_^ 
non  efiggeranuo  quadrature  fuperiori  a  quelle  del  circo- 
lo,  e  dell'iperbola,  e  che  fi  fapraniio  maneggiare  col- 
le  date  rególe  . 

42.  E  fe  la  potefiá  della  variabile  fará  negativa-., 
cioé  ,  fe  fara  poíitiva  nel  deno mi n atore ,  per  queíla-. 
poteOá  íi  moltiplichino  tutti  i  denominatori  delle  fra- 
zioni rifultanti ,  e  faranno  della  fegiiente  forma  . 

Sia 
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Sia  peí  cfempio  a—^dx 


riíbíuta  queíla,  come  fe  non  vi  foíTe  la  x'~^ ,  ed  indi 
molílplicando  ogni  termine  per  aí— fará 

x  —  "  dx  =      J  xdx  -h  Bdx  +- 


¡íX-i-  ax^hbXxxizaaXx^c  xx-i-ax-^-bbX^" 

Cxdx+-Ddx  +-       Hdx  •  ^    i    j     ■<  i 

,  intenuendo  gia  per  le 


xx±,aaXx"  xticXx^ 
majüfcole  que'  tali  valori  ritrovah  con  la  data  maniera, 
che  rendano  la  fomma  di  queíle  frazioni  eguale  alia-., 
propoíla . 

L*  ultima  frazione  non  avrá  bifogno  d'altro  artifi- 
zio ,  perché  ñ  fapra  integrare  coUe  date  rególe  . 

Quanto  alia  prima:  fia  per  chiarezza  d'efempio 

A~  aa  ,        ább  ,  onde  fi  efprima  cosi 

aaxdx  -h  abbdx       r  c 
■    5  fi  -faccia 

XX  -i-  ax^bbX  x^' 

aaxdx  +-  ahbdx  =  Mxdx     Ndx  -t- 


xx^ax^hbXx^*  xx-^ax-^bb 
px'*-'  ^dx+-Hx"-^'^dx'i-Ex'''~idx  ec.   cosí  profe- 

guendo  fino,  che  I'uíiimo  termine  fia  coílante  ,  cioc 
zero  la  potella  deíl' incógnita  .  Ridotte  queOe  frazio- 
ni al  común e  de nomin atore  ,  e  ridotta  al  zero  1'  equa- 

zione  , 
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alone  j  avercmo  ,  come  s*é  fatto  di  fopra,  i  valori  delle 
majufcole .  Lo  íleíTo  fi  faccia  rifpetto  all'alira  frazione 

Cxdx-^Ddíí  ^  g  troveraíB  finalmente  Tinregrale  de'la_- 
xx±aa  X^" 
propofia  formóla . 

'  E  pero  generalmente ,  fappofte  le  fole  quadrature 
del  circolo  ,  e  dell'  iperboU  ,  fi  potra  fempre  avere  1' in- 
tégrale della  formóla  x^"  dx  , 


XX  -h  ax  +-  bh  X  XX  ±.  aa  X  X  i-  c 
comunque  fieno  i  componenti  reali  del  denominatore  , 
purché  in  eífi  la  incógnita  non  ecceda  la  feconda  di- 
■menfione .  ■ 

43.  Ma  fe  i!  denominatore  della  propofía  formóla, 
o  frazione  non  fará  rifoluto  ne*  fuoi  componenti  reali , 
ne'  quaíi  1' incógnita  non  ecceda  la  feconda  dimenfio- 
ne  ,  né  tale  fi  potra  riduire  colle  rególe  ordinarie  dell* 
algebra,  fi  potra  fempre  peió  con  un  poco  d'artifizio 
ridurlo  tale  ,  ogni  qual  volta  egli  fía  una  formóla  con-- 
vertibile  ,  o  puré  11  prodotto  di  piü  formóle  converiibilí . 
Formóle  convertibili  chi ameró  quelle ,  nelle  quali  la_. 
variabile  abbia  il  maíTimo  numero  delle  fue  dimenfioni 
parí  affermatiyo,  quale  fia  per  efempio  n  ,1' ultimo  ter- 
mine fia  a«  j  indi  i  termini  equidiflanti  da  quello  di 
mezzo  abbiano  il  mcdefimo  coefEciente ,  ed  affetto  dal 
irtedefimo  fegno ,  fupplite  le  dimenfioni  colla  cofiante , 

h  da 
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da  cui  é  formato  1' ultimo  termine;  tale  farebbe  la  for- 
móla x^"^  a\o  puré  l'aitra  bx^  -i-  ccííx-^  aahíí  -t-  a'' , 
o  l'altra  x'--bx^ -t-b' x'—a^bx-^-a"  .  Che  le  foíTe 
x^-^bx^-i-a^x-^a'^h  ,  íi  fcriva  eíTa  nell* equivalente  for- 
ma x^^'  a''Xx+^b ,  in  cui  x^+-a^  c  formóla  conver- 
tibilc,  eá  x-^b  é  lineare  ,  che  non  apporta  difficolta 
alcuna  .  Lo  fleíTo  s'intenda  d' infinite  altre  . 

44.  Abbiafi  ora  adunque  x""  — da  rifolvcre  irt 
componenti  reali ,  ne'  quali  x  non  ecceda  la  feconda-. 
dimenfione ,  e  che  non  abbia  efponenti  rotti ,  e  fia  ia 
primo  luogo  m  numero  intiero  afFerraativo  pari .  In  tal 

.ir»        JL  m  Zffi  »f» 

cafo  fai'a  egli  divifibile  inAí*    -í-íí*    ,edftr*  —  a* 
fenza  frazione  negl'efponemi ,  per  effere  í»  numero  in- 
tiero pari  ,  n  primo  divifore  fi  rifolvera  per  le  rególe, 
che  fi  daranno  fra  poco  per  il  binomio  x""  -^a"",  11 

fecondo  x^    —o  *    ,  fe  -  w  fará  numero  pari,  fi  rifol- 

2.  m        -í  í»  -1,  íH         ¿.  m 

verá  nuovamente  inA?*    +-a  ^    ,  edA?**    —  a'^ 
fenza  frazione  negl'  efponenti .  Ma  fe     m  fara  numero 

difpari,  fi  rifolvera  per  le  rególe  da  prefcriverfi  per  il  bi- 
nomio     —  fl'"  quando  m  é  numero  difpari . 

Sia  in  fecondo  luogo  aí e  fia  m  numero 
intiero  affermativo  pari  ,  nel  qual  cafo  la  formóla  é 

con- 
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convertibilé .  Si  fupponga  x'^+-a"'~o,  indi  fi  formi 
ima  formóla  convertibile  ,  in  cui  11  maíTimo  efpontntc 
di  Ai  fia  í» — 2 ,  e  che  abbia  tutd  i  termini ,  e  .l'ultim? 
termine  fia  a'"— ^,  ed  il  coefficiente  del  fecondo  ter- 
mine  fia  per  efempio  b  ,  quello  del  terzo  fia  ec ,  quel- 
lo  del  quarto  ec. ,  e  quefta  fi  paragoni  al  zero  ,  on- 
de ne  rifulti  un'equazione  .  Tale  equazione  fi  moltipli- 
ehi  per  xx-^-fx-t-aa  ;  il  prodotto  fará  un'altra  equazio- 
ne convertibilé,  in  cui  l'efponente  maffimo  di  x  fará 
—  m  .  Qucíia  equazione  fi  paragoni  termine  per 
termine  coU' equazione  fittizia  x^  a*"  ~  o  ,  in  cui  i 
coefficienti  de'  tcrmini  intermedj  fono  =  o  ,  e  cavando 
dal  paragone  de'  fecondi  termini  il  valore  dell'aíTunta-. 
b ,  dal  paragone  de'  terzi  il  valore  dell'  aílunta  ce ,  da_ 
'quello  de'  quarti  il  valore  dell' aíTunta  d'  ¡  e  cosí  fino 
al  termine  di  mezzo ,  comprefo  anche  quello  ( giacché 
di  la  dal  medio  l'altre  equazioni  tornerebbsro  le  medc- 
fime  ,  per  eíTere  le  equazioni ,  che  fi  paragonano,  con- 
vertibili )  da  queíV  ultimo  fi  caverá  il  valore  di  /  efpref- 
fo  con  una  equazione  j  che  avrá  numero  m  dimenfioni, 

2. 

di  cui  tutte  le  radici  faranno  real  i ,  c  ci  daranno  i  va- 
lori  di/,  che  foflituiti  nel  trinomio  xx -hfx-h  aa  dsíVín- 
m  ahrettanti  trinomj ,  ií  prodotto  de'  quali  reítituira  il 
propoflo  binomio  x^  +-¡3™  . 

Sia  Af'^+-í?*  ,  Prendo  un'  equazione  convertibilé  del 

h  2  "fe- 
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fecondo  grado  Aí;tf  -h  ¿aí  4-  íJíí  =:  o  ,  la  moltíplico  per 

ai?  -^fsi  -k-  m  —  o  y  e  ne  ricavo  un*  altra  equazione  con- 

vertibije  x''-^hx^  ■>r  zaaxx  +■  aafx  +■  íj*  paragono 
4-  /a?  '  -H  kfxx-^  aabx  '  ;  , 

queíla  con  la  fiuizia  a'^-ha'^-o,  e  dal  páragone  de' 
fecondi  termini  trovo  /j  ^  /=  o  ,  cioé  ¿    —  /  j  dal  pá- 
ragone de'  termini  di  mezzo  trovo  zaa-^hf  ^ 
follituito  ín  luogo  di  h  il  fao  valore  — /  ,  trovo 

ff —  iaa~o  ,  onde  f—ti\/iaa,: 

Sia  .   Prendo  1' equazione  convertibile_, 

X*  -H  '  -t-  ccxx  -H  aahx  4^  ¿j*  =  o ,  la  raoltiplico  per 
XX  -hfx    aa  —  o  ,  e  ne  rifulta  1' equazione 

w *  +-  ¿AT '  +-  fCAf  +-  laabx '  -t-  a *xx  +■  a^fx  4-  a* 
•tfx^ +'bfx^-i-fccx^  -h  aabfxx-^a^bx  zzo, 
•H  asx^  4-  aaccxx 

Paragono  quefla  con  la  fittizia  a:  +-  ^  *  =  o  ,  e  dal  párago- 
ne de'  fecondi  termini  trovo  &  4-/=  o  ;  dal  paragone_. 
de'  terzi  trovo  ce ^bf-i-aa  =  o,  cioé  foílituendo  il  va- 
lore di  h  f  ce  — f  4-  =  o  ;  dal  páragone  de'  medj  tro- 
vo zaab-^fcc  —  o  ,  cioé  foííitaendo  in  laogo  di  ¿  ,  o 
di  ce  i  fuoi  valori ,  p  —  ■^aaf  =:  o  . 

Faccndo  attüalracnte  quefte  operazioni  fi  trovera 
adunque  ,  che 

Se  m  =  4  ,  íara  jf  —  laazzo  . 

Se  m~6,  fara  /'  —  "i^aaf—  o  . 

Se     =  8  ,  fara  /*— 4í?'#4-  za^~o. 

Se 


ANALITIGHE  LÍB.  JH.  673 

"Se '  f»  =  10  j  fará  p  —  $aaf'  -h  Sa^^f^o  . 
Se  m-  12  y  fara  p~6aap -i- ^a'^f—ia^f:  m, 
\  Se  f»  =  14  ,  kn  p  —  jaúp  -h  i4a^p  —  7a'f  mo  , 
e  COSI  fi  puó  procederé  per  gli  altri  valori  parí  di  m> 

In  Uiogo  di  x^+-a^,  fia         2¿a?' 4- 2í3¡7¿jií+- ¿í'^  , 

formóla  puré  convertibile  .  Molíiplico  1' ecjuazioñe  con- 

vertibile       -^bx-i-aa  —  o  per  xx fx -i- aa  ~  o  j  cd 

averó  ,  come  íoipt^  ,  x'^-t-hx^-t^zaaxx^  aafx-h  a^_^^ 

-h/at'  4-  hfxx  +  ¿ííi/j;? 

Paragono  queüa  con  Tcquazione  fitdzia  x'' -^zhx  '  -i- 

íí*  ='£>-V  e-''dal  paragone  de'  fecondi  termini 

trovo  ib  ,  cioe  ¿  =  ib-^f ;  dal  paragone  de* 

medj  trovo  zaa-^hfzzo  y  e  foüituendo  in  luogo  di  h 

ítluo  :valore  ,  fi  á        ^  2¿f— ^:=9  ,  cioc  / —  2¿f-- 

23¿í  =  o  . 

'  ■*  ■  ,  ■  , 

Sia  x^ .  Prendo  l'equazione  converti- 

bile aí*+- ¿a?' +■  cfA-.v -«-¿ííí  ¿a- +- o  ;  la  moltiplico  per 
icx-^fx-^aa.jtádiwih 

x*-hbx^  +-  ccx  *  +-  taahx '  +-  ¿i*  xx  +-       4-  a  * 

íj^"^  +-  íípr '  +■  aabfxx  ^a'^bx        —o  . 
+-  fltiAf*  -^aaccxx 

Paragonaia  quefla  con  l'equazione  x^^a'^ x^  -^a^  =  0  , 
trovo  dal  -paragone  de*  fecondi  termini  b  4-/  =  o  ;  dal 
paragone  de'  terzi  trovo  ce -i- hf -h  aa  o  ,  e  püíío  in_. 
luogo  di  b  il  fuo  valore,  fará  ce — ff-^aa  —  o;  dal 
paragone  de'  medj  trovo  laab-i-  ccf  -     ,  e  püfíi  ia^ 

luogo 


674  INSTITUZIONI 
luogo  di  ¿  ,  e  di  cff  i  fuoi  vabri ,  fara    — ^íJ¡)/— í)'=:o,. 
c  COSI  di  quant*  altri  fi  vuole . 

Abbiafi  adunque  *-f-  ihx'  +-  laahx-h'a''  da  rifolve- 
re  in  .componenti  reali ,  ne'  quali  x  nonabbia  efponea- 
ti  rotti ,  c  non  ecceda  la  feconda  dimenlione  .  L'  equa- 
zione  ,  che  deve  daré  1  valoti  di  /,  é  adunquc_i 
f  —2hfzz  2íí¿í,  dalla  quale  firicavano  i  valori  dí/tutti  reali, 

cioé  f~h->r  ]/iaa+'hb  ,  f—h  —  V laa-^bh  .  Softitui- 
to  perianto  ciafcuno  di  qucfti  valori  in  luogo  di  /  nel 
trinomio  -^fx  aa  ,  troveremo  ,  che  x*  -h  z^jv '  +- 
2aahx     a*  é  il  prodotto  de'  dae  componenti  reali 

xx^hx-h  xi^zaa-h-hb-i- aa;  xx-hhx  —  xi^iaa  +■  bb-^aa. 
Cosí  fe  fia  ^  úax''  -^a'' xx ^  —o  .  EíTendo  l'equa- 
zione  ,  che  da  i  valori  di  /,  /'  —  naaf—Oy  dalla  quale 

íi  ánno  i  valori  di  /  tutti  rcali ,  cioé  /=  o  ,  /  =  1/  2íja, 
—  \/2aa  5  fara  x ^  •+*  aax a'' xx        il  prodotto 

de'  tré  efEcienti  reali  xx  -i-  aa  ,  •  xx     x  v^zaa  +-  aa  ^ 

XX  —      2aa  +•  ¿ta  <- 

Abbiafi  Af"-i-tí!"  .  L'equazione  ,  che  deve  daré  i 

valori  di  /,  é  p  ~-$aaf'  ^^a^fzzo,  dalla  quale  fi  rica- 

vano  i  valori  di/ tutti  reali,  c\obf~o,f  ~  a     54-1^5  , 

-  .  '1 

Soíii- 
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Soüituito  per  tanto  ogn'nuo  di  queüi  valon  in  luogo  di 
/  nel  trinomio  -ir  aa  y  fi  trovera,  clie  ^í'^-t-íJ" 
é  11   prodotto  de*  cinquc  efEcienti  reali  a?»  ■+•  ¿¡5.3  , 


.VA?  +-  í!Aí  j/  5  -(-   [/  J  -H        j    XX  — ¿lA?  j/  J  4-  1^  5  +-  5^  , 

a  Ir 

5  —    5  +-  í!¡s  ,       —  tííAf      5 — 5  +•  í 

onde  fi  conclude ,  che  1* intégrale  di  qualunqae  formo.- 
la  diíferenziale  ,  Íl  di  cu  i  nu  rae  rato  re  lia  dx  niolt  i  pl  ¡ca- 
to in  qualunque  coflante ,  ed  il  denominatore  di  funil 
natura  a  quefti,  che  fi  fono  confiderati ,  non  dípenderá 
mai  dá  quadrature  piü  alte  di  quelle  del.circolo  ,  e  dell* 
iperbola ,  e  potrañi  avere  con  le  date  rególe  . 

45.  Sia  poi  i;  í3»'  da  rifolvere  ,  come  fopra  ,  e 
fia  tn  numero  intiero  aíFermativo ,  ma  difpari . 

La  formóla  fí  divida  per  xtia  ,  ed  il  quoziente_., 
(  che  nel  primo  cafo  fará  a-™—  ^  —  íía?™  —     aux"^"  J  — 

4  ec.  fino  all' ultimo  termine  ,  che  fará  -+-3"*— 
e  nel  fecondo  cafo  fará  —  ^  -h  ¿ja?  ~  *  -t-  aax  «  —  1  +- 
^3j¡,f»  — 4  ¡=c.  fino  all* ultimo  termine^  che  fará  4-  —  O 
fi  fupponga  =  o  j  e  que  fía  finta  equazione  ,  che  é  con- 
vertibile ,  fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodot- 
to di  una  equazione  convenibile  j  in  cui  il  numero  del- 
te  dimenfioni  dell'incognita  x  fia  ím-— 3,  nel  trinomio 
XX  ^fx  -^m  3  c  dal  paragone  de'  fecondi  termini  fi  ca- 

verá 
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vera  il  valoré  dciraíTunta,  per  efempio  cía  quello 
de'  terzí  il  valore  di  ce ,  da  qüello  de*  quarti  il  valore 
di  d";  "é  finalmente  dal  paragone  de'  tcrmini  di  mezzq 
fi  caveranno  i  valori  di  /  efpreíTi  con  una  equazione  di 
numero  m  —  i  dimenfíoni ,  della  quale  tutte  le  radici 

z 

faranno  reali ,  e  determineranno  i  valori  di  /  tutti  rea- 
li ,  che  foílituiti  nel  trinomio  tcx -¡r  aa  ,  verranno  a 
fomrainiftrarci  altrettanri  trinomj ,  che  infierne  molti- 
plicati ,  e  moltiplicati  per  íi±.a  reflituiranno  la  propo- 
fia  formóla  x'^  iia''' . 

Con  queílo  método  fi 'trovano-le  infrafcritte '  equa-? 
zioiii  ,  che  íervono  per  la  rifoluzioae   del  binomio 


quando'-'m   é  numero   intlero  aííirmativo 

diípari . 

Se  m  = 

3^  i  fará  f^a  :r:ú  . 

St  m  ^ 

5  j  fará  jf  ^¿if-^  ¿j¿2  "  o  . 

Se  m  ^ 

7,  htk p aff laaf zzo. 

Se  m  3 

Se'  íB        i  fará  f '  -t-  af^—¿^a¿if^~~^ii^f+-  $a*f+~a^  =  o: 
Se  M  =  13   fará/^-i-  af^-~p¿ip—4a~'p  ■^  6a*f^  ^a'f—i 


'  E  COSI  fi  ptíó  procederé  per  gli  altri  valori  difpa- 
ri di  ía  . 

Se  la  fcíí mbla  propoíla  íoíTe  fiata  a;  —  a ,  eíTen- 
do  numero  íntiero  affermativo  difpari ,  fatta  ,  com*e 
ü  e  detto  j  la  divifione  per  ¡í—a      medefime  equazio- 

ni 
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íii  avrebbero  luogo ,  mutati  i  fegai  nel  fecondo  ,  qu  ar- 
to ,  feíb  termine ,  ed  in  tutti  gl'altri  poli  i  ne'  Uio- 
ghi  pari . 

4<í.  Se  in  luogo  di  Af»"  i:  ¿i'^ ,  poílo  m  numero  in^ 
.  ñero  afFermativo  difpari  j  la  formóla  foíTe  qualunque^ 
altra ,  ma  tale  j  che  divifa  per  xiz  una  colante  ,  ció 
che  ne  rifulta  fofíe  una  formóla  convertibile  ,  come  fa- 
rebbe  x^-*-hx*  —  aax^  —  aahxx-t-a^x-i-a^h,  la  quale 
divifa  per  x-í-b  dá  a?  +  —  aaxx^-a* ,  irattata  queft'  ulti- 
ma al  íbliio,  e  trovati  i  valori  di  /,  e  foflituiti  nel  tri- 
nomio XX  ^fx  -f-  aa  ,  averemo  akretranti  trinomj ,  che 
iníieme  moltiplicati ,  e  moltiplicati  per  x-^h,  reílitui- 
ranno  la  propofla  formóla . 

Debba,  per  efempio,  rifolveríl  x^-i-a^  in  efficien- 
ti  reali ,  ne'  quali  x  non  abbia  efponenti  rotti ,  e  non 
ccccda  la  feconda  dimenfione  .  L'  equazione ,  che  de- 
ve  daré  i  valori  di  /  (  fecondo  le  cofe  dette  )  fará 
ff^af — íiij=o ,  dalla  quale  cavati  effi  valori  di  /,  che 
fono  /  z=  — a  ±a\^  $  ,  e  fortituiti  in  luogo  di  /  nel 

trinomio  xx  fx  aa  ,  averemo  due  trinomj  reali 
XX — ax-^axl^^  -hoa  ,  ed  xx — ax  —  ¿ja- 1/ j +-  ¿3^  ,  il 

1  z 

prodotto  de*  quali  con  *  +-  a  reftituifce  la  formóla  pro- 
poíla  Af '  +  ú  * . 

Debba  dividerfi  in   cSficicnti    reali   la  formo- 

i  la 
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la  >*  .^  híc'' — ctax^  ^aabxx  ^  a'^ixi -^a^h  ,  che  divifa  pee 
x-hh  ci  da  ^+ — aaxx+-a'^  . 

V  equazione  di  /  per  qiieíla  fará  ^  —  ^aa  ,  ed  i 

valori  di  /  faranno  +1  \/iaa  .  Softitüiti  quefii  in  luo- 
go  di  /  nei  trinomio  xxi-fx-^aa,  averemo  due  trino- 

m]  reali  xx  -i-  x  ^aa-^  aa,  xx~^xi^  ^aa-i^aa  ,  il  pro- 
dotto  de'  qiiali  con  x-h  h  reflituifce  U  propofla  formóla . 

47.  Da  ció  fi  conclude  ,  che  1' intégrale  di  qua- 
lunque  formóla  differenziale  ,  il  di  cui  numeuatore  üsu. 
dx  in  qualunqqe  coftanie ,  ed  il  deaominatore  fia  di  fi- 
mií  natura  a  queíli ,  che  fi  fono  confiderati  ,  non  di- 
penderá mai  da  quadrature  p¡ü  alte  di  quelle  del  circo- 
lo  ,  e  dell'  iperbola ,  e  potraíli  avere  con  le  dato 
rególe  , 

48.  Ms  perché  nelle  dimenfiobi  piü  alte  il  valore 
di  /  dalle  equazioni.  di  fopra  riferite  non  puó  coU'attua- 
le  feparazione  ricavarfi  ,  in  qaefti  cail  '  baflera  ri- 
volgerfi  alia  cortruzione  geométrica  delle  medefime^- 
equazioni  .  Cosí  per  ritrovare  i  componenti  di  a;  ?  -h  ^ , 
ed  indi  l'integrale  della  formóla   dx   ,  divifo  il  deno- 

x'^-^a'^ 

rninatore  per  x-^  a  ,  il  quoziente  fara  x^  —  ax^  +- 
aax''—~a^x^  ■i-a'' XX  —  a^x-^a'' .  I  valori  di  /  per  rifol- 
vere  quefia  formóla  fono  fomminillrati  dail*  equazione 
p    aff—  iaaf—a'  :z  o  .  Ritrovatl  per  tanto  coi  me- 

tüdi 
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rodi  foliti  dell' algebra  5  per  mezzo  delP  interíecazione^ 
di  due  curve  ,  o  in  altro  modo  i  valor  i  veri ,  e  falíl  di 

che  faranno  tutti  reali,  per  efempio^  uno  Jj  l'altro 
—  B  ,  Taltro  — la  quantitá  x'^ -h  a'^  fará  il  prodotto 
di  x-h  a  in  xx  -t-Ax-^aa  m  xx  —  Bx^aa  m  xx- — 
'  Cx^aa  j  e  le  quantitá  B^C  faranno  reali  ^  e  date  ; 
onde  fi  potra  procederé  alia  integración  e  de  lia  formóla 

dx     per  le  fole  quadrature  del  circolo  ,  e  dell* 

iperbola  . 

49.  Col  medefimo  artifizio ,  con  cu¡  ii  trova  no  le 
equazioni  per  rifolvere  il  binomio  x^  a"^  ^  ñ  poílotio 
ritrovare  per  rifolvere  il  trinomio  x^^"±:2aax'^^  aa  ^ 
eíTendo  2m  nnmero  intiero  affermativo  pari  ;  anzi  ge- 
neralmente ogni  qual  volca  fi  proponga  da  rifoIver£^ 
una  formóla  ,  che  fia  convertibíle  ^  o  il  prodotto  di  con- 
vertibili  in  lineari  ^  e  che  non  abbia  frazioni  negí*  efpo- 
neoti  y  fempre  potra  riduríl  col  método  di  fopra-, 
efpoflo  . 

II  cafo  del  prodotto  di  formóla  convertibile  in  una 
lineare  l'abbiamo  quando  m  é  difpari  ,  ed  altrovc-p  - 
Efempio  dell*  ahre  lia  x^-^b'^x''  —  a'^x^  —  a^i?'^^  cioé 

x^^b^X^^—a^  »  o  fia  x^^b^  x^x-^aa  X^^—aa  . 
Rifoluto  per  tanto  ne'  iljoi  efficienti  reaíi  di  due^'  di- 
menfioni  il  divifore  x^  -^  b""  ^   che    Heno  per  efem- 

i  2  pío 
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pío      4-  Así    bb  ,  ííx    B  x    bb  ,  fará 

X  *+-  b*  Xaí**-^¿!*=wíí+-  Ax+-  bb  X^íx-i-  Bx-^  hb  Y^xx-^  aaX  xx — aa  * 

E  fe  foíTe  flato  T^TT^X^"*-*-      nfoluto  in  oltre  « *-(-  ¿í* 

in  XX+.  Cx-h  aa ,  ed  xx-h  Dx^  aa ,  farebbe  ¿»*X«*-*- 

xx-i-  Jx-i-bbX x^-^  Bx+-bbX -t-  Cx    aaX^^  -i-  Dx-^ aa, 
JO.   Per  avcre  1' intégrale  dclla  formóla  ma^  dx  , 

in  cu  i  m  efprime  un  qualunque  nunaero  intiero  afferma- 
tivo  ,  ii  chiamino  J ,  B  ,  C,  ce.  i  vúoú  di  /  coi  loro 
fegni  che  fervono  per.  la  rifoluzione  del  denominatore 
a'"  ,  Q  Ci  avverta  ,  che  di  quefii  valor  i  uno  puo 
alie  volte  eíTere  =  o ,  il  che  feguirá  qualunque  volta , 
eíTendovi  fí^  +-  a"*  nella  detta  formóla  ,  fia  m  un  nu- 
mero della  ferie  2,  tí,  10,  14,  18  ec. ,  e  qualunque-» 
V0I13 ,  eíTendovi  x^  ' — ¿J'"  nella  data  formóla  ,  fia  w  un 
numero  della  ferie  4,  8,  12,  16  ec. ;  ció  pofio^  1' in- 
tégrale   cercato    fara   ¿z  j\/xX'hAx-^aa±: 

B7i^xx+'Bx+-aat:C  J  y  xx-^Cx-t-  aa  ec.  ,  prefi 

a  a  ■ 

tali  logaritmi  nella  logarítmica,  di  cui  la  fottangente  fia 
=:  a  3  aggiungendo ,  o  fottraendo  da  queílo  compleíTo 
di  termini  logarítmici  (  fecondo  che  il  fegno  del  termi- 
ne ¿í*"  nel  denoininatore  fará  quello  del  piü  ,  o  quello 
del  meno  )  il  doppio  delía  fomma  di  tanti  archi  di  cir- 

coio  , 
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cob  ,  quanti  fono  i  valori  A,  B,  C  ec,  de'  quaH.archí 

i  -  raggi  ficno  per  ordine  i^aa —  -^^AA^y  aa — B/í , 

s/'aa  —   ce  ec. ,  Ic  tangenti  ficno  col  medefimq  ordins 

«-t--^,íí-h-B,Ar+-"Cec.  Tale  fará  V intégralo 
della  formóla  ma'>'  dx  ,  fe  m  fara  numero  pari  affermati- 

vo  ;  ma  fe  nella  medeílma  formóla  m  fará  numero  dif- 
pari  aííermatívo ,  converrá  aggiungere  al  tutto  il  loga- 
ritmo di  Ar+-í7 ,  perché  ii  denominatore  á  anche  la  ra- 
dice  realc  a?+-íí  .  E  fe  la  formóla  fara  ma^  dx  ,  eíTen- 

w'»  —  a"» 

do  m  numero  difpari  affermativo  ,  converrá  in  luogo  del 
logaritmo  di  x-^a  ^  aggiungere  quello  di  aí  —  a.  E  fe 
'íinalmente ,  eíTendo  la  formóla  ma^  dx  ,  fará  m  nu- 

^tf'"  —  ¿(™ 

mero  pari  afFermativo  ,  converrá  aggiungere  il  loga- 
ritmo di  X  —  a  9  e  fottrarre  quello  di  Ar+-a,.prendendo 
fempre  anche  queíli  logaritmi  nella  logaritniica  della^ 
fottangentc  =.  a ,  .  . 

51,   Ma  fe  nella  propofia  formóla      dx  il 

+:  a .  , 

numero  m  foíTe  intíero  negativo,  cioé  fe  foíTe      dx  , 

x~~   i  ¿I— »» 

effii 
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eíía  ii  efprima  cosí      dx       ,  la  quale  ridotta  al  c6- 


muñe  denominatore  equivale  a  que  fia      ¡a^  dx  ,  e  di- 

videndo  il  numeraíore  per  lo  denominatore  ,  acció  la 
rriaffima  poteftá  dell'  incógnita  fia  minore  in  quello  , 
che  in  quello  ,  fi  averá  finalmente  ^u""  dxiz  ¿t^'^dx, 

in  cui  «5  fara  numero  pofit i vo  j.,€í3  averanno  luego  lé 
cofe  dette  di  fopra  anche  quando  nella  formóla     dx^  :.' 

i:  <í™ 

fia  m  numero  negativo  intiero . 
■   52.   Se  in  okre  la  frazione       dx  s'intenderá 


mokiplicata  per  a?»  ,  eíTendo  n  intiero  aíFcrmativo  ,  o 
negativo ,  rifoluto  il  denominatore  ne'  fuoi  cfEcienti 
reali ,  ne*  quali  x  non  ecceda  la  feconda  dimenfione , 
fará  eíTa  il  cafo  da  mé  fopra  conuderato  ai  num.  41^^ 
€  .42. ,  e  peto  riducibile  alie  quadrature  del  circolo  ,  e 
dell'  iperbola . 

yj.  Ma  quando  «  fia  negativo ,  fi  potra  piü  fpc- 
Hitamente  rkíurre  cosí  .  Sia  in  primo  luogo  n  minore 
di  m:  la  formóla         dx  .     ,  .fi  efprima  coU'equi- 

valen- 
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valente   dx    —     x'^  —  ^dx    ;  e         d»!  coa 

la    —  ¿ÍJí     -H      a:'"  — «djf     .  Sia  in  fecondo  luogo 

«  raaggiore  di     ,  la  formóla  íí^  fi  efprima 

-H  í^"' X 

con  l'equivalente   ¿at   —       dx       +-        ¿¿a;  — 

¿íítf      ec.  fino  a  quel  termine,  in  cui  refponen- 

íe  dj  í?í  fia  proflimameñte  raaggiore  di  w ,  ir  (  fecon- 
íio,  :Che  portara  i' alternad  va  de*  fegni  )        dx  , 

dove  r  é  lo  fleílb  efponente  della  quantitá  a  nel  termi- 
ne' antecedente  j  e  la  f  é  il  refiduo  della  divifione  fat- 
la  del  numero  n  per  lo  numero  m  quante  volte  fi  puó . 

E  fe  foífe        dx        ,  fuppoíío  purc  n  maggio- 

re  di  m ,  tutti  i  termini  della  ferie  dovranno  eíTere  af- 
fetti  dal  fegno  negativo  ,  ed  il  termine  fuori  della  ferie, 
cioé  il  termine   dx_  dovrá  avere  femprc 

pceñífo  il  fegno  aíícrmativó  .  Data  adunqué  la  formó- 
la 
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h       dx       ,  fará  eíTa  =  ' —  da      ■  ^ 

ma  fappiarao ,  che      — dx      =  — dx        xdx  , 

adunque  fará      dx       =  ¿íat  —  dx  +•       xdx  , 

Ar'-ha'X  w*-  ''''^'^  «"Xat^-híi* 

quamitá  tutte ,  che  íi  fanno  maneggiare  con  le  date_i 
rególe  . 

54.   Ma  fe  m  fará  numero  rotto  afFerraativo  ,  o 

negativo,  chiamifi  t  il  numeratore  della  frazione  ,  che 

é  eguale  aá  m  ,  ridotta  che  quefta  fia  ai  termini  fem- 

pliciflimi ,  e    il  denorninatore  della  medefima  ;  talchc 

la  formóla  data  fia  efpreíTa  per        dx        ;  pongafi 

t  t 

•X  =yí  9  ed  a  =  Sí  ,  c  la  formóla  fi  convertirá  in-* 
pyp-^^dy,  che  non  á  efponemi  rotti ,  onde  fi  pu6  ri- 

+;  ¿* 

folvere  per  le  date  rególe  . 

,  Sia  adunque ,  per  efempio ,  ia  formóla       dx  ; 

i.'  X 

pongo  «  =:  ,  hb  ^  fará  dx  —  lydy  ,  e  fatte  le  fo- 
ííituzioni ,  la  formóla  fará  mutata  in  zydy   ,  che  non 

i  efponeDti  rotti .  55. 
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5.5.   Se  pol  foíTe  data  la  formóla         da   ,  in-. 

cui  m,  eá  n  foíTero  numeri  rotti ,  chiatnando  r  íl  nu- 
meratore  della  frazionc  n  j  q  p  il  denominatore  di  quel- 
';  la  ,  e  COSI  chiatnando  í  il  numeratore  delta  frazioue  m, 
e  q  W  denominatore  della  medeüma  (  intendendo ,  che 
íali  frazioni  fien  o  ridotte  a'  termini  fempliclíTmii  )  la^ 

r 

formóla  fará    y  P  Jjtf     ,  in  cui  r,         t  faranno  na- 
t  t 

meri  intieri  pofitiví  ,  o  negativi . 

■  PongaQ  ora  xzzyPl  ^  ed  a=bfi ,  la  formóla  íi  con- 
vertirá in  pqyr-^M-^dy ,  che  non  á  frazioni  negli  ef- 

ponenti .  Sia  per  efempio  la  formóla  x'^  dx    ;  pon- 

i  ± 

i 

go  x=y"' ,  a:=b'%  í&vk  dx  -  loy^dy  ,  x'^  -  y''  , 

Af  í  e  fatte  le  foflituzioni ,  fará  mutata  la  formo- 

la  in  loy^Mv  ,  che  non  á  efponenti  rotti . 

jtf.  Finalmente  fe  fará  -  x^dx     ,  eíTendo  «  ,  «s , 

 » 

x^  ± 

k  ed 
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ed  «  numeri  intieri  pofitivi ,  fi  potri  fempre  averne_* 
1* intégrale  ,  fuppoíle  le  fole  qnadrature  del  circolo  ,  c 
dell'  iper boU  ,  e  1'  intégrale  fará  compollo  di  quantita  al- 
gebr.aiche  ,  e  di  una  quantita  foramatorja ,  il  che  ü  fará 
tiel  fegueníe  modo . 

Si  fupponga  la  formóla  y"  -^"^-^  = 


fino  al  termine  poílante  ,  cioe  fiqo  a  quello  in  cui  l'ef- 
ponente  di     fií  gero  ,  e  fia  quefio  K,  indi  fi  aggiunga 

A  f    ^ "         ,  cioe    fi   faccia  f     ^  .= 


A  f  

Si  diíFererizj  1'  equazione  ^  e  íi  riduca  aV  2ero  ,  e  íl 
ordinino  i  termini  ;  dal  paragooe  de'  primi  al  zero 
troveraíTi  il  valore  delPaíTynta  B;  dal  paragone  de*  fe- 
condi  4  zero  tros^era0i  il  valore  delPafTarifa  C;  e  cosí 
di  mano  ia  mano  il  valore  deU'altre^  i  quali  valpri To- 
ñituití  in  bogo  delle  majufcole  ,  comecché  la  fomma- 


toria 
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toria  r  ¡^^.dx     <í ¡pende  dalle  fole  quadr aturé  del  cir- 

coló  ,  e  dellMperboIa ,  e  gl'altri  termini  nell'omogeneo 
di  comparazione  fono  algebra  i  ci  ,  cosí  la  propofía  for- 
móla non  efiggerá  quadracure  fuperiori . 

57.  Alie  volte  potra  occorrere  ,  '  che  alcuno  de* 
coefficienti  B ,  C ,  D  ec.  fi  rrovi  arbitrario  »  ma  folo 
allora  quando  fia  n  maggiore  di  m  —  i  ,  E  i  1  noli  pa- 
re ,  che  ogni  qual  volta  fia  m~n-h  i  ,  il  coeíficiente  J 
fi  trovera  eguale  al  zero ,  ed  in  confeguenza  algebraico 
r intégrale  della  propolla  formóla. 

58.  Ma  fe  nella  propoíla  forrada  diíFerenziale 
1'  efponente  n  foíTe  intiero  negativo  ,  di  modo ,  che  eíTa 
fofTe       dx        ,  in  cui  ora  é  pofitivo ,  1' intégrale  fa- 


rebbe  Baí CV'""—  ^'«—  >  -h  Da?  »  ec.  -k  K 


■«  —  I 


dx  i  quali  coeíEcienti  B,  C,  D  ec^  íi 


x"  X^'"i  ^"^ 
determineranno  nelío  íleíTo  modo  ,  come  fopra  . 

Sia  adunque  per  efempio     xdx     ;  in  que  fio  ca- 


k  i  fo 
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fff  fi  á  M  =  I ,  »í  =  3  ,  M  =  2  .  Sara  pertanto 

r  xdx    =  Bxx-í^Cíí^  K  +-  ^  /*  xdx _   y  e  difFe- 


renziando,  «¿f^e 


_  a 

F  3 


e  riducendo  al  común  denomiaatore  ,  ordinando  l'e- 

quazione  ,  e  paragonandola  al  zero  ,  fara 

zBx^  dx      Cx^  dx — "^Kxxdx-^  2 Ba ' xdx  -v^Ca^dx 
— '2^Bx''dx — 3  Cx^dx  +•  Aa^xdx  =o, 

'^'iAx''dx  —  xdx 

e  peró  dal  paragone  al  zero  de'  primi ,  fecondi ,  terzi 

ce.  termini ,  troveremo  A  —  St=o,  cioe  C=:o, 

X  =  o,  iBa^-^-Aa^  —  i~o  ,  cioé  Aa^^i — %Ba^  ,  e_. 

ponendo  A  m  luogo  di  B ,  fará  A  =       =B ,  ondc^ 

finalmente 

/xdx       =         Jf-v     ,      4-       I        r  xdx 


Ma  f  xdx_  =  \¡\^  XX  —  ax^aa—  ¡X  ^^-^a 
con  di  piü   2   moltiplicato  nell'arco  di  circolo  del  rag- 
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glo  ■^'%aa  ,  tangente  ~  x  —  a\  adunque  fará 

/- 


4  _____ 

1     / x^a       2    X  arco  di  circolo  del  raggio  z: 

i/$aa  ,  tangente  —x  —  ¿í  ,  prefi  i  logaritmi  nella  lo- 

4  a 
garitmica  deíla  fottangente  =  a . 

5p.  Ma  fe  Pefponente  m  foíTe  negativo  ,  fi  traf- 
moii  la  formóla  in  altra  equivalente,  in  cui  l'efponen- 
te  üa  pofitivo  nel  modo  indicato  al  num.  51. 

60.  E  fe  ambi  wa ,  ed  ?2  foíTero  rotti ,  fi  facciano 
le  foílituzioni  del  numero  55. 

61,  Se  poi  l'efponente  «  non  foíTe  numero  intie- 
ro ,  ma  rotto  afíermativo  o  negativo  ¡  bajera ,  che  la- 
formóla  fia  uno  de'  cafi  confiderati  al  numero  39.  ac- 
ciocché  fi  trafmuti  in  nn'  altra  capace  d'eíTcre  maneg- 
giata  colle  date  rególe  ^ 

Anzi  la  formóla     x^dx     ,  efíendo  gl'efponenti 


n,  m ,  u  numeri  intieri  pofitivi ,  o  negativi ,  ed  anco 
án  qualunque  modo  rotti  ra?:jonaÍi ,  co*  fcgni  del  piú , 
o  del  meno  a  piacere  ,  fara  integrabile  ,  o  almeno  ri- 

duci- 
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dücibile  alie  note  quadrature  ,  ogni  qualvolta  í  detti  eG- 
ponenti  abbiano  tra  loro  tal  proporzione,  che  una  ddle 
due  quantita  da  cfli  compoíle  ^  cioé  u  —  i  ' —  i  —  ?í  , 

O  pore  t  —  t  ^  n  fía  eguaíe  ad  un  numero  qualun- 

m  tji 

que  intiero  .  Se  queflo  numero  intiero  fará  pofitívo,  k 
formóla  s'integrerá  algebraicamente  ^  falvi  que'^  cafi,  ne* 
quali  s'infinui  la  poteíU  dx  ^  che  obbliga  a*  loga* 
ritmi.  Se  quello  numero  intiero  fara  negativo  ,  la  for- 
móla fi  ridurrá  alie  quadrature  del  circolo  ,  o  deli'^ 
jperbola 

Per  confeguire  T  intento  rifpetto  al  primo  cafo  di 
—  X  —  n  —  I  eguaíe  a  numero  intiero ,  fi  faccia- 

m  m 

^  a"^  ~zx^  ;  dunque  x 


n  i  ^  n 

Z  I  Z           I  ™ 

  —  n —  I  —  I 

jíí^dx        a^^^  dz  X  ^  ;m^x^-^a'^=z 

m 

 it 

ZAí^  =       ^  té  x"^    a"^  ^  a'^^'z''  ^  dunque  fatte  le^ 

2~  I 


X  ~ 


a 


z —  I 


i 

m 


5  e  pero 


dovute 
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cTovute  foQituzioni  nella  p ropo  fia  formóla ,  fari  eíla.^ 


—  M  —  I  —  l  4-  M 


m 

manifeÜamente  fi  vede  ,  eíTere  integrabile  algebraica- 
mente (  falva  l'eccezionc  fatta  )  quando  íU — n —  i  — 


Mí 


I  4- «  eguale  a  numero  pofuivo  intero  .  Che  fe  fia,. 
— I  —        numero  intero,  ma  negativo,  per  le 

m 

cofe  dette  ne*  fuperiori  paragrafi  ,  la  fommatocia  della^ 
formiola  non  dipenderá  da  quadrature  piu  alte  di  quelle 
del  circolo  ,  e  dell'  iperbola  . 

Vengo  al  fecondo  cafo  ,  cioé  di_£_  — 14-  «  egüale 


m 


a  numero  indero;  fi' faccia         5»"  =  z  ,  fará  dunque 


I  n 


m 

tt 


x^^a^^  =  z,  ed  x^-^a'"  =  z"  ,  dunque  fattc  Iti^ 
foflituzioni   nella    propofla    formoIa_.  ,    fará  eíTa-, 


dz  Xz  —  a"*  5  o  fia  Z'~«dzXz—a'"  , 

la  quale  é  integrabile  algebraicamente  (  falva  la  fuddet- 

ta 
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ta  eccezione  )  quaodo  fia  n-h  i  —  i  eguale  a  numera 

pofitivo  intiero  ^  e  quando  fia  eguale  a  numero  nega- 
tivo intiero  ,  la  fommatoria  dipenderá  dalle  note  qua- 
drature  del  circolo  ,  e  dell'  iperboia  ,  per  i  fupedori 
paragfafi  . 

62.  Che  fe  il  deiiommatore  della  propoíla  frazio- 
ne  elevato  a  qualunque  poteflá  intiera  non  fofle  un  bi- 
nomio, come  fi  é  fio*  ora  confiderato  ,  ma  foíTe  uii-. 
qualunque  altro  ,  porche  egli  fia  riducibilc  ne'  fuoi  com- 
pon eot  i  reali ,  ne'  quali  la  incógnita  non  ecceda  la  fe» 
conda  dimenfiooe  ,  o  per  mezzo  delle  equazioni  con- 
vertibih  ,  o  in  altro  modo  ,  fi  po.irá  fempre  ridurre  la 
formóla  alie  note  quadrature . 

ímperciocché  fia  per  efempio'  dx  ; 

XX  -h  hx  ^  aaXx 

falta  attualmente  la  poteílá  del  denominatore  ,  fi  finga 

un*  eqoazione    cosí  ^  dx 

 ^  i 

XX     bx  -h-  aa  \  x  ^  c 

jÍx^  dx     B  xxdx  -h  Cxdx  ^  Ddx 

^^4"  2:?^'  -H  "laaxx  -h  bbxx  -h  laabx  ^ 

Fxxdx  ^  Gxdx     Hdx  ^  ponendo  generalmente  tanti 

X'  4-  ^CXX  -H  '^CCX  4- 

termini  3,  quanri  fono  i  componenti  del  denominatore  ^ 
tá  m  eíTi  termini  tantc  majufcole,  quanta  é  la  maflima 

potefta 
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pdteílá  dell' incógnita  nel  denominatore  refpettlvo  ^  mol- 
tiplicando  i  ti  oltre  in  ogni  termine  la  prima  majufcola 
p^r  la  raaíTima  poteflá  meno  uno  della  incógnita  del  fuo 
denominatore ,  la  feconda  majufcola  per  eíTa  potefta 
racno  due  5  e  cosí  di  mano  in  mano  fino  ali'  uUima-. 
,  cortante  .  Con  la  folíta  maniera  fi  devono  determinare 
eíTe  coílanti  aflTunte  ^  ed  il  primo  termine  fommlniftre- 

ra  tan  te  frazioni  divife  per  xx  -h-bx  -haa  ^  nel  qual  de- 
nominatore fatto  fparire  il  termine  di  níezzo  ^  le  fra- 
zioni faranno  un  cafo  parcicolare  del  Ganone  genéralo 
^      dx  ^-  ,  ed  il  fecondo  termine  ci  dari  tante  frazioni 

 ■ ' 

divife  per  x  -^-c  ^  che  fi  riducono  alia  regola  ordinaria 
dei  denominatori  compoíli  di  radici  eguali , 

tf3.  Se  in  oltre  il  nameratore  della  propofia  for- 
móla fara  moltiplicato  per  una  potellá  pofitiva  ^  o  ne- 
gativa dell' incógnita  ^  riírovatí  i  valori  delle  Bjajufcole, 
operando  come  fe  la  frazione  non  foíTe  moltiplicata  per 
eíla  poteiU  ^  i  termini  rifuitanti  fi  moltiplichino  per  la 
fleíTa  potertá ,  ed  il  rimanente  fi  faccia  al  folito  ec. 

Finifco  queflo  primo  Capo  con  foddisfarc-» 
alia  promeíía  fatta  al  Lettore  intorno  al  Método  de'  Po- 
linomj  del  Sig.  Conté  Jicopo  R ¡cea ti ,  che  é  il  fe gu ente  . 

Col  nome  di  Polinomj  diíFerenziali  appello  le  fra- 
zioni 5  che  ánno  per  nnmcratore  la  fluífione  dx  y  c  per 

1  de» 
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denominatore  un  aggregato  di  poteííá,  gl'efponenci  dellfi 
quali  cortituifcano  una  progreffione  aritmética  ,  che  va  a 
términarfi  nel  nulla  ,  Ementre  quefla  condizione  non  fi 
adempia ,  bifognerá  fuplire  qualche  termine  aíFetto  dal 
cocfficiente  =  o.  Abbisfi  la  efpreffione         dx  ^ 

fembra  a  prima  viíía  un  trinomio,  ma  realmente  c  un_. 
qnadrinomio  ,  e  va  efpoña  cosí  dx  

■  .V  ^^x^-ír'Ox'^+-a 
In  qualiinque  Polinomio  eípoflo  per  una  frazione ,  il 
di  cui  denominatore  fia  alzato  alia  poteftáp,  numero  in- 
tiero  e  pofitivo ,  áíTi  un  método  ,  che  farebbe  genérale  , 
fe  non  veniíTe  frequ  ente  mente  reto  jnutile  dalle  quantitá 
immagtnarie,  edaltre  ció  alcuni  artiñzj  particolari ,  che.» 
tal  voha  opportunamente  ci  foccorrono. 

Do  principio  dal  trinomio   ,      dy  , 

x^^-hax^  -h  b 
conciofiacché  a  cotale  efpreíTione  ogni  trinomio  fácilmen- 
te fi  riduce.  Facciafi  x"*  :z  z+-J  .  (E*  z  una  nuova  va- 
riabile  aíTunta ,  ed  J  una  coflante  da  determinarfi )  líli- 
tuiti  i  neceíTarj  computi  per  giungere  alia  foííituzione_>  , 
abbiamo  come  fegue 

x^^.~  ZZ+-1  A%-^  AA 

b    =  b   ,  ,  ■ 

e  per  confeguenza 

 í  — -=r  p 

x"'' 4^ax'"+'b  zz  zz-^^A-h.a  Xz-i- íAA aA-^b  , 

Dee 
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Dee  farfi  in  maniera ,  che  fparifcáno  le  quantitá 
'AA-h  aA,-hb,  ponendole  =0,.  e  ne*  caíí ,  in  cui  A  non  é 
quantitá  immaginariaj  fucccdé  ottimamente  la  riduzione. 
E  giacchc  a:  *«       A^c  prcfe  le difíerenze^í«^ « »  ¿íaí = Í2, 


ed  Af^z-t-^*"  ,  dunque  dx        dz    =  dz 


  mXz-hA 

In  paí&Ddo  alie  neceíTaríe  fortituzíoni  ,  onde  neíla^ 
noííra  formóla  princípale  in  cambio  di  ;c ,  e  delle  fue  fun- 
zioni  refii  furrogata  la  variabile  aílünta  z  colle  fae  funzio- 
ni.troveremo        dx      =  dz.  , 


tn->  I 


liibei:a;ado  :1a.  qaamitá.  z.,  che-  molEipíica;  it  binomia 
%  -H  2         fotto  il  íegno  ,  fara 


m—  I 


II  cafo  piír  femplice  voole  Fefponente  p  e guale  all* 
vmk  j  ^íTencío  í'ahro  m  quálfivoglia  numero  iatero  ^  a 
rotto  5  afíermativ'O  ,  o  negativo  ;  e  fatta  per  foreviiía 
zA-h  ^^g^  refprefíione  ge  mírale'  paffa-  nella  particokre 

dz  ::::  mdy  ^ 


lííiluifco  una  prima  dnHfione^,  partendo  cioéiinüme- 
ratorc  dclla  frazione  per  lo  üiq  denominatore,ed  il  prima 

1  z  Í^O- 
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íjuoziente  fara  iz     ,  e  fatta  U  moltipUcazione  , 


m  — ,1 


e  la  fottvazione,  conforme  la  pratica  ordinaria,  il  refidua 
fará  —  ^,  da  eíTer  partitoper  lo  denominatore,  e  perció 

_  T 

z"*  ^iz  =        z"  ^ÍÍZ  — 


»i —  I 


dz 


m—  I 


m 


II  primo  terniine  del  lecondo  membro  é  giá  ridotto 
alie  quadrature  note,  e  l'altro  termine  fácilmente  vi  fi  ri- 
duce,  ponendo  z  -h-A'^u^  e  falte  le  debite  foílituzioni , 

avremo  — dz  ..■  =«         du  . 


■  Seguitando  la  noílra  ricerca,  fia  refponente^.egnalc 
a  qualíivoglia  numero  politivo,  ed  intieroí  per  ottenere-» 
1'  intento  batiera  prolungare  alquanto  I'  opcrazione .  Ripi- 
gliata  per  mano  la  formóla  genérale 
 dx  ~  z"^  dz  ^  dy  , 


epono,perefempÍo,f  -  al  binario,  fi  ridurraallafeguente  ' 


gSXz-i-A       ■i-zgzXz'^^       -hZzXsZ-hA  ^ 

Di- 
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Divido,  come  fopra^  il  numeratore  di  queílc  fcazio- 
ni  per  lo  fuo  denominatore ,  ed  il  primo  quoziente  fari 

z'^  ^dz       5  c  dopo  Ic  nece0arie  operazloni  avfemo 


m  i-' 

m 


il  reíiduo  —  2z~'dz  —  dz  da  eíTere  nuevamente  per 

g  ES 

I'  i  n  tero  denominatore  di  vi  lo  .  lílitiiirco  una  feconda  divi- 
íione  nella  frazione 

—  2z     '  í¿Z 


tí)  —  I  w 


e  dopo  le  debite  opcrazioni  fi  averá  il  refiduo  4iz  4-  izdz 

,  i  iS 

da  partirfrper  rintiero  denominatore  .  Nafcetá  pertanto 
la  feguente  equazione   z~'^dz    ~ 


IB 


4g  —  I  X  dz  4-   ^zdz 


m~  I 


ggXz-hj    Xz^g     gg'x^^^  y^z^g 

I  primi  due  termini  nelPomogeneo  di  comparazionc 
fono  due  binoni] ,  e  gli  altri  doe  poíTono  facílraenre  ridur- 
íi  aila  forma  dd  binomio,  facendo  x  ^  ^  =;  w  ,  ovvero 
s -t-^  1: í¿ .  Nc*  cafi  piú  compoíii ^  ín  cui  íí  mette      3 ,  4, 

5 
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5  e-c.  erefce  il  tedio  del  calcólo ,  ma  il  método  non  ci  ab- 
. bandona . 

Eíío  método  fi  eflende  a  tutti  i  poUnomj  in  infinito  , 
mentre  p  fia  numero  intiero,  e  pofuivo  ,  perche  fe  foCCc 
negativo,  cdimiero,  la  cofa  ríefce  talmente  faetle,  che 
non  occorre  favel.larne .  Per  applicare  il  método  altío  non 
íl  richiede  ,  che  replicare  la  foflituzione  «■  =  s  +-  -¿í  , 
z  «  +.  facendo  fempre  fvaiíice  que*"  termi.ni,  ne'  t^uaU 
le  fole  quantitá  coftanti  fi  ritrovano;  laonde,,  per  cagioiu« 
d'efempio ,  fi  riduca  il  quadrinom^io  al  trinomio ,  e  queílo 
al  binomio.  In  oltre  é  d*uopo  di  valer fi.  di  tempo  intempo 
d'una  dimezzata.divifione,.  perche  non-abbiano  a  turbar  ei 
gli  efponenti.  negativi che  hene:  fpeíTo,  el  .fi  prefentano 
nel  numeratore  dellafrazione.  Fra  tanto  ilmodo  d'operare 
í]  moííra  piu-  fpedita mente  cogli  efemp; ,  che  coi  precetti... 

Sia  il  quadrinomio'  dx  =:dj^.  L& 

— ' "      -~  ,      "  ? 

ceñan  tí    h  poíTonjO  eíTere  =o .  PongOAr^z:  z^.  ^  ^  ed  avraílí 

+.  azz  +  2a  Jz  -^aAJ 

Faccio  -^íkAA^  Ab  ^  c—o^  e  cosí  deterimno  il  valore 
della  cortante  a-ffünta  A.  Quinci  ripetute;  Ig-  operaziorri-, 
come  nel;  trinom:ip trovo   z  ^'dz 

m. —  I 

   _  p 

z^A   '«  )izz.-hgz-^h 
Le  fpezie  ^,  h  fono  coílanti  furrogate  in  Inogo  d'  altre  piu 
comporte ;  e  rtanie,  che  p  e  un  numero  pofitivo ed  intie- 
ro 5  alzo  il  trinomio  zz  -t-     +•  ¿  alia  potefla  p .  Dopo 
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Dopo  ci5  intraprendo  tante  divifioní^  quatitc  íiení^ 
baíUnti  ,  per  fare^  che  laddove  nel  aumeraiore  ci  íla  l*ef- 
ponente  negativo ,  nel  denominatorc  aoníirinvenga  altra 

qoantita  ^  che  Íl  binomio  J  ,  c  metto  da  parte  si 
fatte  frazioni  jche, irafcurati  i coeíEcicnti ,faraono anabghe 

alia  fegüente  z^""  dz  ,  poílo  n  quairivoglia  numero  po- 

m  ^  t 
A  ^ 

fitivo  j  ed  intiero  ,  Gli  altri  termíni  fono  rapprefentatí 
dalla  formóla  genérale   z'^dz   \ 

Ripeto  dunque  Poperazlone ,  facendo  z^u^B  ^  indi  fatto 
fparire  rultimo  lermine,  conforme  il  folito,  ed  alzato  il 
binomio  4-  B  alia  poteflaqualunque  n^i^  e  fatrogatí  in 
cambio  di  z  ^  e  delle  fue  funzioni ,  i  valori  efpofli  per  la  nuo^ 
vaindeterminataííjtuitii  membri  eonipariránnofottol'arpet- 
to  cfpreíFo  dalla  feguente  formóla  u^^P  du 

u-hA^B       X  u-^  k 
Quando  ñap  maggiore  di     onde  l'efponeme  n — p  fia^ 
negativo^  fi  mettano  in  pratica  le  divifioni,  e  la  formóla 
'indi  nafcente  fara        u^^du         ;  eíTendo  poi  ?í — p 

m —  I 

u^A^B ~ 
pofitivoj  avrerao  u^du  ;  e  finalmente 

u^A-^B    ^  X^'^k  po* 


/ 
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ponendo  «4-  ¿  -  cú,  ed  effendo  tanto.»,  quanto  p  numeri 
intieri,  faranno  fempre  riducibili  alie  quadrature  piü  fem- 
plici  i  binonij,che  nafceranao  dalle  accennate  operazioni . 

Egli  é  vero,  che  a  cagione  delleimmaginarie  il  meto- 
do  riefce  limitato;  ma  oltreché  bene  fpeíTo  le  radici,otiit- 
te,  o  in  parte  fono  reali;  oltreché  in  molti  cafi  particolari 
poíTono  fcanfarfi  le  quantita  imraaginarie,  non  bifogna- 
trafcurare  quel  molto,  che  fi  puo  avere,  perché  il  tutto 
non  pu6  confeguirfi  . 

Abbiafi  per  ele  ra  pío  il  trinomio  d¡(_  . 


1  A'+-2k'Ar+-2 
Faccio  Af  *  ~z+-  A,  dunqiie  w  2  i  —  zz-^tAz-^' 
2.z-^  AA^  iA-^^  .  Mettendo  AA-^-^A-i- 2~o  ,  trovo 
A  —  ]/  —  I  —  I  í  ed  ecco  in  campo  una  grandezzamiíla  di 
reale ,  ed  immaginario ,  e  procedendo  a  norma  del  método 
avremo        z—Pdz        =    z'—fdz    -h  Az~ídz  . 


I  p   p   p 


Perché  fi  tolgano  di  mezzo  le  immaginariejmutiamo  ma- 
niera, e  nella  grandezza  zz-^zA^  iXz  A  A  -^lA  +-2 
facciamojchefi  dilegui  il  termine  di  mezzo  zAz-h  2z,po- 
nendolo  =0,  onde  fia  A~  —  i  ,e  di  piú  AA-^  zA-^  ^  =  '3 
c  la  formóla  fara,  come  fegiie 

dz  ~      zdz      ~      dz  jene'due 


z — I       Xzz-i-i         SZ-H  I  ZZ-hl 

binomj  dell'omogeneo  dicomparazione,  che  fono  equiva- 

lentí  agV  altri  due  gia  confiderati ,  non  s'incontra  difficoltá . 

CAPO 
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CAPO  II, 

t}elk  Regale  delPIntegrazioni  facendo  ufo  del  le  Serie . 

FAcendo  ora  paíTaggio  all*  altra  maniera- 
d' integrare  nel  principio  indicara ,  cioé  col  me:¿zo  del- 
le  ferie ,  é  neceíTario  di  premettere  le  feguenci  Rególe, 

Regola  I.   Ridurre  una  frazione  a  ferie  infinita-  . 

Si  divida  il  numeratore  per  lo  denorninatore  con  la 
regola  ordinaria  della  diviiione  ,  ed  11  ri  manen  te  di  n  no- 
vo ü  divida,  e  cosí  di  mano  in  mano  in  infinito,  e  fi 
avrá  una  ferie  d'infiniti  termiiii  eguale  alia  proporta_. 
frazione .  Si  avverta  peró  di  porre  tanto  nel  numerato- 
re ,  quanto  nel  denorninatore  della  frazione  propolía— 
per  primo  termine  quello ,  che  fará  il  maggiore  .  Con 
quefto  modo  operando  averemo  per  tanto 

/  =_/  —  fii  +•  fnn  — fn''  ec. 
m-^n   m  mm 

/  =  f      fn  -h  fnn  +- /« '  4-  fn"^  ec. 
m  —  M  m     mm  m''  -.m^ 

4     =  jf^  +  4'^      afn^^  afn^  ec. 

mm±^nn      mm       m''  m^  hí"" 

cioé  coi  fegni  alternativi ,  quando  il  fecondo  termine.. 

m  del 
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del  denominatore  fia  pofitivo ;  e  tütti  pofitivi ,  quatido 
fia  col  fegno  negativo  . 
Similmeme  fara 

mmiztnn  mm  »»'  »** 

I        i—xx-^  x^—.^^  •^sc^  ec. 

1  3              *                      í  1 

,_ 

n-  »■ — 3» 

/  zz  f  ±  "^fn      ifm  +:  4j7í'  -«- ec. 

: — mñ  m'' 

—       3  ffí+       ÍW'  í»*  ffí' 

Sis  una  frazione ,  il  di  cui  numeratore ,  e  dena- 
minatore  fieao  due  ferie  infinite  ,  e  fia  per  efempio 

I  —  ^hxx~^~bbí(''~^~^b'x^—-^^h'^x^  ec. 

fará  eíTa  =  i       hxx^  -^bbx*  +-  ¿¿^aí^-h  ■^h^'x*  ec. 

■f-  7  axx  +-  4  ¿í&Af  +  4- 7-  abbx '-h-^  ab^x^  ec. 

Zi  4  .10  j2 

—   áfíiA?  *  —  -p^  aahx^ —    ¡j¿í&¿;tf '  ec, 
■H    3 '   *  +■  -i  fl '  ¿A?  *  ec. 

 -a'^x*  ec. 

128 
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€6.   Regola  II.   Ridurre  una  quantita  compleíTa^ 
radicale  in  ferie  infinita  . 

Sia  per  cfempio  i^aa±xx  .  Si  eQragga  la  radice.. 
qnadrara  dal  primo  termine ,  indi  fi  profeguifca  in  infi- 
nito roperazione  nella  folita  maniera  dell' eftrazione  del- 
le  radici ,  e  fi  avrá 

\^  aa±.icfif  :=zat:  XX — x^  ±^  x^ —  5**  ec. 

-   i   i       i        i         ?  Z 

1        i         i  7 

Si  noli ,  che  nell'  una  ,  e  neil'  altra  di  quefte  due 
ferie  ,  fe  fi  raoltiplicherá  per  5  il  numeratore  ,  e  de- 
nominatore  di  ciafcun  termine  3  principiando  dal  qaar- 
to  ,  í  cocfEcienti  numerici  faranno  nel  numeratore  per 
ordine,  principiando  dal  quarto  jSjjXjjSXyXyec, 
nati  dalla  vicendcvole  moltiplicazione  de*  nuraeri  difpari . 

Nel  denominatore  poi,  principiando  dal  fecondo,  fa- 
ranno 2,  2X4,  2X  4X  ^5  2X4X  <íX8  ec.  nati  dalla 
vicendevole  moltiplicazione  de'  numeri  pari . 

6j.  Regola  III.  Tutto  ció  fi  puó  fare  piü  gene- 
ralmente per  meazo  del  feguente  Canon e 

tn  m 

PQ^  z:P  »-H  f}9_^(¿  -t-  m  —  nEQ  +-  m  —  zn  CQ+-  m—^nOQ  ec. 

*  a»  JM  4» 

m  2  in 
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in  cui  P-hPQ  h  h  quantita  data ,  m  é  l'efponente  nu- 

» 

merico  ,  P  rappi'efenta  il  primo  termine  ,  Q  Ü  rima- 
nente  di  tutti  gl'altri  termini  divifi  per  il  primo  ,  o 
ciafcnna  delle  lettere  A,BjC,D  ec.  figniHcano  rifpet- 
tivamente  il  termine  anteriore  di  modo ,  che  per  A 

s'intenda  p" ,  per  B  s'intenda  m  AQ_,'^QtC  s'imenda 

Sia  da  ridurfi  in  ferie  la  formóla  i/tía-f- w^v,  adun- 
que  fara  P  =  AíI  ,  Q-jíx^^      :=  i  ,  «  =  2  ,  e  per6 

i/JI+TíS  - íí  +■  WAT  —      -h       —  ec. 

Sia  ^  a^+-a'*x  —  x^  ,  cioé      -ha^x—x'  , 

fara  P  =  a^  ,  Q  =  ¡^"^^  —    S       i  3  «=5  ,  e  per& 

a'  ' 

I 

a^-ha^x — x^  í  "^a-i-a^x — —  2¡í'A?Af+-4a*Aí*  —  2;í"'ec 

Sia         h  ,  cioé  hV^y^  —  aay    \í  ,  fara 

P=:j^',   j2=  —  flíi,   í3=:—  I,  «=3,6  pe- 
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Abbiali  da  elevare  una  ferie  infinita  ad  una  dita  poteíla.  E  (la  per  efempio  y  4- ayy  ■i' by  ^ +•  cy* fy  ^  ec. 
da  eleyarfi  alia  potella  m  ;  fara  duaque  P  =y  ,  Q  -^-ay  -^byy-^cy^-i-fy^  se,  ^nzii  ^  m  —  m  ,  onde  averemo 

y    ayy -hby^  4-cy'' -^fy^     ec.  = 

y^  't-may^'*'^  ^mXm  —  1  aay^*-^*+-m'Xm  —  iX  m  —  2  X^í'j''"-*-  ^  -hwX  w  —  i  X «  — - ^  X    — ? /i  +  v*"  "^'í  ec. 
I  1X2  1X2X3  1X2X3X4 

•í-^X^J'™''"*         -i^mXm  —  xáby^+-i  -i^mym  —  r X «3  —  2  X ¿í¿í^>' *  «c. 

I  i  A  2  I A2X3  . 

1        V  TxT 

í-í»Xí» — ec, 
'f'jnfy^  -í-  4  ec. 


9 
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i"0  bXy^  —  ciay     ^  z:  h  -h-  aab  -h  2a*h  -í-  I4a^b  ec. 

 —l 

Se  foíle  i  íj  efpdrr.erebbe  cosi¿  X¿í  » 


ed  il  riman  ente  fi  farebbe ,  come  fopra  . 


Sia    b     ,  cioé  bXa^oc     ,  fará  Pzzay  Q=  ^  f 


m 


6hxx  —  loÍA^^  ec. 


68.  Ábbíafi ,  da  elevare  una  quantita  compleíTa^ 
ad  una  data  poteílá^  e  fia  per  efempio  a^x  da  ele- 


m 


varfi  alia  potefla  m  ,  cioé  a-hx   .  Sara  Pr:¿g,  Q—  x  ^ 


.  m 


m'^m  ^  n-^i^  onde  a     x  zz  ^£^1Z_L?  ^ 


1X2  1X^X3 
Abbiafi  ec- 


6p. 
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ép.  Ci6  poHo  :  Sia  da  integrarfi  la  formóla  difíe- 
renziale  &¿íjtf  •  Ridotta  in  ferie  la  frazione     h     ,  o 

molliplicato  ciafcun   numeratore   per   dx  ,  avremo 
bdx  zz  hdx  — bxdx  4-  bxxdx  —  hx^dx  ^  hx'^dx  ec.  ^ 
a^x    a        aa  fl* 
ed  integrando 

bdx  zz  hx  —  bxx     hx^  —  Bx^  ^  hx^  ec. 
a^x     a      2aa     la^      4a^  5^^^ 
70.   Sia  la  formóla  adx .  Fatta  ;iir=:&-HZ,  intenden* 


X 


do  per  la  &  una  qual caque  colante  a  piacere  ^  e  pet 
z  una  nueva  incógnita  ,  fara  adx  zz  adz  . 

Ridotta  in  ferie  la  frazione    ¿3í    ,  e  moltiplicato 

ciafcun  numeratore  per  dz  ,  fará 

adz  zi  adz  —  azdz  azzdz  —  az^dz  4-  az^dz  ec* , 
h^z     ~y        1^         bl  b' 

e-d  integrando  f  adz  zz  az  ■ —  azz      az^  —  az^  -i^ 


%       h        nbb  4¿+ 

  J   -4 

<  X  y  — ¿  —  g  X        ^  Ct^- 

71. 


ANALITrCHE  LÍB.  ÍII.  707. 
fi.   Sia  ia  formóla      hix       ;  ridotta  vx  ferie-e 


i/ 


iV:"!   T  ~       J  J 

y  a  -h  X      a¡       5¿í  í       aja  ^       i^Jí»  ^ 
e  pero  integrando  fará 

/bdx      z:  bx  —  "¡^hxx  +-  itbx^  • —  yi^^í*  ec. 
^yirrr  "T      í       ü  5 

E  COSI  fi  faccia  di  qualunqne  altra  propoíla  formóla. 

72.  Se  le  ferie  cosí  ritrovate,  che  efprirnono  1' in- 
tégrale deile  propofie  formóle  difFerenziali ,  e  compren- 
dono  un  numero  infinito  di  terminí ,  faranno  di  valore 
infinito,  fara  infinito  1' intégrale  delle  propoüe  formóle 
difieren ziali  .  E  fe  efie  ferie  faranno  di  valore  finito  ,  e 
di  piü  fommabili ,  cioé  a  diré  ,  che  fi  fappia  ritrovare 
il  valore  di  eífc  ferie  ,  quantunque  compolle  di  tecmini 
infiniti  di  numero,  il  che.molte  volte  fuccede  ,  fi  avrá 
in  quantitá  finite  ,  e  pero  algebraiche  1' intégrale  delle_i 
propofie  formóle  difi'erenziali .  Ma  fe  le  ferie  efiendo  di 
valore  finito  non  faranno  fommabili ,  quanti  piü  terminí 
nella  ferie  fi  prenderán  no  ,  tanto  piü  fi  accofierá  al  giufio 
1' intégrale  della  propofia  formóla  difFerenziale  ,  ma^ 
I'efatto  pero  ver  ra  efpreíTo  da  tutta  la  ferie  . 

75,  Per  riconofcere ,  quaii  fieno  le  ferie  di  valore 
infinito  ,  quali  di  valore  finito ,  e  quali  fomraabli  ,  fi 

veda 
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veda'ii  trattato  De  Seríebus  Infinkis  del  Sig.  Giacomo 
Bernulli  ,  ed  aliri  Autori,  che  di  eíTe  trattano  . 

74,  Ma  qualunque  volta  la  formóla  differenzialeJ 
íia  corapofla  di  due  foli  termini  ,  li  pu5  generalmen- 
te, e  piü  fpediraraente  far  ufo  del  feguente  Ganone,  iti 
cui  gl'efponenti  m,  n,  t  poíTono  eíTere  intieri  ,  rotti , 
pofitivi  5  e  negativi ,  ed  il  quale  li  pu6  produrre  a  quan- 
ti  termini  fi  vuele ,  giacché  da*  quattro  poííi  ,  abbaftan- 
za  fi  maniferta  la  legge ,  con  cui  Ci  forma  . 
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tb      tbb  t-^n 


La  maniera  di  ritrovare  eíTo  canone  é  gueíla  .  Si  finga  che  fia  l'eq.jazione 

r  ' — —     .  m  .  

Adunque  difFerenziando  la  finta  equazione ,  avererao  puré 


th*        í^n  t+'Jn  t-^yt 


•    "        5  in  cui 


le  aíTunte  ^,  B,  C,  D,  E  ec.  fono  coílanti  arbitrarie  da  determinarfi . 


ay^-'^dyXb-^cy>^   zzt^y'^^  dy^t^nXBy'-i'^- ^  dy -^t^'x^^^^^^^^  X  Dy  -  ^  ir,^  '  dy  ce,  X^^cy^       -^w-h  iXncy^-^^'dy  X^+'O'"  X^f '^^y''^  "'^^V''^ 

cioc  dividendo  per  b-^cy"^  ,  ed  ordinando  i  terminí , 

ayt  --^dy-  tbjy  ^--idy-k^  fTfi  X  bBy  '-^"^ydy-^t  +-  m  XbCy^  '^^^'-'dyCc. 

.+»  tcJy*'^*^—ydy-ht+-ny,cBy^-^''"-'^dyec. 

^m'i-lXncAy^^''^ydy+-m'^jXncBy^-i'^"—'dycc.^ 
e  trafportando  il  termine  ay^'~'^dy  dalPaltra  parte,  fará 

íbAy^-^dy-^  T^XbBy^-^  ""-^  ^  dy +- 1    inXhCy^-^        '  dy  ce. 

—  ay^—^dy-*-        t  A  cy^ '^''^  ^  dy -h  t -i- 7t  X  cBy^-^  ^»  —  ^  dy  ce,       ■=  o  . 

lY^ncAy^^'^'—'^dy m-^-  iXncBy*'*' dy  ec. 
Ridorta  adunque  al  zero  1* equazione,  faranno  puré  ^guali  al  zero  i  coefficienti  di  ciafcun  termine^  per  lo  che  avremo  tanté  cquazioni,  quante  fono  le  arbitrarie  aíTuntc 

'j^,B,C,D  ec. ,  con  le  quali  equazioni  eíTc  arbitrarie  fi  determineranno  .  Pertanto  fará  ti'-^— ^:=o,  cioé  ^ ;  t-^-nX^B-nt  Ac-*-m-^iX  ncAzzo^  e  foftituendo 

il  valore  di  4  9  tbB^  nbB -i^  ac -i-mnac -^naczzo  ,  c\oh  B  -it-hmn-^nX^ac  ,  t-^zn  XbC-i't+-nXcB-hm-*-iXncB:=:C  cioé        1 4^  nX—cB -Hm-t- i  X  -—ncB^ 

~    ~    IT  /TTxrí"»  bXl^xn 

c  fodituendo  il  valore  di  B ,  fará  Czit-Hmn-^nX  t-^mn-^  TnX  acc ,  e  cosí  di  mano  in  mano  fi  averanno  i  valori  quanti  fi  vogUono  per  altrettante  aíTunte  coflanti ,  e 

tb^Xt-^nXt-h  a.n 

queñi  valori  poíli  nella  finta  equazione  ci  fomminiUreranno  appunto  11  canone  aíTegnato ; 

Se  gl'efponenti  m,  n,t  della  propofta  formóla  faranno  tali,  che  il  canone,  o  fia  la  ferie  infinita  s*intcrrompa ,  cioc  che  qualche  termine  diventi  =:  o  (  nel  qual 
cafo  farcbbero  =0  tutti  gl'altri  ,  che  vengono  dopo  )  la  ft.Tie  fará  finita  ,  e  terminata  ,  vale  a  diré  algebraico  1' intégrale  della  propotla  formóla  diíferenziale ,  ma  é  ne- 
ceíTario  ,  che  la  ferie  prima  s'intcrrompa  nel  numeratore  ,  cioé  che  prima  diventi  il  numeratore  =:  o  del  denominatore  ,  perché  fe  prima  fará  o  il  dcnominatore  , 
quel  termine  ,  ed  indi  gl'altri  dopo  faranno  egiiali  all* infinito  •  Acc:5  che  la  ferie  s'interrompa  nel  numeratore ,  fa  d'uopo  che  fia  — —  m  eguale  ad  un  numero  in* 
tiero  pofitivo  .  "  í       1   -      t  1  • 

Che  fe  gVefponenti  t,m^n  della  propoíla  formóla  faranno  tali,  che  la  ferie  non  s'interrompa  mal ,  allora  fi  muti  ?efpreflione  della  propoña  formóla  in  urf  altra  equi- 
valente ,  cioé  la  formóla  per  efempio  ay*-  'dyXb-i-cy''  fi  muti  in  quefi* altra  ay^- ^  -^^'^dyX^y^" " »  <^he  equivale  alia  prima,  e  fi  provi  fe  cosí  fi  á  iMntento  ,  c 
fe  no,  la  formóla  non  faiá  algebraicamente  integrabile  con  queíb  canone.  Se  la  formóla  foíTe  ay'- '  dy  Xb'-cy''"\  allora  i  termini  lutti  del  canone  farebbero  pofitivi. 

Sia  a^dxybx-^xxyáoh  a'x    '^dxXb-^x'^*  .  Sará  r  ~  i  =  — 1  ,  wz:  i ,  i ,  onde  fará  eguale  a  zero  la  quantitá  t^mn^^n  ,  ed  in  confeguenza  fara 


zero  il  quarto  termine,  e  gl'altri  appreíTo  della  ferie,  e  peró  avremo 


—  7 


dx  l/hx-^-xx  -  1^ a^x     *  ¿/.V  X^-HAT  *  =  — 4-  2^X~^     ^-—la^y^jx    ^  yh4^x  -  -  —  '2,0a' bb^  24a 

x^  ^  Jb  jbb  7¿~3  « 

jo^b^x"- 

Sia     ady     ,  fara  ín—  i ,  nzzz^fn-—  ^  ,  cni ,  b-aa^  e  pcró  fará  zero  il  fecondo  termine  della  ferie,  quindi 


^bb  '^24a^bx  —  i6a'^  XX  X^b-i-x 
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DeU'ufo  delle  accennate'  Rególe  nelle  Rettificazteni  delle 
Curve  ,  Quadr ature  de*  Spazj ,  Apptanazioni 
delle  Superficie  f  e  Cuhature  de*-  Solidi. 

75.  fare  ufo  delle  fopraccennate  rególe  cii 

calcólo  intégrale  ,  applicandole  alie  quadrature  de'  fpa- 
'¿] ,  rettificazioni  di  carve  ,  appiíinizioni  ,  o  fia  qua- 
drature di  fuperficie  ,  e  cübature  de*  Tal  i  di  ,   fia  una^ 
qualunque  curva  ADH  {  Ftg.  <S.  )  nferita  all' aíTe  JB 
con  le  ordinate  parallele  fra  loro  ,  ed  i  a  a  n  gol  o  retto 
fopra  l'aíTe  lleíTo  .  Alia  o'rdínata  BD  condotta  CH  pa- 
rallela  ,  ed  infinitamente  proffima  ,  e  tirata  DE  paralle- 
la  a  BC,  il  mirtilineo  BDHC  fara  la  fluOione  ,  o  il 
difTerenziale  ,  o  fia  1* elemento  delio  fpazio  JBD  , 
perché  lo  fpazio  DEH  é  millo  rifpetto  al  retiangolo 
BDEC,  fi  potra  prendere  eíTo  rettangolo  per  1' elemen- 
to del  fuddetto  fpüzio  ABO ,  Adunque  la  fo ni  111  a  di 
tutti  querti  rettangoíi  infiiiiteilmi  BDEC  fara  lo  fpazio 
comprefo  dalla  curva  AD,  e  dalle  coordínate  AB  ^ 
BD,  Quindi  chiamata  AB=:x  ^  BD—y^  ÍSíX-á  BC~dx , 
^H-dy,  ed  il  vmmgolo  B  D  E C=:ydx  fará  la  formóla 
per  gli  fpazj  .  Se  adunqoe  in  queíh  formóla  foilituire- 
mo  in  luogo  di  y  il  valore  dato  per  x ,  e  per  le  co- 


n 


Üanti 
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flanti  dell'equazione  delk  curva  ,  o  in  luogo  di  dx,  íl 
valore  dato  per    ,  ^7  ,  e  le  coíianti  ,  ed  indi  integrcr 
remo  ,  fará  1' intégrale  il  ricercato  fpazio  AhD  . 

Altre  efpreírioni  ,  o  formóle  poíTono  avérfi  degl' 
ele  mentí  de'  fpazj  per  raezzo  di  Settori  ,  o  di  Trapezj ,  \ 
le  quali  in  certi  incontri  fogliono  eíTere  piú  coraode^ 
deíla  riferita  ;  fe  ne  vedrá  la  maniera  ,  e  1'  ufo  in  alcu- 
ni  efempj  -  - 

j6.  Che  fe  la  curva  fara  riferita  al  fuoco  ,  o  fia 
ad  ^un  punto  fiíTo  ,  per  efempio  M,  da  cui  partano  tut- 
te  le  ordinate  ;  condotta  all'ordinata  MD  la  infinita- 
mente proílima  TVf  H  ,  lo  fpazio  infinitefimo  MHD  fa- 
ta.  1' elemento  dello  fpazio  JMD;  onde,  perché  del- 
crltto  col  centro  M,  raggio  MD  ^  l'archetto  infinitefi- 
mo DXj  lo  fpaziettó  DKH  é  nuUo  nfpetto  alio  fpa- 
zio MDK ,  e  perché  altresi  l'archetto  DK  Ci  piió  aíTu- 
mere  per  la  tangente  in  D  ,  o  in  K  ,  ne  viene  ,  chel*  ■ 
lo  fpazio  MDK  fará  I* elemento  dello  fpazio  JMD  . 

Chiamata  per  tanto  MD~y,  KD:zdz  ,  fará  jdz 

a- 

la  formóla  genérale  degli  fpazj  per  le  curve  riferite  al 
füoco  ,  E  fe  in  quefla  formóla  fi  foílituirá  in  luogo 
y  ,  o  di       il  rifpettivo  valore  dato  dall' equazione  della 
curva  j  r  intégrale  íará  lo  fpazio  ricercato  ,  cÍoé  lo  fpa- 
zio AMD . 


77- 
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77*  Ma  fe  la  curva  fará  riferíta  ad  ün  diámetro  j 
cioé  fe  le  coordinare  non  faranno  tra  loro  ia  angolo 
retto,  condotta /(  Fig.  7.  )  HG  perpendicolare  ad  ^G, 
il  prodotto  di  HG  ,  o  fia  di  FG  in  BC  fará  il  píccolo 
^  parallelogranirao  B  CE  D  ,  ed  in  confeguenza  T  elemen- 
to dell'area  ABD.  ^  perché  eíTendo  dato  l'angolo  DBG^ 
h  data  k  ragione  del  fend  tutto  al  feno  rettó  ,  che  fia 
per  efempio  queíía  di  ad  fatta  al  fólito  JB  ~  a?  , 
BD  —  y  ^  fará  HG  ^  o  fia  FG     ny  ^  ed  il  paralleío- 

m 

grammo  BCED  fará  nydx  ^  formóla  genérale  dí^llo 
fpazlo  . 

78.  Egli  é  chiaro  y  che  la  fomma  di  tutte  le  por- 
zioni  iofioiteiime  DH  della  curva  forniano  la  curva_i. 
ñeíTa  ,  e  pero  ,  che  DH  ne  fará  ^ elemento,  adunque 
chiamata  (Fig.  6.)  AB  —  x  ,  BD  —y  ,  e  pero  BC—dx^ 
EH  ::zdyy  nclle  curve  riferite  all' aíFe  ,  cioé  con  le^ 

coordínate  in  angolo  retto  ^  fará  DH=:  k^ÍAr^-H¿íy^  ^ 
formóla  genérale  per  k  rettificazione  di  eíTe  curve  . 

7P,    Rifpetto  alie  curve  riferite  al  faoco  ^  fatta 
Tt  MD^y^  KD^dz^  fará  ifieíTamente  k  forrada  ge- 
nérale \^ dy'^ -^^  dz"^  . 

80.  Ma  intorno  alie  curve  con  le  coordínate  iii^ 
angolo  obbliquo  ,  (  Fig.  7, )  eíTendo  data  Pangólo  HCG  ^ 
h  data  la  ragione  del  feno  tutto  al  feno  del  comple- 

n  2  ,  mentó 
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mentó  ,  che  fia  quella  di  »j ,  ad  e ,  onde  fara  CO  =  fy  j 

  m  . 

ed  E. F  ~-e^ *  e  pero  DH~  K^Af:*  +■  dy  "-    ^edxáy  . 

81.  So0ituito  in  ciafcuna  di  querte  formóle,  in_* 
luogo  di  dy  ,  o  di  íat  ,  p  di  á%,  il  rifpettivo  valore  dato 
per  l'altra  variabile ,  e  fuoi  difFerenziali  dalla  equazione 
delia  curva  ,  ed  indi  fatte  le  integrazioni,  >  averemo  U 
ricercata  lunghezza  de  lia  curva  ^  D  . 

82.  S'intenda  moverfi  il  piano  ABC  (  Fig.  6.  ) 
attorno  alia  retta  A  € ,  la  curva  defcriverá  una-ji 
ftiperfície  neí  mentre  ,  che  il  piano  AHC  defcrivera  un 
folido  \  ma  la  porzione  infinitefima  D  H  defcrivera  una 
zona  infinitefima  j  che  fara  1' elemento  della  fuperfície 
defcritta  dalla  curva  AH  ,  ed  il  piano  infinitefitno 
DBCH  defcrivera  un  folido  puré  infíniteíimo  ,  che^ 
fará  l'elemento  del  folido  defcritto  dal  piano  AHC, 
Ora  intorno  alie  curve  ríferite  all'aíTe  colle  coordínato 
in  angelo  retto  ;  fia  la  ragione  del  raggio  alia  circon- 
ferenza  del  circolo  quella  di  r  alia  c  ,  la  circonferenza 

defcritta  col  raggio  BD~y  fará  cy ,  e  pero  cy  i^dx^-h  dy^ 

y  ,  r 

1' efprefíione  della  zona  infinitefima  ,  ed  in  confeguenza 
la  formóla  genérale  per  le  fuperfície, 

83.  Sara  puré  cyy   l' área  del  circolo  col  rag- 

gio 


ANALITICHE  LIB,  liL  7^^ 
gio  ÉDzzy^  e  pero  cyydx  fará  l'erpreíTione  del  cilín- 

dretto  infinitefimo  defcritto  dal  rettangolo  BCED  ,  ma 
effo  non  diñerifcCj  fé  noQ  per  quantitá  infiakefitna  dei 
fecondo  ordine^  dal  folido  generato  dal  piano  BCHD; 
adunque  fará  cyydx  la  formóla  genérale  per  i  folidi , 

84-  Ma  rifpetto  al  cafo  della  Fig,  j.  ^  cioé  quando 
le  coordínate  fono  tra  loro  nel  dato  angelo  obblíquo  ^  ií 
raggio  del  circolo  ^  fopra  cui  infííle  la  piccola  zona  ^ 
ed  il  piccol  cilindro  ,  non  é  CH^y^  ma  bensi 
GHzi  ny  ,  ficcome  l'  elemento-  D  H ,  che  forma .  ía  zo- 

m 

m  5  non  é  l^'dx  ^-i^  dy^^  ma  i^lx  ^^dy^^  2edxdy  ,  o 

m 

Taltezza  del  picciol  cilindro  non  é  BC:z:dx^  ma_^ 
FD—dx^^  £74y  ;  adunqne  la  formóla  della  fuperficie  in 

m 

quedo  cafo  fará  cny  Vdx'^^dy^-^  ledxdy  • 

85.  II  prodotto  del  circolo  col  raggio  GH  nell? 
altezza  FD  ^  cioé   cnnyy  Y^dx^  edy  5  e  rderaento  del 

%rmm  m 

folido  generato  dal  piano  JGH;  adnnque  da  quedo 
füttraendo  T  elemento  del  folido  generato  dal  triangolo 
HCG  ,  cioé  cnnyy  X  ^dy  ,  il  rimanente  fafá  T elemento 

zrmm  m 

.  del 
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del'  folido  generato  dal  piano  yíBD  ,  e  pero  fara 
cnnyydíí  la  formóla  genérale  per  eífi  folidi  . 

xrmm 

S6.  Per  le  curve  riferite  al  faoco  ,  come  che  é 
variabile  l'angolo  DMB  {Fíg,  <í.  )  >  e  per  confeguen- 
za  non  fi  pu6  avere  il  valore  della  £D ,  o  CH,  raggio 
del  circolo  ,  che  neceíTar ¡amenté  entra  nella  formóla-, 
■delle  quadrature  della  fuperficie  ,  e  cubature  del  folido, 
fa  d'uopo  dall'equazione  riferita  al  faoco  cavare  l'equa- 
zione  della  ftefTa  curva  riferita  all'  aíTe  ,  ed  indi  proce- 
deré colla  folita  maniera  gia  fpiegata  ;  avvertendo ,  che 
nelle  cubature  bifognerá  dagl'integrali  fottrarre  il  cano 
generato  dal  trian golo  MHC,  per  avere  il  folido  gene- 
rato  dal  piano  AMD  . 

87.  La  maniera  di  cavare  dall'equazione  diíFeren- 
ziale  di  una  curva  al  fuoco  I*equazione  della  ftelTa  cur- 
va all'aíTe  é  la  feguente  . 

La  curva  JDH  (  Fig.  ^. )  fi  confideri  nel  tempo 
fieíTo  relativamente  al  fuoco  jVÍ ,  ed  all'aíTe  JMB,  egU 
é  certo,  che  il  quadrato  HD  dell' elemento  della  curva 
é  eguale  tanto  ai  due  quadrati  DK  ^  KH,  quanto 
agl'altri  due  DE,  EH,  e  che  di  piii  il  quadrato  di 
.MD  é  eguale  ai  due  quadrati  MB  ^  BD  .  Chiamando 
MBzzx  j  BDzzy  ^  MD-z,  e  l'arco  miniaio  DK=:á«, 
avremo  ¿iz *  +-  á«  *  =  dx'' ■i-dy'' ,  ed  xx  ^-yy  —  %z  . 

Ora  Pequazione  della  curva  al  fuoco  venga  efpreíTa 

general-  - 
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géneralmente  dalla  formóla  pdz  —  du  ,  m  cm  p  é 
data  funzione  di  2;  ^  e  ürk  dz^  ^p''d%^:^dx''  -h  ^ 
collocando  in  vece  di  dy  il  fuo  valore  nafcente  daire- 
quazione  xx  t-yy^zz^  vale  a  diré  zdz — xdx  ,  trovere- 

^  ZZ     :  SC^ 

 % 

mo  dz'^^  ppdz^zzdx^  -h  zdz  —  xdx  ,  la  qualo  íi  riducc  alia 

feguente  ppdz''  Xzz  —  xx  1=  zzdx^ — ixzdxdz  -^xxdz"-  , 
ed  eÜratta  la  radice  cjuadrata  ,  pdz    zdx  —  xdz  • 

E'  d'uopo  efpurgare  nuovamence  k  premeila  eqiia- 
zione  liberándola  dalla  miíiura  delle  incogoite^  col  por- 
TC  X     zq  ^  c  per6  dx  —  zdq  -h  qdz  .  Fatta  fvanire  ,  col 

mezzo  deir  equazione  fuiOridiaria  aíTunta  5  la  ^  ,  e  le  fue 
funzioni  ^  avrerao  pdz  =  dg 

Z  l^/jT^q 

Nell' equazione  pdz  =     dq     fe  tale  fará  il  valore 

%      ^  th  ~ 

di  p  dato  per  2;  5  che  la  quantitá  pdz  con  le  debite  fo- 

z 

fljtuzioni  poíTa  ridurfi  alia  diffcrenziale  d*  un' arco  di  cir- 
coló  \  e  che  faite  le  neceíTarie  fommatorie  ,  i  due  archi 
circo^ari  íi  rifpondano^  come  numero  a  numero ,  allora 
la  curva  fara  algebraica  ^  e  troveremo  la  fuá  equazione 

^  all* 
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all'aíTe  con  una  formóla  alia  Gartefiana  .  In  ogn'altro 

cafo  la  curva  fará  trafcendente  . 


E  S  E  M  P  I  O. 

Sia  l'equazione  di  una  curva  al  fuoco  zdz  —du, 
Avremo  in  tal  cafo  p  =        z         ,  e  nell'equazione 

ce  —       —  zz 

pdz  —      dq      5  foflituito  il  valore  di  p  ,  fara  eflk-. 

4z  zz       dq       *  Pongo  h-^z—f^  dunque 

hh  ihz  -^zz^u  y  e  hb  —  tí:  —  —  thz  —  ZZ  ,  onde  fatra^ 
la  íoííituzione  5  fará       dt       zz  dq 

\^  ce  ^bi?  —  tt         \^  bb  —  qq. 

Sia  per  un  cafo  cc  '^bbzzhh  ^  in  tale  fLippoíío  farA 
t^q^  cioé       z-^q^hx  ^  dunque  bz^  zzzzhx  3  e  po* 

z 

nendo  in  lüogo  di  %  il  foo  valore^  fará  Tequazione-* 

^ella  cmv^      xx^yy  ^  x:^  -^-yyzzhx  ^  il  che  ec. 

88.  II  Canooe  aíTegnato  c*infegna  la  maniera  an- 
cora di  paííare  dall'equazione  differenziale  di  una  carva 
all'  áiTe  a  quella  del  fuoco  nel  modo  ^  che  fegue  . 

E-SEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  r. 

Sí  cerchi  l'équazione  al  fuoco  in  un  circolo,  prefo 
3I  fuoco  in  un  punto  della  fuá  circonferenza  J . 

Richiamifi  a  memoria   la  formóla  pdz  ~  ^ 

z      i/hh  —  qq 

ove  fi  é  prefo  .q  ~  ka\  poiché  per  I'equazione  lócale 

z 

'del  circolo  é  ^íí  =  zz ,  fará  q  ~  z  ,  ficché  fatta  fva- 
nire  la  q ,  foílituendo  il  fuo  valore  z ,  fará  pdz  zz     dz  , 

^  vhh—zz 

o  íia  p  -z      g      ;  nella  formóla  adunque  pdz  —  du  fe 
yhh — zz 

in  cambio  di  p  foflituiraíTi  il  valore  ritrovato  ,  fara 
=  áuy  equa^iione  del  circolo  al  fuoco  prefo  nel 

Vhh  —  zz 
pumo  A, 

E  S  E  ]VÍ  P  I  O  II, 

85>.  Si  cerchi  I'equazione  delle  fezíoni  coníche_» 
riferite  al  loro  umbilico  M.  (  Fig.  €. ) 

Chiamata  MBzix,  BD^y,  I'equazione  genera- 

o  le. 
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le  ,  che  abbraccia  tiitte  le  fezioni  del  cono  ^  fará 

<t  ±.  cií       xx  -^yy  ,  cioé  :  alia  parábola  col  paramc- 
T 

tro,  2a  ,  quando  c~h  t,  all' elliffi  coll' aíTe  traCverfo 
=  ^ahb  3  coi  conjúgate  =     lab     3  diftanza  del  fuo- 

co  dal  vértice  =        ,  Ls  b  fia  maggiorc  di  c  ;  all' 

é  +-  C 

jperbola  coll*  aíTe  trafverfo  —  zabb  ,  col  conjugato 

ce  —  ^b- 

=    lab     j  diílanza  del  vértice  dall'umbilico  =jab_  , 

lycc  —  bb 

fe  b  fia  minor®  di  c  ;  fe  í  =  o  ,  fara  al  circolo  col  diá- 
metro =:2¿3.  Ma  y  xx-hyy  =  z  y  dunque  ¿?  i:     =  is  , 

.  é 

ed  in  olire  bx     zq  ,  dunque  aiz  czq=  z  ,  ovvero 

IT 

±  bb     abh  zz  q  ,  e  differenzlando  iz  abcbdz  z:  dq  ,  ^ 

c         ez  cczz 

qq  —  bbhh  —  tabbhh  +-  mbbhh  ,   ed  bb  —  qq  —  bb  —  ■ 

ce  ees  cczz  '^í 

bhbb  +-  labbhb  —  aabbbh  ,  avremo  dunque 

ce  CÍZ  cczs 

dq     ~   ,  ±.  cbabdz   ~pdz. 


]/^^  —  qq  cz ybhcczz — bbb'-z'-  tabbb.-z — a ^ bbbh  -  '^í,  ^ 
dunque  p  —    ~  cibb     ,  .  ,  ed 

K bbcczz  —  bbb'z^-h  %abbb ' z  —  aahbbb 

eíTendo 
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eíTendo  piz  ^  du  ^  avremo  l*equazione  cercata. 
 ±  ahhdz   r:      .  II  fegno 

y  hhcczzr—  hbhhzz  ^  tabhhhz — -aabbhh 

negativo  ferve  ^  quando  le  affiíTe  fi  prendono  da!  fuoco 

verfo  ¡1  vértice  ,  il  pofitivo^  al  contrario  ec. 

50.'  Diífi  doveríi  ridurre  Tequazione;  delía  corva^ 
al  fuoco  ad  un  altra  riferita  all'  aííe  3,  non  perché  ció 
üa  neccíTario  aíToIutaniente  per  le  compianazioni  dclle 
fuperficie  ,  e  per  le  cubature  de''  folidi  mentre  tutto 
querto  fi  puo  otteneré  per  mezzo  del  noto  Teorema^  , 
cioé,  che  La  periferia  dell^  curva  moltipUcata  nel  viaggio 
del  centro  di  .  gravité  d*ejfa  periferia  e  egmle  alia  fuper^ 
ficie  del  Solida  ^  che  dalla  rotazione  viene  generata ;;  e  Va^ 
rea  della  curva  moltipUcata  nel  viaggio  del  centro  di  gra* 
vita  d'ejja  área  e  eguale  al  folido  accennato  ;  ma  qui  non 
ii  fuppone  il  Lettore-  informaro.  di  eíli  ceotri  di  graviiá  * 

Ora,  per  avere  nna.  fuíEciente  idea  delle  curve  rife- 
rite  al  fuoco^  mí  faecio^  ad  indagare-  la  lora  coílruzio- 
ne  .  Sia  una  di  quelle  BCD^  (  Fig;..p. ).  le  coordinate_> 
infinitamente  proíTime  JC^  AEy  che  par  tono  dal  punto 
'A^  ü  chiamino:  z  ,  la  lora  diiíerenza  FE  =  dz^  e  Par^ 
chetto  mínimo-  CF  defcritta  col  centra  A  fia  —  dtf . 
La  natura  deila.  curva  venga  generalmente  efpreíTa-. 
dairequazione  difFerenziale  pdz~du  y  ia  cal  la  p  é  da- 
ta in  quaifivoglia-  modo  per  z~ .  Si  noti  perianto ,  che  il 

a  z  primio 
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primo  membro  pííz ,  a  ven  do  le  variabili  z  ,  che  tuttí 
prendo  no  origine  dal  polo  ,  é  integrabile  o  algebrai- 
camente ,  o  trafcendentemente  ;  ma  Taltro  membro* 
du ,  fenza  incorrere  in  paralogifmo ,  non  pu5  fommar- 
fi ,  non  eíTendo  egli  gia  la  fluffione  dell'  arco  u ,  perché 
effo  elemento  du  crefce,  o  cala  in  doppio  fenfo  ,  cioc 
ed  in  fe  fteíTo ,  e  coU' aumentarfi  o  diminuirfi  dell'or- 
dinate  AC,  AE  .  Per  procederé  adunque  aggiuflata- 
mente  ,  col  raggio  arbitrario  JIzzr  Ci  defcriva  il  cir- 
colo  JGHá  e  fia  nella  periferia  deterrainato  un  punto 
quaínnqtíe  I,  da  cui  fi  prendan©  come  da  punto  fiíTo 
gl'archi  crefccnti  IG ,  IH\  e  prorogate ,  fe  occorre , 
le  variabili  AC ,  JE  fino  in  G  ,  ed  H ,  faranno  fimi- 
li  i  fettori  ACF,  AGH^  e  per6  z,  du::  r ,  GH,' 

che  fi  chiami  % ,  dunque  záq  ~du  j  ma  per  l'equazio- 

r 

ne  genérale  della  curva  é  pdz  =  du ,  dunque  zdq  =¡pdz  i 

e  pcró  rpdzzzd^i  quindi  fomraando ,  fará  rrpdz^q-:^IG. 

Le  coílanti  aggiunte ,  o  lévate  nell' integrare  altro  noiu»' 
farebbero ,  che  diveríificare  il  Tito  del  punto  l . 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  r. 

Sia  da  conruirri  la  ípirale  logaritriMca ,  la  di  cui 
equazione  é  adz  ~du;  ma  du  —  zdq  ,  dunque  adz-=.zdq't 

b  ~V  h  r 

O  puré ,  perché  il  raggio  Al  k  aflbnto  ad  arbitrio , 
fatta  ¿  =  f  ,  e  prefa  a  come  unitá ,  dz  —  dq  y  ed  inte- 

s 

grande  ^  ¡  z=:q  ,  la  di  cui  eíFezione  geométrica  é  tra- 
ícendente  ,  raa  fempliciffima  , 


E  S  E  M  P  I  O    1 1. 

Sia  la  rpirale  iperbolica  ■  delia  fottangente  colante 
at  e  pero  1' equazione  adz  —  du  \  ma  du     ziq  , 

z  r 

dunque  aráz  z:  dq  ,  e  fommando  fará  b  —  at- ~  q  ec. 

In  tali  coflruzioni  íi  á  fempre  l'arco  ÍG  di  circo- 
lo  ,  che  forma  l'omogeneo  di  comparazione  ,  l'altro 
mtmhiQ  J'rpdz  pu6  eíTere  integrabile  anali ricamente , 

come  nel  fecondo  efempio  ,  o  trafcendentemente  per 
via  della  quadratura  dell'iperbola ,  come  nel  primo,  o 
per  qualunque  altra  p¡ú  compota  .  Quindi  in  un  folo 
cafo  le  noñre  curve  poíTono  eíTer  algebraichc  ,  cioé 

quan- 
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do  la  quantitá  Jrpdz  poíTa  ridurfi  alia  réttiíicazíone 

d'un  arco  di  cerchio ,  che  al  corrifpondente  ÍG  flía_*j 
come  numero  a  numero  ^  Se  la  proporzione  foíle  per 
avventura  farda ,  aUora  la  curva  BCKD  fará  bensi  me- 
cánica, ma  non  giá  dipendente  dal  tetragoniímo  del 
cerchio  ^  ridücendofi  ad  un  problema  diverfo  confiílen- 
te  nel  dividere  gí"3rchi  circolari  in  qualunqué  data  ra- 
gionc  \,  il  che  puo  ottenerfi  per  mezzro  dcU'  Elice  o  fía 
Spirale  d'Archimede  ,  o  delía  Quadratice  di  Dinoflrato  . 

Le  foprafcritte  cofe  ct  fomminillrana  un'  altro  mo- 
do di  far  paí&ggio  dalle'  efpreíTioni  delle  curve  al  fuo- 
co  a  queile,,  che  íi  riferifcono  alllaíTc^  o  al  contrario  . 
GiaccherpíÍ2=  ííj  =  rrdt    chiaraata  la  tangente  IKzzt  . 

z  yr  +-  tí 

(  nura..  zS,  y  ,,.  fara  eíla.  tangente  p  data  analíticamen- 
te, o  trafcendentemente.  per  z ,  ma  AT=  r  ,  A  K = i/  rr-h  tt„ 
AU—  X  ,  MC^y     dunque  rz  ^Vw-^tt     e  dopo 

le  debite  riduzionl r  \^  z% — xx  zzt  =:  ry    ma  í  é  dato; 

per  2,.  e  z~i^xx-hyy9  dunque  fiamo  arrivati  alla-^ 
curva  lócale  all'aíTe che:  toílo  fi  riduce  alie  folite  coor- 
dinate  x  ,  y   Tornando  indietro  per  la  íleíTa  Arada  íi  - 
paíTa  dalle  equaziont  all'  afle  a  quclle  ál  fuoco  .. 

RilH- 


I 
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Ripiglio  l'efempio  del  num.  87. ,  cioé  ía  cuL'va^ 
zd%         zz  du  riferita  al  fuoco,  per  riferirla  ail' 


i^cc  —  2bz  —  zz 

aíü .  Poiché  fi  é  prefa  pdz  ~  du  per  equazione  genéra- 
le delle  curve  riferite  al  ílíoco  ^  fará  in  qaeílo  cafo  par- 
ticolare  p  —  %  ^  onde  furrogato  quefto 

y  ce  —  2hz ' —  %z 
valore  in  luego  di  f  neU* equazione  rpdz  ~  dq  =  rrdt  ^ 

Z  YT  ^  tt 

fará         rdz        '  ~  rrdt  .Vzccioh  ^zzzs  y  dz^ds^ 

i^cc--2bz  —  zz 
hh  4-  ih%       n  ss  y  onde  —thz  —  zz^hh>—ss  ^  e  foíli- 
tüiti  quelli  valori ,  fara        r^íj*         iz  rrií   ,  cioe 

y  cc^bb  — 

fatia  ¿'¿r    bb    hb  j     rds     ,  o  fia     r¿¿/j         rrdt  ; 


¿i?  —  ss  h  y  hh  ~  ss 

ma  r  intégrale  del  primo  membro  h  un' arco  di  cer- 
chio  5  di  cui  fia  h  il  raggio  ,  ed  j  il  feno  del  comple- 
mento^ (  num,  37.)  moltiplicato  nella  frazione  coílante 

r  5  e  r  intégrale  del  fecondo  é  un' arco  di  cerchio  del 
T 

raggio  V  5  tangente?;  dunquc  il  primo  arco  fara  al  fe- 
condo 5  come  fe  ad  r  ,  cioé  faranno  tra  loro  ^  come  i 
raggí  5  dunque  fono  fimili ,  dunque  nella  íleíTa  ragionq 
de'  raggi  fono  puré  le  tangenti ;  e  perché  la  tangente 

del 


\ 
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del  primo  arco  é  b  yhh  —  ss  ,  fará  h  l^hk—sSft'.'.h, 

í   -  í 

r,  cioh  t—r  i^bh—ss ,  qnindi  reftimito  il  valore  di 
s ,  e  poílq      in  luogo  di  í ,  íl  avera 

^  =:  r  yhh  ^bb~~  zbz — zz  ,  equ^zione  ridotta  all'aífe, 

la  quaie  fi  efprimerá  con  le  fole  coordínate  « ,  >  , 
ponendo  in  luogo  di  zs  ¡1  valore  atí?  -^yy  ,  e  fará  6y 

y]/xx-^yy  ~  x  \^  hh  —  bb  —  %b  u^xx-^yy — xx — yy  ^ 
che  é  la  ftelTa  della  ritrovata  ai  citato  num.  87. 

Per  paíTare  dall' equazioni  all'aífe  a  quelle  del  fuo- 
co¡^  prendo  l'Efempio  I.  del  num,  88.  la  di  cui  equazio- 

ne  al  circolo  é  z  ~\^hx  (  Fig.  8. )  •' 

La  tangente  data  per  z  dell'arco  QQ  defcritto  col 

centro  A  ,  raggio  r  ,  li  trova  eíTere  r  y  hh  —  zz    t  ; 

z 

dunque  uell'  equazione  canónica  dq  -  rrdt  foflítuiti  iiu. 

rr  ^  n 

luogo  di  í  ,  e  di  dt  i  rifpettiyi  valori  ,  averemo 
^d(^-—     rdx     \  pongo  —  % ,  perché  crefcen- 

■  vhh~~zz 

éo  JC,  (z)  calahrco  OQ{q);  m&  h^fd^i  quiñ- 
is 

di 
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di  rdu  ~     rdz     ,  cioé     zdz     =;  du ,  che  é  la  íkf- 

Ko«  —  zz        \/  ¡oh  — zz 
fa  equazione  della  rítrovata  al  nutn.  88. 

Né  meno  fono  neceíTaric  le  particolari  formó- 
le ,  che  fi  fono  r  i  tro  vate  nel  cafo  delle  curve  con  Ie_* 
coordínate  in  angolo  obbliquo  tra  loro  ,  perché  tali  equa- 
zioni  poffono  fempre  mutarü  ia  altre  ,  che  abbiano  le 
coordínate  in  angolo  retto  ,  ed  indi  poi  fi  potra  ferviríi 
delle  folite  formóle  . 

Ed  in  fatti  fi  chíámi  (  Fig.  7. )  HG  =  p  ,  AG'=-  q; 
é  adunque  pzzny  ,  q  —  x-^ey^  denominando  ,  come  fo- 

pra  ,  ABzz  X  ,  BD—y  ^  e  la  ragione  del  fcno  tutto  al 
feno  retto  quella  di  ad  » ,  al  fe  no  del  complemento 
quella  di  w  ad  e  ;  adunque  fara  y  —  mp  ,  azzq  — 

=:  gi  —  ep  .  Soflituiti  per  tapto  nella  propoíía  equazio- 

m  n 

ne  in  luogo  ¿l  x ,  eá  y  queíll  valori  dali  per  ^ ,  e  q, 
avrafli  l'equazione  della  curva  con  le  coordínate  in  an- 
golo retto  fra  loro  .  Ma  fuccederá  bene  fpefTo  ,  che  l'e- 
quazione primitiva  fu  femplice  ,  e  trasformandola  fi  fac- 
cía  aíTai  compolía ;  anzi ,  che  eíTendo  feparate  le  inco- 
gnite  nella  propoda ,  non  lo  fie  no  nella  trasformata.. , 
il  che  é  di  maggíore  difficoká,  né  poíTano  fepararfi 
con  le  folite  rególe  di  divifioni ,  efirazioni  di  radici  ec, 

p  Tut- 
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Tuttavia  peró  in  raolti  cafi  particolari  non  fara  forfe^ 
mal  fatto  il  mettere  a  proya  ,  e  I'  una ,  e  1'  altra  manie- 
ra per  appigliarfi  a  quella  ,  che  nel  dato  cafo  íará  piu 
cómoda  . 

Ma  fará  opportuno  venire  agí' Efemp],  ne'  quali , 
quando  non  fi  avvifi  in  contrario  ,  intenderaífi  fempre, 
che  le  coordínate  fiano  fra  loro  in  angolo  retto  . 

Delle  Quadr^urs  de*  Spazj  , 

ESE M PIO  L 

í>2.  Sia  j<!B  C  (Fig.  i  o.)  una  parábola  apolloniana  dcll'e- 
quazione  ax  ::^yy ,  una  qualunqu?  aíTiíTa ^  D  —  x^DBzzy^ 

e  debbafi  quadrare  lo  fpa^io  ADB,  Sara  dunque y—Vax, 
e  pollo  queíío  valore  nella  formóla  genérale  de*  fpazj 

( yáx )  in  Uiogo  di    ,  fará  eíTa  dx  Vax ,  ed  integrando 

^xvTic^h.  La  quantita  &  é  la  folita  coílame ,  cho 

nelle  integrazioni  devefi  aggiungere ,  e  che  ora  fa  d'uo- 
po  di  determinare  .  Nel  punto  A ,  cioe  quando  a?  =  o , 

lo  fpazio  é  zero ,  adunque  ¡'intégrale  ~  jtft/ajtf-H^,  che 

efprime  quefto  fpazio  ,  de  ve  puré  eíTere  zero  ,  fatta-. 

j;  =  o ,  e  peró  fará  ^oi^ao  +.  b=:o,  cioé  h—  o  ;  vale  a 

diré,  che  in  qucílo  cafo  non  devefi  all' intégrale  aggiun- 
gere coÜante  alcuna , 

Adun- 
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Adunqiie  fará  lo  fpazio  ABD  ~     xVax  ,  ma_ 

\/ax  —y,  onde  ABD  zz^xy  ,  cioé  eguale  a  due  terzi 

del  rcttangclo  delPaíTiíTa  neíl'  ordinata  - 

Qüindi  fe  íi  voIeíTe  lo  fpazio  chiufo  da  una  fííTa-*, 
e  determinata  afliíTa ,  ed  ordinata  ^  per  efempio  quando 
fia  ftf  =  2í3 ;  comecché  ,  per  l'eqLiazione  delía  curva  ,  é 

in  queflo  cafo  y  =  \^zaa  ,  fara  lo  fpazio  —i^aaVz.  Se 

le  aífiíTe  delIa  parábola  non  principiaílero  dal  vértice  A, 
ma  da  un  dato  punto  D;  porta,  per  efempio  AD^at 
una  qualunque  DE-x,  il  parámetro  =/,  fará  i'equa- 

zione  af^fx^yy^  eá  y^i^af  ^fx  ,  Soflituito  quefto 
valore  nelia  formóla  ydx  ,  fará  eíTa  dx  vaf  -hfx  \  ed  in- 
tegrando-^ X'?    A?  K^/V^-H^  eguale  alio  fpazio  DCEñ. 

Ma  per  determinare  la  coflante  b  fi  riñetta ,  che  nel 
punto  D  ,  cioé  quando  a?  =  o  ,  lo  fpazio  é  eguale  a_. 
zero  ,  adunque  nell'  intégrale  fatta  x~o,  dovrá  effere 

^  íji/ísf-H h  —  o,t  pero  la  coíUnte  b—  —  la  yaf\  adun- 

que  per  avere  l'integrale  compito,  in  luogo  di  aggiun- 
gere  la  b\  bifognerá  fottrarre  ^ai/af  ,  e  pero  lo  fpazio 

ricercato  DQEB  fará  ~    X-s  -h  xyaf-h'fx  —  a^/af^ 
Sia  AE  —  a,tá'mE  principj  la  x  verfo  A,  e  lia 

p  2  una 
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una  qualunqne  EDzzx,  fará  l'equazione  af'^fx'^^yy  » 
ed  yzz\^af—fx,  onde  ydx  -  dx\^af  —  fx  ,  ed  integran-  ^ 

do,  fará~^7=7x?=>*^^*  'í''''''^^ 

lo  fpazio  puré  é  =0,  adunque  fatta  nell*  intégrale  íf=o, 

dovrá  effere  —  ^  ai/^af  +-h  ^  o,  e  pero  é  af  i 

adunque  lo  fpazio  EDBC:^-^a\/af—^^)ia—xi^af—fx. 

Si  é  veduto  ,  che  generalmente  lo  fpazio  -íÍEC 
neila  parábola  AE  y^EC  ^coúXo  fpazio    D£  = 

^         X  DB;  adunque   lo  fpazio  DECB   fará  = 

^  AE\  EC—^  AD  XDB^'ú  che  appunto  confron- 

ta  col  calcólo  ddl^uno,  e  dell'altro  cafo  dcU' origine^ 
della  X  dú  punto  D  verfo  E  ,  e  dú  punto  E  verlo  D. 

Prendo  l'equazione  genérale  a  tutte  le  parábola* 
di  qualunque  grado  a^-^^:^        ,  onde  fará  y  zza    x    ' , 

mu 

e  pei6  la  formóla  ydx  ::::  a""  x ^  cá  integrando  ^  fa* 
ralo  fpazio  -  r¿z  -h^^  ,  ma  prefa  a?  =  o  ,  fi  tro- 

va  eíTere  ¿  =  0,  adunque  non  va  aggiüota  coHante»* 

alcuna  ,  e  1' intégrale  ritrovato  ra  ^  x  ^'    é  compito,  e 

po- 
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m  tt 


ponendo  jí  in  hiogo  di  a^x^  ^  fará  rscy  alio  fpazio 
íicercatQ  , 

E  S  E  M  P  I  O    I  í. 

Sia  la  curva  y  =  y  x-i^a  j  fará  adunquti» 


jfiáí  =  íÍAf  }^  *■ +- a' ,  cd  integrando  ,  fará  lo  fpazio 


Mapofla  ;v  =  o,  dovrá  eíTere  h^—   m   X^  y  ¿t¡ 


adunque  T intégrale  compito,  cioé  lo  fpazio  ricercato 

f  a. 


E  S  E  M  P  I  O    1 1 1. 


5)4.  Sia  l'iperboU  fra  gl'afLntoti  FKD,  {Fig.  it,) 
t  fia  JB  X  ,  BE  —y  ,  e  l'  equazione  xy  aa  ;  fará 
y  —  00^,  e  p¿i6  ydx     aadx  ,  ed  ir^tt  grando  ,  fará  .  lo 

X  X 

fpazio  =:  a  ¡  x-i-b  ,  prefo  il  logaritmo  nella  logarítmi- 
ca 
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ca  della  fottangente  =  s .  Ma  pofía  a?  =  o  ,  il  logarit- 
mo del  zero  é  quantitá  infinita  ,  e  negativa ,  per  la  na- 
tura della  logarítmica  ,  adunque  la  quantitá  b  da  aggiun- 
gerfi  alV intégrale  deve  eíTere  quantitá  infinita,  e  pofiti- 
va ,  e  per6  infinito  lo  fpazio  coraprefo  della  curva  E  F 
prodotta  in  infinito ,  dall'afintoto ,  e  dalle  due  coordí- 
nate AB , BE , 

Sia  hiperboloide  dell*  equazione  —  xyy  ,  fará 
^  =:  i/  ¿3 ' ,  e  pero  ydíí     dx     a^^  ed  iotegrando  , 

fará  lo  fpazio  =  2  \ya^X'i-b  y  ma  pofla  Af=:Ojé&=zo, 
adanque  non  fa  d'uopo  aggiungere  coííante  alcuna  ,  e 
¡'intégrale  compiro  ,  cioé  lo  fpazio  JBEF  infinitamen- 
te prodotto  all'insü,  fará  2\ya^x,  quantitá-  finita,  o 
fía  j  per  I'equazione  della  curva,  =  2xy  . 

Sia  riperboloide  dell*  equazione  a*  =  xxy  ;  fará 
y  :za^ ,  ed  ydx  zza'dx,,  ed  integrando  fará  lo  fpazio  = 

—  ¿3^4-^,  ma  poíía  a?  =  o  ,  fará      quantitá  infinita , 

adunque  b  é  e guale  all'  infinito ,  onde  per  avere  1'  inté- 
grale compito  bifognerá  aggiungere  quantitá  infinita-,  , 
e  pero  fará  infinito  lo  fpazio  . 

Sia  generalmente  I'equazione  a  tutte  le  iperboloi- 

di 
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í»i3       í:  &  .  Se  f»  =:  I  ,  M  =:  1  ,  pioé  xy  •=  aa  , 


m  —  n 


avremo  J'ydx  —  aa     b,  cjuantita  infinita ,  onde  lo  fpa- 

zio  infinito ,  come  ñ  é  veduto  di  fopra  ; ' 

SeK  =  i,Hí=:25  cioé  a  ^  =  xyy  j  fará  J* ydx  — 
2  t/<3'Af  -f-é  ;  ma  poíía    =  o  ,  fars  puré    =  o  ,  aduiv 

que  l'integrale  compito,  cioé  lo  fpaziú  cercato  =  2k'£í'Ar=; 
^xy  ,  per  I'equazíone  della  curva  ,  e  pero  fiaito ,  quan- 
tunque  infinitamente  prodoito  all'  insu  dalla  parte  di  F . 

Se  »    3  ,  m'^  i  ,  cioé      "  xn^y  ,  fará    ydx  zz 
-^bi  ma  porta  x—o^  fará  ■ —  íj'  infinito  ,  e_, 

.V  o 

pero  b  zz  all' infinito ,  adunque  fi  deve  aggiungere  all* 
intégrale  quantitá  infinita ,  e  perd  lo  fpazio  íará  infinito. 

Se  n~i ,     =  3  i  cioe  ¿j*  ~  A?y' ,  fará  J*  ydx  - 


4  £ 


^  ¿I  í  «  J  ;  ma  porta  a?  =:  o  ,  fará  ¿  =  o  ,  adünque 
r  intégrale  compito,  cioé  lo  fpazio,  fará  = j/íj+^íArz: 

—  ^  ;tfy  ,  quantitá  finita  ,  quamunque  infinitamente  pro.^ 
dotta  all'ínsü . 

Se 


y 
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Se  »  =  3  ,  m  =  I  í  cioé  ¿i'*  =  a;    ,  fara  y^jf^íí  = 


ZÍS» 


lo  fpazio  infinito , 

Se«=:i,í«=:4;  cioc      =:  xy^ ,  fará  ^  ydx  = 


4  |/<7^ +-  ^  ;  ma  poíla  á?  —  ó  ,  üvk  b  —  o  ,  adunqué 


r  intégrale  cotnpito  ,  cioé  lo  fpazio  ^  fara  =:  4  j/d '  x '  — 

3 

4  xy  ,  quantitá  finita  . 

n  4  j  7»  =  I  ;  cioé  ¿( '  =    +^  ,  fara  j* ydx  zz 


Se  » 


—  i?  5  +-  5  ;  ma  poíía  x  ~o  ^  fara  &  eguaíe  all'infini- 

to ,  adunque  infinito  lo  fpazio  .  Con  la  fteffa  maniera 
fi  potra  procederé  quanto  fi  vuole  . 

Prendanfi  ora  le  aífiíTe  dal  punto  B ,  e  fi  cerchi 
lo  fpazio  BCDE  .  Sia  dunque  AB  -  b  ,  BC  -  x  , 
CD  =^  ,  e  fia  la  ñtñk  iperbola  apolloniana ,  la  di  cui 
equazione  hy  +'xyziaa\  adunque  íará  y  —  aa  ,  e  per6 

ydx  =  aadx  ,  ed  integrando  f ydx  -a  Ib^x  -t-fj  pre- 

fo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangente  =  a. 

Ma 
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Ma  per  determinare  la  cofknte  f,  po;U  x~o,  dovrá 
eíTere  /=  — a  ¡ k,  adunque  l'inregcale  '  compita  ,  cioé 

lo  fpazio  BCDE  fará  a  lb"^~x  —  a  Ih  , 

Se  fi  prenda  BC=  a  infinita,  fará  infinito  /J+T^Tj 
adunque  lo  fpazio  EBCD  infiaitamente  prodotto  daUa_ 
parte  di  C  é  infinito  . 

Si  prenda  x  negativa  ~  BJ= — b,  fará  a  ¡b  +■  x 
egualc  ad  a  moltiplicaro  nel  logaritmo  del  zero  ;  ma  il 
logaritmo  del  zero  é  quantitá  infinita,  e  negativa,  adun- 
qns  in  quelb  cafo  lo '  fpazio  é  negativo ,  cioé  dalla  par- 
te di  iW,  ed  é  infinito  5  come  fi  é  veduto  anche  di  fo- 
pra  ,  e  pero  lo  fpazio  tra  i'iperbola  apoUoniana  ,  e  gÜ 
afintoti  é  infinito  dall'  una  ,  e  dali'  altra  parte  infinita- 
mente prodotto . 

Sia  hiperboloide  cubico dell'equazione  byy  4.  xyy 
UxB.y  —  J  a  ^  ,  onde  ydx  ~  dx  í/  _£j  j  ed  integrando 

^    hjf  X  '  ¡a 

J'ydx  =  2t/á!'  ¿  +.  a ^v  +■  / ,  ma  pofla  x  zi  o  ¡  fará  / 

—  zya^b  ,  adunque  l'integrale  compito  ,  o  fia  lo  fpazio 

EBCD,  fará  =:  zi^a'b a'' x  —  2  ya'b  ,  quantitá  alge- 
braica ,  Prefa  x  infinita,  fará  infinito  lo  fpazio  EBCD 
infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  C 

Prefa  x  negativa  =      :r  —  ¿  ,  l'integrale  fará  — 

iyfí'h  j  adunque  lo  fpazio  fará  negativo  ,  cioé  fa- 

q  ra 


734  INSTlTUZíONI 
ra  FEBAM,  e  fara  finito,  quanumque  infinitamente  pm- 
dotro  dalla  paite  di  M,  come  ü  é  puré  veduto  di  fo- 
pra  . 

Sia  l'iperboloide  deli'eqLiazione  b-h  x  Xy-^'  j  ^^^^ 
y  ~      a'     ,  onde  ydx  =   a'dx    .    Ed  integrando 


fydx- —       +-/,  ma  polla ,.v=:03  fara/ ~  ;'adün- 

que  r intégrale  compito  ,  cioe  lo  fpazio  EBCD  fará  =: 
¿i' —  a'-',  Prefa  ,v  infinita,  il  termine  —  a'  fará 

zero  ,  adanque  lo  fpazio  fara  finito  ,  quantunque  infini- 
tamente prodoito  dalla  parte  di  C,  Sia  x  negativa  - 
BAzz  —  b  i  Tintegralc  fara  a'  —  a',  ma  —  a'  é  quan- 

tica  infinita ,  e  negativa  ,  adnnquc  lo  fpazio  fara  dalla_. 
parte  di  M  infinito  ec. 

Con  queflo  método  operando  troveraíTi  ,  che  lo 
fpazio  tra  l'iperboía  apoUoniana  ,  e  gil  afintoti  infinita- 
mente prodotto  fará  infinito  dall'una,  e  dall'altra  parte; 
tra  l'iperboloide  primo  cubico  ,  e  gli  afintoti  fará  fini- 
,to  dalla  paríe  di  Ai,,  ed  infinito  dalla  parte  di  C ;  ira 
l'iperboloide  fecondo  cubico  ,  e  gli  afintoti  fará  infini^ 
to  dalla  parte  di  e  finito  dalla  parte  di  C;  tra  l'iper- 
boloide primo  del  quarto  grado  ,  e  gli  afintoti  fará  fi- 
nito dalla  parte  di  M  ^  ed  infinito  dalla  parte  di  C;  tra 

l'iper- 
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I'iperboloide  fecondo  ,  e  gli  afmtoti  fará  finito  dalla^ 
parte  di  C ,  ed  infinito  dalla  parte,  di  M  ec. 

Per  porre  in  opera  le  ferie  .  Prendo  Í'efpre0ione_* 
dello  fpazio  B  CD  E  delU  fuddetta  iperboU  apolloniana , 
cioé  aadx  , 

Ridotta  queíla  in  ferie ,  fara  eíTa  =  aadií  —  aaxdx  +- 

mxxlx  —  aax^dx  ec. ,  ed  integrando  aax  —  aaxx  +> 

¿í  ¿+  ~  2bb 

■i-aax^  —  aax^  ce. ,  la  qual  ferie  infinitamente  prodot- 

ta  equivale  appunto  alio  fpazio  BCDE ,  e  fe  foíTe  fom- 
mabile ,  ci  darebbe  in  termini  finiti  ,  cioé  algebraica- 
mente lo  fpazio  cércate  ,  vale  a  diré  la  quadrarura_j 
dell'  iperbola  ,  ma  non  eíTendo  foramabíie  ,  quanti  piü 
termini  di  effa  fi  prenderanno,  principiando  dal  primo, 
tanto  piü  ci  avvicineremo  al  giiirto  valore  dello  ipazio. 

Prendo  l'affiiTa  BT  dalla  parte  de'  negativi  ,  fará 
l'equazione  della  curva  hy — xyz:aa,  e  per6  yd^  ™ 
aadx  ,  e  riducendo  in  ferie  ,  fara 

ydx  =  aadx  +-  aaxdx  -h  aaxxdx  +■  aax '  dx  4-  aax  ^  dx  ec, ,  ed 

b  bb  ¿=  ¿+  ¿1 

integrando ,  /* ydx  —  aax  4-  aaxx  +•  aax '    aax -i-  aax '  ec. 
^  h  2bb 

q  2  eguale 
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eguale  aUo  fpazio  BfPE.  Prefa       s       ,  lo  fpazio 
FEB4M  infinitamente  pirodotto  dalla  parte  di  ilí  fa- 
rá  =  aa -i- aa  +  m -ir  aa +.     ec,  ferie  di  valor?  infinito  ; 

adunqiie  lo  fpazio  infinito  . 

E  S  E  M  P  I  O   I  V, 

íjj.  Fra  gl'afintoti  AS  ,  AB  (  Fig.  12. )  fia  hipér- 
bola equilátera  OC  ,  e  fia  ABzzBC:=.a  ,  Bl  —  x  . 
S'intenda  defcritta  la  curva  mecánica  BEF  tale,  cha 
il  rettangolo  di  AB  m  qu ahinque  ordinata  lE  fia  egua- 
ie  al  corrifpondente  fpazio  iperbolico  BCOI  *  Si  ricer- 
ca  lo  fpazio  indeterminato  SABEF*  Sia  1' ordinata— 
JE  =  s  .  Si  é  veduto  ,  eíTere  lo  fpaüio  BCOI  eguale 
alia  ferie  íjat  -h  xsc     a?  '  +.  Af*  +-      ec. ,  pofia  come 

fuppongo- ,  avzh  ^  adunque  per  la  proprietá  della_. 
curva,  fará  z  —  pe     ís^  '  ^  P^-^  ^sá»  — 

xdx  +- xxdx ^  x^dx^-  x^'dx  ec. ;  ed  integrando ,  fara  fi- 

%a      $aa  4íí' 
nalraente  lo  fpazio  BIE  =  xx  +-  x^  ^-je^  ^  x^     x^  ec, 

2      6a     itaa  2oa\  ^ca'^ 
c  prefa  x  -  a  —  BA  rifpetto  a  tutto  lo  fpazio  SABEF 

infí- 
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nitamentc  prodotto , fará  eíTo  ^aa^  aa^  aa^m-^  aa  ec, , 

íf       í>       la       10  JO 

la  qual  ferie  é  fommabile  ,  cd  é  ~'m^  adunque  é  aí- 
^ebraicamente  qu  adrabile ,  ed  eguale  al  quadrato  di  B  ^ 
Jo  fpazip  infinitamente  prodptEo  SAhEF , 

E  s  E  iw  p  r  O  V. 

^tf.  Sia  l'iparbola  JTC,  (  Fig.  13. )  I'aíTe  trafveifo 
5 il parámetro  zzp^  EB:=^í>f ,  BC—y,  eper6  l'equa- 
zione  síx — aa-^.'zayy^  e  fi,  cerchi  lo  fpazio  tABC; 

p 

fara  dunque  ^  =  1/  pxx  —  paa  ,  e  pero  la  formóla- 


ydx  ■zzáx  y  pax — paa  .  Fatto  fparire  il  fegno  radicale, 

ta 

e  paíTando  all'  integrazione  ,  troveraíri  con  le  folite 
maniere  1*  intégrale  in  parte  algebraico  ,  ed  in  parte 
logarítmico ,  adunque  lo  fpazio  ABC  dell'  iperbola  di- 
pende dalla  defcrizione  della  logarítmica  . 

Se  fi  voglia  lo  fpazio  ACME  ^  lo  fpazietto  infini- 
tefimo  ITCH  j  fatta  MT  infinitamente  proífima  a  BC, 
ne  fara  1* elemento,  e  pero  la  formóla  fará  xdy  ,  incuí 
foílituendo  in  luogo  di  x  il  valore  dato  per  y  dall'  e- 

quazione  ,  fará  xdy  ^dy  y  layy  -h  aúp ,  ii  di  cui  inte- 

grale 
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gi'ale  iíIeíTamente  dipende  dalía  logaritmica  . 

E  fe  tanto  nella  formóla  ydx  del  primo  fpazio  , 
quanto  nella  ¡cAy  del.  fecondo  fi  aveíTe  foíHtuito  iiL^ 
luego  di  dx'  in  quella  ,  ed  in  luogo  di  dy  in  quelU  i 
rifpetíivi  vaiori  dati  dairequazione  ,  fi  farebbero  parí- 
mente  ritrovati  gl'integrali  della  fteíTa  natura. 

Per  far  ufo  delle  ferie  .  Prendo  la  formóla  del- 
lo  fpaíiio  ACUEA  ,    cioé  xdy  ;  adunque  ¡cdy 

dy  ¡/  layy  4-  aap  ,  e  facendo  per  niaggiore  facilita  la^f^ 

(  giacché  le  coflami  non  aíterano  il  método  )  cioé  fup- 

pofla  Piperbola  eqaílatera  ,  fará  ady    dy  V yy  -h  í3¿z  ,  e 

riducendo  in  ferie  il  radicale  ,  fará 

'sc'dy  —  ady-^yyáy — y^'dy  ■^y'^dy —  $vHy  ec.  ,  ed  inte- 

grande     xdy  ,  cioe  lo  fpazio  ACUEA  zz  ay  — 

ña 

y¡  ^  —      5j^s      ec,  ferie  che  non  fi  fa^ 

fommare .  E  fotrraendo  que  fia  ferie  dal  rettangolo  xy  , 
avrafTi  lo  fpazio  ABC, 

■Si  condncano  dal  centro  B  le  infinitamente  proíTi- 
me  ET,  EC,  e  íiz  AKP  tangente  nel  vértice.  Col. 
centro  E  fi  defctivaao  gli  archetti  di  circoIoX^,  TR; 

fará 


ANALITÍGHE  LÍB.  ííí.  7)9 


ÉK  a  v^Jíf^ -Hj/jz  5  e  per  la  rimilitudine  de'  triangoli 
PKQi.  KEJ^  Q  ih  TEM,  ÍSíxk  K.Q,~axdy  —  aydx  , 

e  per  la  fi  mili  tu  diñe  de'  fettori  EKQ^  ETR  ,  fara 
íri?=:A?iy  — jc^'ÍAf,  e  pero  fara  -  E/TXT'^s  cioe  xdy, — ydx 

Memento  del  letrore  ETJ,  e  foflitüeodo  inluogo  di 

e  ífy  íl  valore  dato  dalPequazionedella  curva  ^^t/^í^v — aa, 
( luppoíta  equilátera  l'iperbola)  fara     aadx      ,   ed  ín- 

2  y XX  —  aa 

legrando  aadx       ,  cioe  U  fettore  JST^ 


2  [/JíA?  —  a0 


' —  ^  a  ¡  X  —  \/xx  —  aa  nella  logarítmica  della  fottan- 

gente  r:    ,  il  quale  fpazio  é  cfpreíTo  da  quantita  nega- 
tiva appuDto  3  perché  ü  aíTume  nel  fenfo  de'  negad  vi  / 
Riducendo  la  formóla  in  ferie,  troveremo   aadx  - 


21/ XX — 

aadx    a ^ ía?  ^"^a^dx  -h     ^ dx  -{-^^a'^^dx  ec. 
2;:^  ^       i6x^      5 2a;  ^        2 ^6x  ^ 

Ma  per  integrare  il  primo  termine   della  ferie  fa- 

rebbe 
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rebbe  d'uopo  ridurre  prima  qnello  ancora  ad  una  fenc. 
infinita ;  adiinque  fará  megUo  fare  piu  fpedit amante  nel 
fegueme  modo  .  Sia  EM  ~  ¡x  ^  MTzzy  ,  =  z  ,  fa- 
rá KP  =  di,  e  fia  KE-p  ,  AE^a,  femiaíTe  trafver- 
fo  »  il  fémiaíTe  conjugato  =  B  .  Sara  adunque  K  Q  adz, 

í 

E*f  =  £^,  TR  =  x.dz,  e  pero  lET)iTR  -  sexdz  , 


2» 


ma,  per  l'^equazione  deüa  curva,,  é  yrzb^i/'xx — aa, 

a 

e  per  i  triangoli  íimili  EAK,  EMT\¡  fará  yzz  xz^ 


adunque  %¡c::^h\/  xx.  —  aa  »  ed  six  —  aabh  ;    e    peí  o 

H  —  a» 

¡a  formóla  faca     ahhdz    >   cioé  ridotca  in  ferie^ 
2  X  ¿'^ — 

tíáz.  -í-  «zsíís  -f-  az^dz  -H  ga't^g^  "^filí     »  ^'^  integrando  ^ 

/ijMáz     5  cioé  lo  fpazio  ZTA  •=,  az  +- 


loé'*        I4¿'  iS^' 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  VI, 

pj.  Sia  il  circolo  JBP  i  Fig.  14. )  col  diámetro 
'JID  ~  a  ,  e  fi  cerchi  l'area  d'un  quaíunque  mezzo  feg- 
rnento  A  HE  .  Fatta  JE=x,EH=j^  fará  I'  equa- 

zione  y  ~y ax  —  xx  ,  e  pero  ydx  ~  dx  y ax  —  xx 
Qiji  non  Gc  corre  liberare  la  formóla  ditlla  ra  di  cale  ,  o 
tentare  altri  modí ,  a  fine  di  mu  ta  ría  in  un'  altra  capace 
d'eíTcre  integrata  algebraicamente  ,  o  per  mezzo  de' 
log^ritmi  ,  perché  fará  fütíca  fuperflua  ,  m entre  ci 
ridarrcmo  fempre  ad  una  formóla  di  quadratura_.  , 
o  rettjficazione  di  circolo  ,  come  fi  é  notato  al  num. 
37.  ,  e  pero  fenz'altro  potraíTi  procederé  con  le  ferie  . 
Rífoluta  adunque  in  ferie  la  formóla  ,  fará 

 ,      I    JL  í  í  7 

áxV  ax  —  XX  =     X  ^  dx  —  x  ^  dx  —     dx — x  ^dx  ec.,, 

-  i  I 

ed  integrando  J ydx  ,  cioé  lo  fpazio  AEH  ~ 

i,    i.        i         2  ü 
-¿!*Af*—  Af*  —  A?*    —   A?*  ce. 


i         i         i  ■ 

Sia  ora  11  raggio  CA  rza  ,  e  fia  CE^x  ,  EHz::y  , 

r  c 
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e  l'equazione  y  :=.\^  aa — xa ;  adunque  yAx  ~d>xy  aa — xx , 
e riducendo  in ferie ,ydx r: adx  —  xxdx  —  x*dx  —  x^dx  — 

2a        8a»  lía* 

^x\ix  ec. ,  ed  integrando, ^ ydx  ,  cioé  lo  fpazio 
CEHB  ~  ax  —jc^  — _5l 

e  fatta  at  =  ¿í  rifpetto  a  tutto  il  quadrante  ,  aa  — 
_         ¿7¿?  — _5f^  ec.  ,  ed  il  quadruplo  di  quefta-- 

ferie  fará  1'  área  di  tutto  il  drcolo  . 

Per  mezzo  d'ün  fettore  .  CA^  a  t  AQ  =  x , 
e  condotta  CK  infinitamente  proíTima  alia  Cj^,  fará 

QK  dx  ,  CQ~  i^aa-hxx  ,  e  defcritto  col  centro  C 
l'archetto  infinitefimo  QS ,  per  la  fimilitudine  de*  trian- 
golt  KSQ^QAC,  kikQSzz     adx  _¡  c  pero  KN= 

ya¿i+-xx 

aadx  ;  adunque  il  picciolo  fettore  CMN ,  elemento 
aa-h  XX 

ád  fettore  CAM,  fará  -      a  ^  .   Ridoito  eíTo 

2  X  íííJ  ATA? 

per  tanto  in  ferie  ,  fará         a^dx   =:  a^dx  — 

zX  aa  -h  XX 

a^xxdx  +-  a^x^dx  —  a'x^dx  +-  a'x^dx  ec.  ,  ed  inte- 

^  2^+  25*  2i3'» 

grando, 
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grando  ,  faráy     g^dx       ,  cioé  il  fettore  CMA  zz 

2  X  aa-^xx 

ax  —  x^-i-  x'  —      +.      ec. ,  e  pofto ,  che  l'arco 
2      6a    loa^    143  í  iBa'^ 

'AM  fu  la  raetá  del  qu adrante  ,  cioé  prefa  «  =:  ¿i  ,  la-, 
ferie  fará  añ  —  aa  '^aa  —     tz,\  ed  il  doppio  ,  cioé 

%  (S         10  14 

&a  —  m-^aa  —  aa  ec,  fara  il  qiiadrante  ABC . 
i      $  7 

Se  in  vece  di  prendere  il  raggio  CA~a,  l'aveffi 

prefo  =:  i/fa,  farebbe  il  quadrante  ABC  - 
'  8 

aa  —  aa  -k  aa  —  aa  ec. ,  e  fottraendo  attual- 
8      3X8'     5X8  7X8 

mente  ciafcun  termine  negativo  dall'  antecedente  pofiti- 
vo  ,  fará  m-^r-aa-i-aa^aa  ec. ,  che  é  la  lleíFa  ferie 

1       15      9$  '19S 

inferita  dal  Sig.  Leibnizio  negl'atti  di  Lipfia  dell'an- 
no  16B2. 

ESEMPIO  VII. 

98.  Sía  l'ellifíi  BCD,  ( Fig.  ly. )  il  femiaíTe  traf- 
verfo  AB^a,  il  femiaíFe  conjúgalo  ACzzb ,  AE  =  x, 
EH  =  y  j  onde  l'equazioae      X  a^—xx  =y.y  ¡  g  pe- 

aa 

r  2  ro 
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ro  ydx  =:  hd^  \/ aa  ~~  xx  ^  elemento  deU'area  JEHC. 

Ma  dx  \^aa^xx  é  formóla  di  quadr  atura  del  c  ir  edo.. 
£0D,  il  di  cui  diámetro  fia  l'aíTe  trafverfo  dell'eUiffi, 
adunque  dalla  quadratura  dtl  circolo  dipenderá  la  qua- 

drattira  deU'elliiTi.  E  perché  y  éi^  \/aa~-scx  —  'EHCJ^ 

e  I*  dx\^  aa  —     zz  E  MO  A ;  fará  un  qualunque  fpa- 

zio  .dell'eliifTi  al  corrifpondente  fpazio  del  circolo  ful 
diámetro  D£,  come  b  ad  íí  ,  cioé  come  il  femiaíre_í 
conjugáto  al  feraiaíTe  iralVerfo  ,  ed  in  confeguenza  lo 
ípazio  intero  dell'  elIilTi  a  tutto  lo  fpazio  del  circolo  nel- 
ía  ñeíTa  ragione  .  Ma  poiclié  i  cireoli  fono  ti'a  loro , 
come  i  quadrati  de'  diametri  ,  o  fia  de'  raggi ,  fe  farer 

mo  un  circolo  ,  il  di  cui  raggio  fia  —{/"ah,  cioé  medio 
proporzionale  tra  i  due  femisífi  deli' elliffi  BCD  ,  . fará 
queílo  circolo  al  circolo  BOD  ,  come  ab  ,  mt:  b  ,  a, 
ma  in  quefta  raedefima  ragione  é  l'area  dell'elliín  é'CO 
alio  rteífo  circolo  BOD;  adunque  l'area  dell'elíiíri  fará 
eguale  aíl'area  del  cifcolo  ,  il '  di  cui  raggio  fia  medio 
proporzionale  fra  i  femiaíTi  dell'elliíTi. 

Per  niezzo  della  ferie  ,  Ridotta  ih  ferie  la  formóla 


hiix V áa — XX ^ fará eíTa ^hdx X  a~xx — x —     — ^x^ ec, 
o.  a  la  '8(í.'    i  6a-  iiSj.^ 

ed 
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ed  imegi^máQ  j^bdx  \^aa—xíís  ciqé  l* área  ^ CHE - 

—       -T-^'S  —  ^^tf  7  —  i^hx^  ec,  j  e  fatta  x~  a , 

f^irá  i' área  ACB  ,  qi-iarta  p$ri:e  deU'elliífijeguale  ad  ab  — 
ah  —  ab  —  ab  —  ^ah  ec, 

Nella  íiefiTa  ellifTi  ,  prefo  un  qualunque  arco  DS\ 
fia  DP  tangente  in  D  ,  =  ,  15  =  y  ,  e  per  lo 
punto  5  condotta  AP^  le  fia  infinitamente  proíTima^ 
AK^  che  tagliera  1' elliífi  in  T.  Col  centro  A  fi  de- 
fcriváno  gl'archetti  di  circolo  Kj^,  TK  \  fará  dunque 

KP  =.  —  axdy    aydx  ,  eíTendo  PK  diñerenza  negativa; 

e  per  k  fimilitudine  de'  triangoli  PQK,  PAD  ,  fauá 
K  Q  ^  '■ — aíídy'^&yilx  ,  e  per  la  fiisiiitudine  de'  íetíon 

X  y  XX  -i-  yy 

ATR  ,  AKQ  ,  fará  7^5  =  —  xdy  -h  ydx  ,  e  pero 

y  XX  -^  yy 

TR.  X         cioc  — xdy  4-  yia?  fará  la  formóla  per  Jo 

Z  1 

fpazio  ACT ,  la  qnale  ,  ibílituiio  in  luogo  di  y  ,  e  ,  di 
dy  il  valore  dato  dall'equazione  delU  curva  ,  iara  filial- 
mente abdx 

zy  aa  —  xx 
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Ma  r      aix       é  la  rettificazione  del  ckcolo  , 


\^  aa  —  XX 

come  fi  é  ved  uto  al  num.  37- ,  e  come  fi  vedrá  i  a-i 
breve  ,  adonque  la  quadratura  de'  fettori  ellittici  dipeii- 
de  dalla  rettificazione  ,  o  quadratura  del  circolo  ,  Nc 
occorre  affaticarfi  per  liberare  la  formóla  dal  radicale  , 
perche,  ció  non  oílante,  urteremo  iri  un* alira  dallo  Ücl- 
fo  circolo  dipendente  ,  . 

Vtt  mezzo  poi  delle  ferie   troveremo ,  eíTere^ 
ahix        —  báx  +■  "^hx^dx      ^bx^dx  -h- 

x^hxHx  ec- 5  ed  integrando,  avremo  lo  fpazio  ATC:=: 

hx      hx^     ^hx^      5bx'^      35¿J^^  ec,  ^  e  fatta  ^r:^ 
^    i^íj^     Sod?'^     2t^a^  z^o^a^ 
rirpetto  a  tarto  lo  fpazio  ADCj  quarta  parte  dello  fpa- 
zio  intero  del?  ellifli  ,  fará  effo  —  ah  ^  ab  ^  ^ah 

$ah     35£&  ec. 
2J04 

Che  fe  avefli  volüto  liberare  la  formóla  dal  fegno 

radicale,  facendo  la  fortitpzione  x;^-¿í  —  ^^.2;  ^  íl 

farebbe  matata  in  queft'  altra  aahdz  ,  la  quale  ridotta  i  a 

aa  -f-  zjs 

ferie 
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ferie  fi trova  eíTere  bdz — bzzdz^  bz ^ dz—bz  ^ dz  +•  bz^dz ec, 

aa       a*  a* 
ed  integrando,  bz — ¿z'-í-^z' — ¿z^+-&z'ec. ,  e  poíla 

^aa    ^a*    ja'^  S>a* 
jv  =  tf  5  nel  qual  cafo  é  puré  zz:a,  fará  ab  —  ab -h  ab  — 

T  T 

ab-*-ab  ec,  rifpetto  al  tjuadrante  delí'elliífi. , 
7  T" 

E  fe  fi  fupponga  a  =  b ,  l'elliffi  paíTa  ad  eíTere  un 
circolo  del  raggio  zza  ,  e  la  ferie  fará 

t  ~ 

aa  +-  aa  ec.  come  al  num.  pj. ,  che  erprimerá  il  qua- 

drante;  e  peró  da  qui  ancora  ft  vede,  che  Tarea  deil' 
elliífi  é  all'area  del  circolo  ,  il  di  cui  diámetro  fía  e- 
guale  all'afTe  trafverfo  delT elliífi,  come  I'aíTe  conjúga- 
lo alTaíTe  trafverfo  della  fleíTa  elliífi  , 

E  S  E  M  P  I  O  V  1 1  r. 

pp.  Sia  la  cicloide  NAM,  (  Fig.ió,)  il  circolo 
generatore  JRH ,  e  fia  AB  zz  a  ^  AU^  x  ^  BC^d>i  ^ 
BE^y  ,  DF~dy,  fará  Tequazione  dy  zz  adx  —  xdx  = 

dx  yg  —  x  .  Ma  lo  fpazietto  QEFP  h  I'elemento  dello 

fpazio 
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fpazio  AEQ_ ,  aduncjLie  FPX  PQ.  3  cioé  xdx  t^¿g  — 

dxV  ax — .VA?  ne  fará  la  formóla  .;  ma  ^  — 

é  il  fegmento  circolare  ASB  ^  adanque  lo  fpazio  cicloi- 
dale  AEQ  fará  eguale  al  corn'fpondente  fpazio  áicoh- 
le  ASB  ,  c  tutto  lo  fpazio  AMK  al  femicircolo  .  Ma-. 
il  rettangolo  JHMK  é  quadruplo  del  femicircolo  ,  poÍ- 
ché  é  il  prodotto  della  feraiperifena  nel  diámetro ;  adun- 
qüe  lo  fpazio  AMR  fará  triplo  del  femicircolo  ,  e  per6 
tutto  lo  fpazio  della  cicloide  triplo  del  circolo  genera- 
tore  ; 

Se  fi  volcíTe  im mediatamente  lo  fpazio  AFC;  co- 
me che  il  piccolo  fpazio  FCBE  ,  cioé  ydx  ne  é  1' ele- 
mento ,  e  dair  equazione  della  curva  abbiamo  dy 

dx  \/  a  —  X  ,  fi  riduca  in  ferie  I'omogeneo  di  compa- 
y  X 

razio  ne  ;  moltiplicá,ndo  prima  per  u^xil  numeratore  , 


c  denoniinatore ,  onde  fia  dx  \/  ax  —  xx  zz  dx 

X  _i 

X  ^  dx  —  X  *  dx  —  X'  ^  dx  ec.  ,  e  per  ó  integran- 
7"  7"  ^ 

do  ^ 
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I    I      ■  3 

do ,  í*dx  V    —  xís  ,  cioé        2íí  *  :v  *  — 


Af  ^  —  Ar  *  ec. ,  onde  ydpí    za*  dx  — 'Aí  *  ¿íí 

i          i                       '  J" 

í  7 

¿tf   dx  —  X  ^dx  ec.  ,  c  finalmente  integrando  , 
i  i 

-¡   Z        i  ^  ¿ 


E  S  E  M  P  I  o  IX. 

100.  Sia  la  concoide  JDR  ^  CB  =:  BA  ~  a  , 
CM  —  X ,  MD  —  y  ,  (  Fíg.  17.  )  e  fi  voglia  lo  Ipazio 
jíí D G B  .  Chiamo  CG~z,  la  quale  fará  fempre  data 
per  le  x  ,  eá  y  della  propoíía  curva,  come  é  aíTai  chia- 
ro  .  Sia  CE  infinitamente  proíTima  3  CD  ,  e  col  cen- 
tro C,  cogl'intervalli  CG  ,  CD  fi  defcrivano  i  due  ar- 
chetti  Gí^'  DF,  fará  Hí  =  ¿2;  ,  ed  il  trapezio  FDGI 
r  elemento  del  ricercato  fpazio  .  Per  la  fimilitudine  de' 

trian- 
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triangoli  HíG,  BGC.hvk  GI=      adz      ,  e  per  la 

fimilitudine  de'  fettori  CGI  ,  CDF  ,  (ívk  DF  =z 
£2Jz^í-^5^z .  Ma  il  tr  apezio  F  D  G  /  é   DÍTg  Z  Xi  G  D  =; 

z\y  zz  —  aa 

zaazdz  -h-  a^dz  ,  dunque       zaazdz  4-  a'dz  ,  cloé  — 
zz\yzz — aa  —  aa 

a  Ivzz—aa  —  z  +-¿3  X  arco  di  ciicolo  col  raggio  =  a, 
tangente  ~V%z  —  aa  —  z,  (  prefo  il  logaritmo  nella^ 
logaritmica  della  fottangente  « )  fará  cguale  alio  fpa- 
zio  5  che  fi  cercava  , 

Si  puó  niente  meno  avere  lo  fpazio  totale  ,  ed  i 
parziali  della  ftefla  concoide  confiderando  la  curva  ia- 
relazione  al  fuo  aíTe  .  Sia  nella  ííeíTa  Figura  A'ñ 
DG^a~BC  i  BM:zx  ,  MD  ~y  ,  e  dal  punto  G  fi 
tiri  all'ordinata  3ÍD  la  perpendicolare  GO  ,  fará  DO = 
V aa  —  üíi ,  per  l'angolo  retto  GOD  ,  e  per  la  fímili- 
tudinjs  de'  triangoli  CBG,GOD  fará  S  G = a  V  aa—scot^ 

MO  \  dunqne  MD^\^aa  —  xx-h-a  l^aa  —  xx—y  , 

quindi  ydx  ,  cioé  1' elemento  delío  fpazio  ,  fará 
^;¡c  \y^a'~-xx -i- adx  í^aa — xx,.  U  primo  termine  inte- 

'  grato 
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grato  dipende  ddh  quadratura  del  circolo ,  il  fccoado 
da  quella  deíl'  iperbola  , 


É  S  E  M  P  I  O  X. 

101.   Sia  J  MHFíg.  18. )  la  GiíToide  di  Diocle  , 

la  di  CLii  eqaazione  jí^^  =  x*  .  Sara  dunque  la  formóla 5 

«—  « 

foñituito  il  valore  di  y  dato  dall*  equazione ,  x  *  dx  ¡ 

____  -i 

a  —  ^* 

il  di  cui  intégrale  dipende  dalla  quadratura  del  circo- 
lo .  Per  avere  il  rapporto  dello  fpazio  totaíe  dclla  cif- 
foide  a  quello  del  circolo  gen er atore ,  fi  rifletta  ,  cho 

cffendo  Vcqunzioncyy—  x^  ,  fará  anco;';»  Xax^xx^^x'^, 

e  peró  yu'ax  —  xx  —  xx.  Ci6  pofío  ,  difFerenziando  la 
propolla  cqmzion^  ayy-^xyy~x^\  viene  zaydy — xxyéy  — 
yyix  =  ixxd.^  ,  cioé  2dy  X  a-^x—ydx  -  zxxdx  , 

  y 

perché  xx  zz  y    ax     xx  y  dunque  zdy  X  a  —  x  — 

ydx  ~  ^dx  u^ax  —  XX  .  Ma  dy  X  a~  x  é  Memento 
dello  fpazio  AMQ^B,  ydx  é  ?  elemento  dello  fpazij 

*  AMP  , 
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AMP  ,  ed  integrando  rifpeíto  alio  fpazi©  totale  ,  é  . 

J" dy  X  ü—'íí  ^J' ydx  i  dL¡nque  ín  tale  eircoílanza  fará 
#  X  a~x—j^ yásí  zz  I'  dyX  >    ^  P^^^ 

J'dyX  "a  —  x  r:  5  J^dx  ya^  —  xx,  e  perché  neí  cafo 
dello  fpazio  totale  della  CiíToide  ^- dx  \^  ax é  l'a- 

rea  del  femicircolo  ABN;  quindi  lo  fpazio  della  Cif- 
foide  infinitamente  prpdotío  é  triplo  femicircolo  ^e- 
n^Tfitore , 

ESEiMPIO  XT. 

102.  Sia  la  Logarítmica  H.B  D  ( Fig.  ip. )  all'  afin- 
toíp  Mj^,  efia  AB  zz  alia  íouangente  =: ,  KHzzy  , 
AK'z^  X  ,  e  l'equazione  ady  zz  dx  .  Sara  adunque  Ia_. 

formóla  ydx  :z  ady  ,  ed  integrando      ydx  =  ay^bb; 

ma  poíla_íí=  a,  fará  hb-  —  aa  ,  adunque  1' intégrale-*', 
compito  ,  cioé  lo  fpazio  AKHB  z:  ay  —  aa ,  Prefa  una 
qnalunque  altrá  ordinata  MN  zz  %  ,  fará  puré  A  MNB~ 
iiz  —  ¿la    adunque  MKHN zzay  —  az  .  Sia  l'ordjnataw. 
EF  minore  di       ,  ed  eguale-  ad      JEz:~  x,  fará 

'íielio 
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nello  fíeíTo  modo  I'eqaazione  ^dy  —     i  perché  cffen- 

y 

do  negativa  ia  x ,  deve  eíTere  puré  negativa  Í3  íaiu, 
djfferenza,  ma  crefcendo  I'aíTiíTa  a?,  cala  l'ordinata  ^  s 
adunque  dovra  eíTere  negativa  la  dy ;  per  lo  che  fará' 
pnre  negativo  1' elemento  dello  fpazio ,  fará  adunque 
eíTo  elemento  ^ydsí ,  cioé  ady  ed  integrando  ^ 
-^ay-^bb  ,  ma  quando  y  Cia.z:a  ^  fará  bb  aa  ^  adun- 
gue  I' intégrale  compito,  cioé  lo  fpazio  AEFB  far;E 
zzaa  —  ay  t  e  pofla  jv  =  o  ,  cioé  quando  egli  fia.  infini- 
tamente prodotto  dalla  patte  di  Q ,  fará  egli  ^  aa ;  ed 
in  confeguenza  lo  fleñb  fpazio  infinitamente  prodotto 
dalla  parte  di  ^  ,  ma  che  princip]  da  una  qualunque  or« 
dinata  EF    y  ,  fará  ^  ay  , 

E  S  E  M  P  I  O    X  I  í. 

103^  La  curva  JBF  lia  la  Trattoria  ,  (  Fíg.  20, ) 
la  di  CLii  proprietá  primaria  é  ,  che  la  tangente  S  P  di 
un  qualunque  punto  B  ,  fia  fempre  coílante  eguale  ad 
una  data  retía.  Si  faccia  una  qualunque  affiíTa  ED^íí, 
l'ordinata  DB=:y ,  l'arco  della  curya  JB  —  u,  e  la-* 
daca  retta  =  a  .  Perché  crefcendo  1'  aiTiíTa  E  D  ,  cala^ 
rordinata  DB,  fará  negativo  il  di  lei  elemento,  cioé 
r-dy,  quindi  per  la  proprietá  della  curva  avremo  l'e- 

quazione 
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quazione  — ydu  =  í3  j  e  poílo  in  luogo  di  áu  ¡1  valore 

dy 

i^i»*4-i)/* ,  fará  dx'~  —  dy  v aa—yy    Ció  fatto,  nella 

y 

formóla  ydx  degli  fpazj  poílo  in  luogo  di       il  valore 

dato  dall'equazione  della  curva,  avremo  —  dy  Vaa—yy^ 
elemento  di  un  qualunque  fpazia  ABDE .  Mí  polla»* 
j4E  la.  prima  delíe  ordinaie  =  ¿t ,  e  col  raggio  EJ  de- 
fcritto  11  quadrante  AQ^M ,  t  condotta  B Q  parallela  ad 
MH  ,  poiclié  DB  =      =  y  ,  e  per  k  proprieta  del  cir- 

colo  ,  CQ  —  \^aa — yy  y  anco  1* elemento  dello  fpazio 

circolare  CQ^A  fará.  — dy\/aa  —  yy  ^  quindi  lo  fpazio 
CQA  eguale  alio  fpazio  ^  B  D  E  »  e  cosí  degralrri  3  e 
per  confeguenza  lo  fpazio  infinitamente  prodotto  com- 
prefo  dalla  trattoria  ABF  ^  dall' alintoto  EH,  e  dalla.» 
retta  AE  fará  eguale  al  quadrante  tAME  . 

ESE  M- PIO  XII  L 

104.  Sis  la  fpiraíe  ACB,  {Fisf.  21.)  tá  AB:=a 
il  raggio  del  circolo  BMD,  la  di  cui  periferia  =  ¿  ,  un 
qualunque  arco  BD  r:  ,  AC—y  ;  fara  l'equazione 
hynz  ase  *  Condotta  AE  infinitamente  proíTima  ad  AD^ 
fia  ED  =  ¿Af  j  e  col  centro  A  fi  defcriva  l'archetto  in- 
fimtefinio  CH;  per  la  fimilitudine  de'  fettori  ACH  ^ 

ADE 
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JDUykik  CH  zz  ydx  ^  e  pero  il  fettore  ACH,  ele- 

memo  dello  fpazio  ANC4^  Tara  -yydx\  ma ,  per 

r  equazione  della  curva  ,     y         ,  dunqu?  eíTo  ele- 

mentó  fará  Tzaxxdx  ^  ed  integrando  ,  ¿íaí*  (ommeíTa- 

la  coñame,  che  e  fuperflua)  fará  lo  fpazio  ACN e_> 
fatta    =:  ¿'  íifpetto  ^  íutto  lo  fpazio  4  NB  ,  fara  eíTo 
—  . 
tí 

Sia  1' equazione  genérale  alie  infinite  fpírali  z: 
j&»_yf»,  adunque  fará  yy-m¡>í'*'  ,  e  Ja  formóla  delío 

2»  ±H-f-m 

fpazio  fará  ax"^  4^  ^  ed  integrando  ,  «íSAf  "*  ,  c 
fatta  stzzh,  fará  lo  fpazio  intero  =    mab  . 

4»  -f-  21»" 

E'  facile  a  vedere ,  che^  lo  fpazio  ABMDCNA 
termínalo  dal  raggio  AB  ,  dall'arco  di  circolo  BMD , 
e  dalla  porzione  ANC  ddla  fpirale  fara  ax  —  ax^  , 

2  ~~6bb 

parché  egli  é  eguale  al  fcEtore  ABMDA  meno  lo  fpa- 
zio A  CN }  ma  fe  lo  voleífimo  per  niezzo  di  formóla 

diffe- 
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differen^iaie ,  baíía  oíTervare  ,  che  I'  elemento  di  effb 

fará  il  trapecio  infinitefirao  ECHD  ,  il  qaale  fi  fa  eíTe- 

re  =:  DÉ     CHX  CD  ,  cioé  dx    ydx  X  «  —7  = 
.¿aíÍA? — j^-^/iAT ,  €  ponendo  in  luogo  di  yy  ii  valore  anxx 
dato  dall*  equazione ,  fará  ¿jía?  —  ííAfMJitf  ,  ed  integrando 
(  ommeíTa  la  qolhnte  fuperñua  )  ase  —  ax^  . 


E  S  E  M  P  I  O  XIV, 

105.  Sia  la  parábola  A'BM  {Fig,  tt.)  deli' equa- 
zione ax~yy  9  e  fia  JC  ~  ^  CB  ::i y  ,  e  la  ragione 
del  feno  tutto  al  feno  retío  dell'angolo  BCD  fia  quel- 
la  di  a  alia  b ;  al  feno  del  complemento ,  quella  di  a 
alia  / ,  fará  B  D  zi^y  ,  CD  ^fy  .  Sia  CHzzdx,  adun- 

que  CH  X  DB  =  CUMB,  elemento  deílo  fpazio  JCB, 
e  per 6  la  formóla  fará  hydx ,  e  poílo  in  luogo  di  y  il 

valore  dato  da  íl' equazione  ,  cioé  i^ax  ,  fará  bdx  i^ax  ^ 

a 

cd  integraitdo  ,  tlx  v ax  ,  o  CiAibxy  =  ^JCX  BD  , 
ommeíTa  la  ceñante  fuperílua  , 

ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  XV. 

lotf.  Sia  la  parábola  ACM  ( Fig.  23. )  riferita  al 
fuoco  B,  la  di  cui  equazione  fara     adz     ~ du  ,  efTen- 

i^2az — aa 

do  BC  —  z  ,  CD  zz  du ,  archetto  infiaitefimo  di  circo- 
lo ,  parámetro  =  2a  .  Sara  dunque  il  lettore  infinitefirao 
BMC  i  o  Ha  BDC  l'elememo  dello  ípazio  ABC  ^  q 
pero  zdu  ,  cioé  .   azdz      U  formóla ,  11  di  cui  inte- 

2  y  zaz — aa 

grale  fi  trova  eflere  laz  —  aa  -h' mm  .  Ma  prefa 

z—B-A^\a,  nel  qual  cafo  deve  eíTere  nullo  lo  fpa- 
zio,  fará  mm~o,  adonque  Tinfegrale  compito  ,  cioé 

lo  fpazio  ABC,  fará  =  2, 4- ^  1/2^2;— . 


Ed  in  fatti  áú  ponto  C  afabaíTaa  la  perpendicolare 
Cj2  ad  ^.Q  ,  lo  fpazio  é  eguale  alio  fpazio  í¿CA 

meno  il  triangolo  BQC ^  ma  fatra       =     ,  QC~y  , 

fara  QCA  —  QCB  =  -^X-^  ¿í+  a? X/— at-  aa-t-r  Xj; 

adunquc  BCA  zz  la+^xXy  ,  ma  per  la  proprietá  delía 

tí 
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parábola  ,  BC  -  Afl-^AE-x^a  ,  cioe  2  =  a? -h a , 

ed  y  =  Vaa-h-iax  —  Viaz  —  aa  ;  folVituiti  adunque  iii^ 
luogo  di     ,  tá  y  quelti  valori  ,  troveremo  hCA-^ 

T,a-i-x  X  y  ~  a-^zi^  laz—aa ,  come  fopra  . 

ESEMPIO  XVI. 

1 07.  Se  la  quarta  parte  A  C  ( Fig.  24. )  della  periferia 
di  circolo  s'intenderá  ditlefa  nella  retta  (¿ií),  e  prefa  una 
qualunque  porzione  (ae)  eguale  all' arco  AE^  fi  aki 
nórmale  (ed)  eguale  al  feno  retto  DE  ,  U  curva  (¿íí), 
chcpaílerá  per  tutri  i  punti  (d)  cosí  determinan,  Ci 
cliiatBa  la  linea  de'  km  reui  .  Prodotu  (ac)  onde  üa^ 
egqale  alia  femícírconférenza  del  circolo,  la  curva  ave- 
rá  un'altro  ramo  al  di  la  di  (ct)  fimile ,  ed  egualcj  , 
al  primo , 

Sia  jl  raggio  —r  ,  un  qualnnque  arco  AE~x~  {ae)¡ 
il  corrifpondente  kno  DE— y— ied)  \  poiché  il  differen- 
ziale ,  o  fia  la  fiuíBone  dell'  arco  eípreíT*  per  ra^zzo  del 
feno  fi  trova  eíTere      ráy      ,  avremo  ¿íjí-     rdv  , 

Vyy  — yy  V  rr  — yy 

equazione  della  noflra  curva  .  La  formóla  adunque  yíi.v, 
íollitüito  il  valore  di  áx ,  fara     rydv     ,  ed  integran- 

]/   

do, 


ANÁLITíCHE  LIB.  líL  759 

do  ,  —  r  l^rr — yy  +-  »  ;  ma  poíla  y  zzo  ,  viene  nnrr^ 

dünqua  I' intégrale  compito  h  rr  —  r  1/  rr  ~yy  =  alio  fpa- 
zio  (ade) ,  e  üm  yzzr  ,  fará  rf  =:  alio  fpazio  totale_. 
(ate)  .  Quindi  fatto  il  qiiadtato  T*H  del  raggio  ,  e  pro- 
dotto  il  feno  DE  m  M,lo  fpazio  (ade)  fara  eguale  al 
rettangolo  DH,  e  b  fpazio  totale  {aíc)  egtjale  al  qua- 
drato  TH, 

108.  GH  addotti  efempj  poíTono  bailare  per  fare 
ufo  del  raetodo  5  rimane  fokmente  d'awertirfi  ,  cho 
molte  volee  le  equazioni  delle  curve  ,  gli  fpazj  dello 
quali  fi  vogliono  qaadrare  (  c  ció  s'intenda  puré  rifpet- 
to  alie  retfficazioni ,  quadrature  di  fuperficie  ,  e  cuba- 
ture  )  poíToiio  eíTere  tali ,  che  non  abbiano  le  incogni- 
te  feparate ,  né  fi  poíTano  feparare  colla  fola  divifione, 
ed  in  confeguenza  non  fiano  addattabili  alie  formóle  . 
Tale  farebbe  la  curva     -i-y^  zz  axy  . 

In  qaefli  cafi  bifogna  valerfi  di  qualche  congrníi_. 
foOituzione,  per  mezzo  di  cui  l'equazione  fi  irasformi 
in  un'altra,  in  cui  fieno  feparate,  o  feparabili  le  inco- 
gnite  .  Ma  non  fi  puo  generalmente  definiré  ,  qualít,. 
foftituzione  debba  farfi  ;  bifogaerá  avere'  pratica ,  e  pro- 
yarne  molte  per  otteneie,  quando  fi  poíTa ,  1' intento. 

Rifpetto  alia  propofla  -^y^  -  axy  .  Si  ponga- 
y  zz  axx  ,  e   fatta  la  foilituzione  ,    fará  l'equazio- 

ti  ne 
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ne  x'-ho^^  aasí^  ,  cioc      zz  aa%''—%\  .  Differeñ- 

ziando  ^dunque  ,  ííxdx  =  ¿^aaz^dt  — -  ^^^dz  ;  quindi 

prefa  la  formóla  dcgli  fpazj ,  cíoé  ydx ,  poichc  per  la 
foflirnzione  é  y  zzasin  ^  fará  eíTa  formóla  ois^íxj 

«a 

foííituendo  in  luego  di  xmííc  il  valore  ritrovato 
4¿ífls'ás— ííz'iz  ,  fara       -  4Jgiz;¿g— tfz^  iz  ,  ed  inte- 

grando  fyix-*  zz  —  \  e  reft^uendo  in liiogo  di  %z 
il  valore  «¿va?  ,  fara  finalmente  rydx-zaxx—  jc^  . 


ESEMPIO  xvir. 

lop.  Sia  la  curva  a^Mxyy  —  —  í!*^v,  di  cui  fi 
voglia  lo  fpazio  .  Pongo  j  =  aí*  ,  e  1'  equazione  fi  tras- 

formerá  in  queíl' altra  a'z  —  ;tf'z*  =  ¿íS  da  cui  fi  rica- 

xzia  )/  mz — ,  e  peró      =       a^dz  — 

■        i  ^  

3zX  ¿?az — a'  í 
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adz  X  aaz  —  a^  "^  ,  ed  /  ir  gg  X  aaz  —  3  ;  quindi  a- 
vremo  1' elemento  dello  fpazio  ,  cioé  ydií  =:  a^dz  — 

aHz  \aaz  —     —  a^dz  —  ta^dz  ,  e  pero  integrando 

/* ydx  =:  — -h  2a^ ,  e  reflituendo  in  luego  di  z  il  fuo 

.valore      3  fará  — a^y^  -i- la^y^  lo  fpado  ricercato , 

Aqueílo  propofito  íi  potra  vedere  il  método  del  Signor 
Craigio  nel  fuo  libro  :  De  Calculo  fiuenüum . 


Della  rettificazione  delle  Curve 
E  S  E  M  P  I  O  XVIII. 


110.  Si3  da  rettificarfi  la  parábola  apolloniana^  ^ 
cioé  da  ritrovarfi  una  retta  linea  eguale  ad  un'  arcó 
qualunque  della  ftefla  parábola  ,  la  di  cui  equazione  fia 
ax  =  yy  .  Differenziando  fará  adx  ~  zydy  ,  e  dx^  — 

¿eyyáy"- .  IMa  la  formóla  per  la  rettificazione  é  ydx  -  ^áy"- ; 

as 


adun- 


76i  INSTITUZTONI 

adunque  foílkuendo  in  qaeña,  in  luogo  di  dx^l  il  va- 
lore dato  dali'  equazione  differenziata  ,  fará  x^d-x"- dy''  zz 
V  ^yydy^-^  aady^  z:.  áy  i^¿^yy-haa,  elemento  per  la  pa- 

rabola  apolloniana  ax=yy  -  PaíTando  alie  integrazioni, 
fatta  la  foflituzione  di  y  4yy  -^aa  ~  ly  ■i'  z ,  fine  di  le- 
vare il  radicale  ,  troveremo  eíTere  dy  V  á¡yy  -t-  aa  — 

^a^dz  —  adz  —  zás  ,  il  dí  cui  intégrale  fi  vede  eíTe- 

re  in  parte  algebraico  ,  ed  in  parte  logarítmico',  e  pe- 
ró  la  reitificazione  della  parábola  dipende  dalla  quadra- 
tura  dell'  iperbola  ,  la  qual  verita  in  quetV  altro  modo 
puré  fi  fcorge  .  Sia  l'iperbola  equilátera  jÍDE  {  Fig.i^.) 
coi  feraiaffi  zi  a  ,  BC^x  dal  centro  ,  CD  =  2y  ,  la  di 
cui  equazione  fara  xx  —  aa~  ^yy  .  Gondotta  GE  infini- 
tamente proíTuna  ad  HD,  fara  HGED  l'elemenio  del- 

lo fpazio  ^DHB,  ma  HGED  íí  fa  eíTere  idy  V ó^yy  +.  aa^ 
che  é-la  fleíTa  formóla  della  rettificazione  della  parábo- 
la, a  riferva  del  denominatore  coílante^fl  ,  dunque  ec. 

Per  mezzo  della  ferie .  Prendo  la  fopra  fcritta  for- 
Biola  per  la  rettificazione  della  parábola,  cioéiy  v¿i¡yy^  aa<, 

s 

U 
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ía  qnale  rídotta  ia  ferie  fara  =:  dy  -h  tyyJy  —  ly^dy 

^y'dy  —  ioy*dy  ce. ,  ed  integrando  ,  í dy^  V¿{yy-^  aa; 
cioé  l'arco  qualunque  =jv+-2j/'  —  ijy'-H-^j/'-r- rqy"  ce. 

Se  nella  formóla  genérale  v  dx^  -^dy"^  in  vece  di 
foflituire  in  luogo  di  dx  il  valore  dato  per  y  dali*equa- 
zione  della  curva,  fofiituiremo  in  luogo  di  dy  il  valore 

dato  per     fara  eíTa  dx  i^^ax-h  aa¡  o  fia  dx  v^xx-h  ax, 

la  quale  non  e  punto  piu  traitabile  dell'altra  , 

Se  la  parábola  non  foíle  1'  apolloniana  ,  ma  la  fe- 
conda  cubica  ,  la  di  cui  equazione  e  axx~y^  ,  diffe- 
renziando  farebbe  dx  =  ^ydy  ^  ,  e  pero  la  formóla^ 


4¿! 


\/ dx^  M  dy"-  ^  dy  ./        4^  ,  il  di  cui  intégrale  fará 


^ay  +-        pay  +•  4aa     m\  ma  poíla  y  —  o  ^  fara  m 
—      ;  adunque  1' intégrale  compito  ,  cioé  la  lunghezza 


17 


dell*arco  fará  ciav  -h  4¿ía  k'pOT  +-  4^75  —  Sí? . 

Se  nella  parábola  apolloniana  ADM  (  Fig.  16.) 

fará, 


764  INSTITUZÍONI 

fara  yíC  =  4£,  e  li  prenda  una  qualunque  CK=yl 

9 

il  parámetro  ~ ££,  fará  -íÍ K - 4^ -h ,  K M=  r/ ¿{aa-^ 9^y, 

onde  1* elemento  d?ll'area  MKCD  íara  ájí  ^ 4^^-}- 5?^/, 

che  é  lo  ííeíTo  dell' elemento  della  lunghezza  della  fe- 
conda  .parábola  cubica  ,  a  riferva  della  coftante  a  ,  e_* 
peró  la  rettificasiione  di  quefta  ,  e  la  quadratura  di  qael- 
k  é  la  rteíTa  cofa ,  onde  perché  quella  é  algebraicamen- 
te quadrabile  ,  quefta  é  algebraicamente  rettificabile_^  . 
Qüindi  generalmente,  fe  l'efpreífione  dell' elemento  di 
una  qualunque  data  curva  divifo  per  la  differenza  dell' 
incógnita  íi  porra  per  ordinata  ,  e  1^  incógnita  per  taf- 
fiíTa  ,  onde  nafca  una  nuova  curva ,  la  quadratura  di 
qucíla  ci  dará  la  rettificazione  della  curva  data  . 

ESEMPIO  XIX. 

311.  Sia  il  circolo  J'EM,  (  Fig.  27.  )  ^jVf  diáme- 
tro =:   ,  JB  =  X  ,  fará  BF  =  y  ~  i^ax  —  ata?  ;  adun- 

que  dy  ~-    ctdsi  —  xdx  ^  ííy  -    -  aadx *  — axdx"-  -i-xxdx  * , 

e 


wax  —  XX 


I 
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e  pero  FH  elemento  della  curva  =:  \y  dx'' -i- dy"  ~: 
^dsí      ,  e  riducencio  in  ferie  j  fará 

— 

*  4  i  F 

2X2^  *      2X2X4^1!"      3X2X4X<^^ " 

^  '05J^  ^  ^¿tf       ec. ,  ed  integrando  ,  fara  a~  x'^  ^ 

2XaX4Xtf  X8íí^ 

■i  ¿  Z  ' 


2X3^*        2X4X5^'  2X4X<5X7íí'* 
9 


'oyjtf  ^         ec. ;  o  puré  eífendo  dse '  =:    "  X  ax  —  xx  '^ 

cioe  (  foaituendo.jy/  ín  luogo  di  ax  —  ax  )  dx^  - 
jy¥^\  polio  queib  valbr.e  in  bogo  di  dx"-  nella^ 

formóla  genérale  ,  fará  cfla  \/  dx^-^dy'  =      ady  , 

2  ^  i3í3 — yy 

che  ridotra  in  ferie  ü  trova  eíTere 
=  4)?  4-  2j/y¿^y  4-  tfy  ^ -t-  2oy  ^    ^  ypy « ffy  ge.  ,  ed  ince- 
aa  a* 

^  grando , 
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grando  ,  fara  finalmente  V arco  AF  = 

Che  fe  il  raggio  foíTe  flato  =  a  ,  farebbe  la  ku^ 
^"txTÍÍ     TXÍX?Í~  »X4XíX7«' 


io5y 


s  ec. 


2X4X'íX8Xs'^^ 

E  fe  finaltiiente  hikDB:^x,  DA  raggio  =:  d  , 

fará     =  kV=^  ,  e  ^J'  =  '  ^^""^"^ 

^d'^^  :=  '  '  riducendo  in  ferie  ,  fará 

—  ■  zaa      2X4^3^  2X4Xí^' 


^ 

-105;.^^^  .    ec. ,  ed'  Integrando  ,  fará  l'arco  EF - 


2X4X<íX8a 


rK^a       2X4X5^"  2X4X^X7^'' 
lo^^fS  ec. 
jX4X<?X8Xp«^ 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  XX. 

112*  Sia  l'elliíri  ADC^  i  Fig.  28.  )  femiaíTe  tras- 
verfo  AB~a^  femiaíTe  conjugato  BD  =  b  ^  BE  zz  x  ^ 
EO  =  y  ^  fará  1'  equazione  myy     aa     xx  ^  e  per5 

ydy:^  —  bhxdx  ^  c  dy'^  zz      bhxvdx^    ^  e  la  formóla 

(^aXaa — 

genérale      dx'^  ^  dy''  =       dx^  ^-     bbxxdx'-  r:; 

—  aaxx 

dx  Ya"^  —  aaxx  4-  bbxx  ^ 
ay  aj — xx 

Se  in  luogo.  dt  foflituíre  il  valore  dí  dy  datO'  per  x 
dalP  equazione     fortituiremo  il  valore  di  dx  fará 

\/dx''-hdy''  zz  dy  Waayy  —  bbyy-^b"^  .  Ma  e  l'una  ^, 

b  \^  bh — y  y 

l'altra  delle  due  ritrovate  erpreíítoni  manca;  di  una  delle 
coodizioni  ddnum.^S.jfcnzadi  cuiíl  é  vcduta,  chequeíle 
formóle  non  íi  poíTono;  liberare  dai  fegni  radicali,  e  prepa- 
rare per  l'integrazioni .  Adanque  per  paíFare  alie  ferie 


u  % 


pren.-- 
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prendo  una  delle  due  formóle  ,  per  efempio 

díc  Va'' — aaxx -i- bbxx  ,  U  quaie  fi  efprime  con  I'equi* 
a  Vaa — ¡ex 


valente  á^x  ^  r  -h-    hhxx    ,  e  quefta  ridotta  ín  ferie 

tf* — saxx 


fari  =:  ¿a:  +»     ~  bbxxáx 


mX,aa — .i$x 


X'^h^x^dx    —    7^5  ec. ,  e  riducendo  in 


a^Xaa—xx  (i*Xa&-~x?s 

oltre  In  ferie  .ciafcun  termine  di  queíla,  cominciando 

dal  fecondo ,  fará 

dx 


dx  ./IH-    bbxx  ~ 


í* — aaxx  hbxxdx  X  i  +       +- ^  -f-  ec, 


<7*  a'" 


ed 
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ed  ímegrando  ,  fará  l'arco  DO  ,  cioé 


¿.v  1  / 1  +-  bhx¡>}  —  se 


5di*   fa^  pá!* 

J  7,*  V 

Sa*    7a^    Ja*'  lia'" 

-H      +  ¿'a:"  e-e. 

9a'  lia'" 

e  finalmente  riducendo  alia  fleíTa  denominazione  i  ter- 
mini  omogenei,  troveremo  DO^ 

w +- ¿¿Ai ' -í-  ¿iaahb~~b''X^^  +•  Sa*hh — ^aab^-i-  h^Xx'^  +- 
6a^        403*  il2¿í"^ 


6¿^a^bb-^¿^2a^b^-i-a¿^aab'~'ih^  X       ec*   Ghe  fe  vo- 

gliifi  fupporre  íj  =  ¿5  ncl  qual  cafo  l'eiliífi  díviene_» 
un  circolo  ,  fará  l*arco  DO  =  w       ^  4-     '  -f-  5^:'  4-.. 

ec,  appunto  come  íopra  al  num.  ixi. 

In 
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In  altra  maniera  ancora  .  Nella  formóla 
düfi/'a^—aaxíí-^bbítx  fi  faccia  hh—aa':^ — cq  ,  onde^ 
ay  aa  —  xx 

fia  dx  Va''--ccxsc ;  rifolüti  in  ferie  i  due  radical! ,  fará 
aV  aa  —  xx 

dxyg^—ccxx  =  dx  Xaa—ccxx — c ^x^  —c^x^  — 5£_' x^ ec.; 

a  —  XX  —  ¿tf*  —  y" —  5Jtf'  ec. 

e  facendo  attualmente  la  divífione  del  numeratore  per 
lo.  .denominatore ,  dopo'  un  lungliiífimo  calcólo  trove- 
remo  un' altea  ferie  ,  la  quale  integrata,  e  reflituito  ia- 
Inogho  di  ce  M  fuo  valore  j  ci  dará  la  medeíima  ferie 
di  fopraj  che  efprirae  il  valore  dell'arco  DO. 


ESEMPIO  XXI. 

115.  Sia  l'iperbola  £7> ,  (  Fig-.  2p. )  femiaíTe  traf- 
verfo  AB^  a  ,  femiaíTe  conjúgalo  JEiib  ,  CD  =  y., 
JC~x  ,  fara  l' equazione  xx  — aa:^  aayy  ;  adunquo 

differenziando  fara  &x  =  avdy  ,  on- 

h  V  hh     y  y 

de 
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de  ydx  +■  áy'^—dy  ^  i      aayy   —  dy  V  hbyy  -t-  aayy-^b*', 

e  pero  ridotta  quefla  in  ferie  o  nell'una,  o  neU'alcra 
maniera  ufata  intorno  all'elliffi,  troveremo  eíTere  il  fuo 

intégrale ,  cioé  l'arco  BDzzyj^aay^  —  ¿¡laabb — a''\y  ^  -t- 

6b'^  4o¿' 

■^aab''-h  4a'^bb+'  a'^ X y '  — 6¿{aab "  — 48;? ''b'^  — 243 ^ bb — 5¡í ^Xy^ecy 

che  é  la  fieíTa  ferie  dell'elliffi,  a  riferva  de'  fegni , 
della  mutazione  delle  ved  delle  coííanti  a,  b  . 

ESEMPIO  XXII. 

114.  Sia  la  cicloide  dell'Efemplo  VIII.  dells  qua- 
drature ,  (  Ftg.  16.)  la  di  cui  eqiiazione  fapiamo  eíTere 

'dy=dx  \^  a  —  x    adunque  fará  la  formóla  y  díí  ^-^dy-  = 
Ka? 

lÍAf  K<3 ,  e  peró  integrando ,  fara  l'arco  FA  =  ax:=~ 

.  i/x 

al  doppio  della  corda  AS  del  corrifpondente  ateo  di 
círcolo  AS,  Q  poüa  x  =  a,  fará  A M  doppia  del  dia- 
jnetro  del  circo  lo  generar  ore  ,  e  pero  tutta  la  cicloide 
quadrupk . 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXIIL 

115.  Sia  la  trattoria  JBF  ,  (  Bg.  20. )  la  di  cui 
equazione  (  num.  io3._)  e  — ydu  ~a  \  dunqueáíí=: — 

áy  y 

ed  integrando,  nn  qualunque  arco  =  —  ly^n 
^  nella  logariimica  delU  fottotangente  =  ¿í  ;  nu  fatta  «=o, 
e  ¡y  ~o  ^  dunque  «  =:  o  ,  e  I'  intégrate  com- 
pito fará  «  =:  —  ly  .  Se  per  tanto  con  la  fottotangen- 
te ^Ejper  l'o  punto  all'afintoto  MH  fi  defcriva  la 
logarítmica  JKS  ^  prefo  un  qualunque  pumo  B  neüa^ 
trattoria  ,  e  condotta  alia  logaritrnica  la  BK  parallela-í 
all'afintoío  ,  ed  abbaíTata  la  nórmale  KN,  1' intercettíu 
NE  fara  eguale  all'arco  JB  . 

ESEMPIO  XXIV. 

n<í.  Sia  la  fpirale  d'Archimede  JCB  del  num, 
104.  j.  C  Fíg.  21.  )■  il  ragg'O  circolo  -  ¿j ,  la  circonfe- 
renza  =  b  ,  l'arco  BMD-xt^  JC-y  .  Sia  AE  infi- 
nitameníe  pfoffima  ad  AD  ^  e  pero  DE  zz  da  .  Coi 
centro  ^  fia  delcritio  Pateo        ,  fará  OH  ~  ydx  ^ 

a 

ed 
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cd  OH:zdy\  adunqae  fará.  CO  1' elemento  délla  cur- 
va =:  j^yyix-     aady"-  ,  ma  I'eqüazioae  dclía  curva  é' 

aíí-=.by  f  e  peió  dx"-  :=        ,  onde  ,  faíta  la  foñituzio- 

aa 

ne  ,  faii  CO  =  dy  x^a"  ■fbbyy  ,  il  di  cui  iotegcale,  d> 

po  un  lungo  calcólo ,  che  omnietto  per  brevitá ,  trove- 
remo  dipendere  da'  logaritrai ,  o  fia  dalla  quadiratura-. 
delí'iperbola . 

Per  mezzo  delle  ferie     Faccio  in  primo  bogo 

¿1+  =  hbmm ,  onde  la  formóla  fia  qtieíía  bdy  \/  mm yy  j 

na 

che  ridotta  in  ferie  é 

My  X  f»  +-  yy_-~-  y^+-   y"  —   Sy^    ec. ,  e  pero  inte- 

grando  ,  cioé  l'arco  AC  fará  zz  bm'/  +-       —  bv^ 

aa     6aam  .4011 
by"^     —  i  e  fatta  7  -  ¿í  ,  faca  tuítí^ 

hcuTVíJCBzzbm-i-  ab  —  a^h  ^   a^b  —    i^a^b.  ecj 

a     6m    40'»  ^     u  2^3  ^  9X1 28m  ^ 
cioe  rertimendo  in  bogo  di  m  ií  valore      ,  ACE 

T 

^a-i-bb —  b""  -H    b^    —     5^8  ec. 

x  ..Se 
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Se  la  curva  foiTe  la  logarítmica  fpírate  ABC  , 
(       3 O" )  cui  equazionc  ady  =  bdx  ,  chiamando 

RB—y  ,  e  l'archetto  infiairefimo  BDzz  dx,  pofto  nella 

formóla  genérale  ydx^-h-dy^  ú  valore  di  dx  dato  daU* 

equazione  ,  fará  eíTa  dy  ¡^aa-hbb^  ed  integrando  ,  la.. 

curva  JB  —y  v^aa-^hh  , 
T 

Sia  la  curva  ^BC  la  fpirale  iperbolica  ,  in  cui  la-, 
fottangente  deve  fempre  eíTere  coílante  ,  e  pero  1' equa- 
zione ,  denominando  come  fopra  ,  ydx  —  ady ,  farac  dun- 

que  \/: dx'- -h  dy"-  =  dy  V  aa-^yy  ;  1' intégrale  della  qual 

formóla  ,  liberara  che  fia  dal  fegno  radicale  ,  trovere- 
mo  dipendere  dalla  logaritmlca  . 

Per  mezzo  della  ferie  trovererao  dy  v  aa-^ yy  = 
ady  -h  ydy  — y  ^dy-^y^dy  —  '^y'^  dy  ec. ;  ma  voleado  paf- 

fare  all'  integrazioni ,  il  primo  termine  non  é  integra- 
bile  ,  fe  non  per  mezzo  d'un'altra  ferie  infinita  ;  adun- 
que  la  fomraa  della  foprafcritta  ferie  intégrala ,  eccetto 
il  primo  termine  ,  con  1' intégrale  della  ferie ,  che  eípri- 
me  eíTo  primo  termine  ,  formcrá  una  ferie  ,  che  fara 
il  valore  della  propofla  curva  . 

ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  o  XXV. 

117.  Sia  la  logarítmica  HBD  ,  (  Ftg.  19.  )  A'B 
fottangente  =  ¿2,  AKzix,  KHzzy,  e  i'equazioQe^ 
adyz:dx.  PoClo  nella  formóla  genérale  il  valore  di  dx, 

y   

f^Avk  dy  \/ aa-fyy  i  il  di  cui  intégrale  dipende  dalla^ 
y 

ííeíTa  logaritmica.  Ommetto  I'ufo  delle  ferie,  che  ab- 
bañanza  s'  é  veduto  ne*  fuperiori  Efempj . 

ESEMPIOXXVL 

118.  Sia  la  parábola  apolloniana  con  le  coordina- 
te  in  angelo  obbliquo  dell'eqaazione  ax^yy.  Difíeren- 
ziata  quefla  ,  e  follituito  nella  formóla  genérale  delle 
rettificazioni  ,  quando  le  coordínate  fono  in  angoío  ob- 
bliquo,  cioé  nella  formóla  ydx^+-dy'--i~iedxdv,  hx^ 

m 

luogo  ái  e  di  dx"-  il  loro  valore  dato  p^v  y  ,  fi 
avra  2dy  Vyy  -h  aey  +-  aa  3  il  di  cui  intégrale  é  in  parte 

algebraico ,  ed  in  parte  dipende  dalla  quadratura  dell' 
iperbola . 

X  2  ESEM- 
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E  s  E  M  p  I  O  xxvn. 

t  ip.   Sia  l'equazione  x^-y  alie  infinite  parabole , 

í 

ed  alie  infinite  iperbole  fra  gl-afintoti.  DiJfferenziando 
fará  A' *  -  ¿A? = ,  ed  Ai   -  *  íía:  ^  =  #  %  onde  1/ ¿ÍAT  * +- ¿íy ' , 

elemento  della  curva      i;*;    a; i  .  Paffando  aÜ* 

integrazioni  j  per  valermi  del  método  del  num.  <Sí.  ef- 

pongo  la  formóla  nel  feguente  modo        dx  . 

—  t 

La  formóla  canónica  se^^dx  del  fuddetto  numero  é 
integrabile  algebraicamente  quando  fia  i  — m&-  n  nu- 

m 

mero  intiero  affermativo  ;  e  fe  fia  intiero  negativo ,  fi 
ridurrá  alie  note  femplici  quadrature  .  Paragonando 
queña  formóla        díí        con  la  canónica,  fi  á  m  =  o, 

—  I 

2í  z  —  m  i  a  —  all'unitá;  per  lo  che  converrá  ,  che 

fia  I  2f+-2  numero  intiero,  che  chiámo  ¿,  dunque 

I  2f  4-  2  5  cioe  3  —     =:     ,   e  conreguentemen- 

te 
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te  5  4-  2h  —  t ,  efponente  determinatore  delle  curve  in- 

fínite  . 

Sia  h  numero  poíitivo  índero ,  principiando  áú  nul- 

la  .  Se  ¿  =  o  j  íará  í  =  3  ;  fe  ¿  =  i  ,  faca  í  =  5  ;  fia  fo 

t,  4 

qualunque  numero  della  ferie  de'  numeri  naturali  o  , 

i>  ^>  3)  4>  5»  ^      i  faranno  efpreíTi  gl'  innumerabili 

valor!  dell'  eíponenie  t  dalla   feguente  progrefllona^ 

?  =  3  ,  5  >  7  9  9  ?  I  ^       ^'  atidamenco  deíia  ferie  é  ma- 

'  z      4.     6     S  10 

EÍfeílo ,  ed  in  tutti  quefli  caí!  le  curve  paraboliche  fo- 
no algebraicamente  rettificabili ,  e  la  prima  di  eíle  é 
¡a  feconda  parábola  cubica . 

Sia  h  eguale  ad  un  numero  intero  negativo ,  ed 
in  primo  luogo  fia  h  —  —  o  ,  torna  in  campo  la  fecon- 
da parábola  cubica  ,  equivalen  do  —  o  al  +-  o  ;  fia.. 
jj  ~  ■ —  I  ,  l'efponeDte  t  diventa  eguale  ad  i  ,  e  di  con- 

fegueiíza  infinito  ;  fia  n~  —  2  ,  fara  t  —  i  ;  fia  ¿    —  3  , 

fara  ?  =  3  ,  e  cosí  di  mano  in  mano,  e  gl'infíniti  va- 

lori  dfcli' efponente  t  faranno  efpFefTi  dalla  progreiíione 
í  =  i  ,  3  ,  5  ,  7.5  íj  ec. ,  e  le  curve  parabolice  indi  na- 

fcenti  rettificabili  per  via  delle  note  quadrature  . 

La 


77H  INSTITÜZIONI 

La  prima  curva  ,  che  ci  fi  affaccia,  é  la  parábola-, 
cónica  3  la  di  cui  rettificazione  richíede  (  nurn.  iio. )  la 
quadratura  dell'  iperbola  . 

L'altro  cafo  5  ín  cui  la  foi-raóla  genérale  del  niim, 
tfi.  ,  o  é  integrabile  algebraicamente,  o  per  mezzo  dal- 
le note  quadrature  ,  é  che  u  —  i  —  i  —  n  fia  numero 

m  m 

intero ,  cioé  ,  foflituendo  le  fpezíe  particolari  di  queíío 
eCempio  ,  —    4-  2  =  ¿  ,  e  pero  2  4-  26  =  í,  efponente 

2Í  —  2  3  -H  2í& 

determinatore  delle  curve  infinite  . 

Sia  ¿  numero  intiero  pofitivo  ,  principiaado  dal  zc- 
ro  j  averemo  la  feguente  progrefíione 
í  r:  2  5  4  ,  íí  ,  8  ,  10  ec. 

3      í      7     9  " 

Sia  b  intiero  negativo ,  cd  ín  primo  luogo  fia- 
h  =. —  o  j  torna  in  campo  lo  fleíTo  efponente  t—  2  , 

3 

cquivalendo  —  o  al  +■  o  ;  fia  h  =  —  i  ,  I'  efponente  t 

diventa  eguale  alia  frazione  o_,  e  di  confeguenza  nullo; 

I 

fia  jfj  —  2  9  =  —  3  ec. ,  averemo  la  feguente  pro- 
greíTione  t         4_5_£  s  ¿o. 

i      í     5     7  9 

La  frazione  ,  che  da  il  valore  dell' efponente  deter- 
minatore  / ,  é  la  fieífa  nell'uno  ,  e  ncU'altro  cafo  ,  folo 
che  ncl  fecondo  é  inverfa  del  primo  ,  dal  che  dove va- 
no 
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no  nafcere  ,  come  di  fatto  ion  o  nate  inverfe  le  pro- 
greffioni ;  le  curvé  aduncjue  fcoperte  per  mezzo  dell' 
una  5  e  dell'altra  formóla  fono  le  medeíime,  ma  coii-, 
gi'efponenti  inverfi ,  vale  a  diré  riferite  a  due  afli  dif- 
fercnti  ;  a  cagion  d'efempio  i  due  efponentí  i  ,  2  ap- 

2  I 

partengono  alia  parábola  apoUoniana ,  che  in  due  ma- 

niere  ci  fi  prefenta  ziy  ,  vale  a  diré  x  zzyy  ;  ed  iíi 
oltre  XX— y ,  equazione  lócale  al  trilineo  parabólico , 

Quelle  curve  pertanto ,  che  fono  inchiufe  nelle^ 
premefle  progreíTioni ,  o  fono  intcgrabili  algebraicamen- 
te ,  o  non  eíiggono  quadrature  oltre  il  cir<;olo ,  e  I'i- 
perbola ;  nía  le  altre  infinite  richieggono  tetragonifmi 
piü  alti . 

Dalle  noflre  progreíTioni  appare ,  che  il  valore^ 
dell' efponente  t  non  é  mai  negativo,  onde  neíTuna». 
iperbola  non  ammette  rettificazione  né  algebraica,  né  di- 
pendente  dalle  mentó  vate  piü  íemplici  quadrature  . 

Delle  Cubatare , 

E  S  E  M  P  I  O  XXIJI. 

120.  Sia  il  cono  retto  JCGKJ\(Fíg.'^i.)  JB=a, 
BCzzb,  unaqualunque  porzione  AD  dell'aíTe  AB  fia  ^íí, 

fará 
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fara y  ,  cioé  D£  =       e  peró  nella  formóla  genérale^ 

cyyáss  foñituito  quello  valore  in  kiogo  di    ,  fará  eíTa^ 

ai' 

c^xxdx  ,  eci  integrando         ,  rifpetto  ad  una  qualan- 

que  porzione  prefa  dal  vértice  ( ommeíTa  la  coftantej 
fupeííÍLia  ) ,  e  fatta  x-a,  lara  tutto  il  cono  ACGKA^ 
cbba  ~  chb  X       cioe  eguale  al  prodotto  della  bafe  nel- 

la  íerza  pane  dell'aítezza  ü 

E  perché  la  foliditá  de'  cilindri  é  il  prodotto  della 
bafe  neil'altezza  ,  fará  il  cilindro  al  cono  infcritto  ,  co- 
me 5  ad  I. 

II  cono  ACGKA  é  adunque  =  chha  ,  ed  il  cono 
JIEMP  =  cbbx^  5  adunque  il  frufto  di  cono  IMCK 

fará  cbb  X  « —  ítf^ ,  e  per¿  íara  a  tutto  il  cono  nella 

ragione  di  ¿z'  —      ad  íj  '  ;  onde  fe  per  efempio  faremo 

^.D  =  5>-^B  =  f     ^^"^^  ^  ^""^     cono,  come 

_     ,     ,  cioé  come  7  ,  8  ,  ed  al  cono  AEMPI^ 
"Y 

come  7  5  í  • 

Ogni  qual  volta  pero  fi  penfa  a  mifurare  qualche.* 
foíido  5  fa  di  melBeri  confiderare ,  di  quali  ekmenti  in- 

ten- 
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tcndiamo ,  ch'egli  fia  compoíto  giuíla  le  differenti  fe- 
zioni  ,  che  poífono  adoprarfi  ,  tornando  in  accoQcio  ora 
Tuna,  ora  l'altra  fecondo  \<¿  circoflaazc  ;  indi  fra  i 
•fuddítti  el  e-rae  mi  fcegliere  quelli ,  che  con  maggiorcj 
facilita  poíToDo  maneggiar fi  a  ed  a'  quali  piü  natural- 
mente il  calcólo  s'adatta .  Nel  cono  retco ,  per  efem- 
pio ,  di  cui  fi  iratta,  vi  fono  tanti  circoli  paralleli  alia 
bafe  j  ed  oltre  ci6  tantl  triangoli ,  che  ánno  conaune  il 
vértice  con  quello  del  cono  >  e  per  bafe  le  ordinat£_. 
parallele  del  circolo  CGK;  fi  puo  ancora  tagliaire  il 
cono  con  tante  paraboíe  fra  loro  equidiítanti ,  e  con— 
gl^aíTi  paralleli  al  lato  JK ,  ed  altre  molte  fezioni  pof- 
fono  farfi  . 

Egli  é  bensi  vero ,  che  per  rkrovare  la  foiidita  del 
cono  SI  fatti  mezzi  devono  riputarfi  fnor  di  propoíiEOj 
e  troppo  compofli  per  lo  propoílo  cafo  ;  ma  fi  potreb- 
be  proporre  di  tagliare  il  codo  ,  o  altro  folido  con  un 
piano  qualunque ,  ed  indi  mifurare  i  due  pezzi ,  in  cui 
egli  é  div i fo  ,  ed  in  quello  cafo  conviene  far  ufo  di 
quelli  elementi ,  che  a  tale  fezione  corrifpondono ,  co 
me  fi  yedra  negl'efempj  37. ,  e  38. 


y 


ESEM- 
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E  S  E  M  P-I  O  XXIX. 

121.  Sia  il  femicircülo  CDK  ,  (  Fig.  52.)  che^ 
s'aggiri  attorno  al  raggio  immobile  DB  ,  onde  producá 
un'emisfero  ,  e  fia  ¿t ,  a?  ,  fara  AE-y~ 

V  zax  —  XX  ,  Solliíuito  adunque  quetb  valore  nella  for- 
mola  genérale  ,  fará  eíTa  cdx  X  ^ax  —  xx  ,  ed  inte- 

ir 

graodo ,  íirá  la  folidiiá  del  Tegmento  indefinito  AEMn 
$caxx  —  CA? S  ^  f^íí^  x-a^  fará  la  foliditá  dell' emisfe- 

ro  =  ca'  j      il  doppio  2ca^  tatta  la  sfera  . 
~'  " 

E  perché  il  cilindro,  la  di  cuí  altezza  eguale  al 
diámetro  della  bafe  fia^iZí?,  é  =  ca^__  ,  fará  il  cilindro 

r 

circofcritto  alia  sfera  infcritta  ,  come  ca'  a  zca^  ii 

r  ir 

3  ,  2  ,  ed  in  confeguenza  nella  ñeCTa  ragione  la  meta 
del  cilindro  all'  emisfero .  Ma  il  cono  puré ,  la  di  cui 
altezza  e guale  al  raggio  della  bafe  fia  =  a ,  raggio  delia 
sfera,  é=:fi?',  .adunque  fará  I' emisfero  al  cono  in- 

fcritío,  come  2,1. 

In 
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la  oltre  eíTendo  ,  come  é  noto  ,  ilraggb 

della  bafe  del  cono  equilátero  íafcrino  nella  sfera  ^  il 
di  cui  raggio  fia  ^      ed  eíTcndo  Taltezza  di  eíTo  =  3¿í, 

.fará  il  cono     ^ca^  ^  e  la  sfera  fará  =  imS  ^  P^r^  1* 

bífera  al  cono  come  2,5?,  cioé  ,  come  32  al  p  . 

T  4B' 

fimil  modo  fi  pojfTono  diraoílrare  quanti  teoremi  íi  vo- 
gliono  d'Archimede  in  qneíto  propoíico  . 

E'  chiara  la  maniera  di  avere  un  qualnnque  fetto- 
re  di  sfera  generato  per  cfempio  dal  fettorc  BEDM 
del  circolo  ;  imperciocché  al  fegmento  di  sfera  genera^ 
to  dalla  figura  ^£D  ,  che  fi  fa  eíTere  :r  ^caxx  —  ex'  » 

s'aggiunga  il  cono  generato  dal  íriangolo  EBA  ^  e  che 
fi  trovera  eííere  =:  c  X  2¿ia?  — \a — Xy  e  ta  fom- 

ma  j  cioé  eaax  fara  il  fettore  cércate  . 

ESEMPIO  XXX. 

122.  Sia  {Fig.  33.)  la  parábola  di  qualunque  ordine, 
la  di  cui  equazione  y'^zi  ás'"— 'a?  ,  la  quale  ruotandofl 
attorno  all'aíTe  AM  gcneri  il  conoide  parabólico.  Sará 

y  %  dun- 
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«i  —  I      I  at»  —z  » 

dunque  y  a  ™  x""  ,  yy  -z  a  w"*»  e  peró  la 
formóla  genérale ,  foflituÍEo  queílo  valore  ,  fará 

af»  —  a      a  atw    a     mí  -t-  a 

ca       x^áx  ,  ed  integrando  ,  ;^ct3       a?        la  folidi- 

af  X  í»-h  a 

a 

ta  del  conoide  indefinito  ;  o  puré  ,  perché  x*"  zz 

jy    5  e  pero  a?       —    ^yy    ^  fofiituendo  quefio 

valore  nellMntegrale  ritroyato  ,  fará  effb  mcxyy 

ir  X  +- 

Sía  m::-^  ^  cioé  la  parábola  apoUoniana  ,  fará  il 
conoide  =  cxyy  ,  cioé  il  prodotto  della  bafe  nella  meta 

dell'altezza,  ed  in  confeguenza  il  detto  conoide  fara 
la  meta  del  cilindro  nella  medefimia  altezza e  neliíu 
medefima  bafe  . 

Se  íi  voleíTe  la  foliditá  della  fcodella ,  o  fia  il  foli- 
do  genéralo  dalla  figura  ACD  mofia  attorno  ali' aíTo 
A'ñ  5  dal  cilindro  defcritto  dal  rettangolo  ABCD  ^  che 
fapiamo  eíTere  =:  cxyy  j  fi  foítragga  il  conoide  parabólico 

mcxyy  5  il  refidiio  cxyy  fará  la  fcodella  .  E  fat- 
tr  X    ^  2  r  X  í?2  2 

ta 
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ta  m  ^  1  rifpetto  alia  parábola  apoUoniaíia  ^  fata  k  fco- 
della  cxyy  meta  del  cilindro  ^  appanto  come  deve  eíTe- 

re  y  ú  conoide  eíTendo  puré  la  meta  d^eíTo  cilindro « 

Si  mu  ova  la  figura  at  torno  aiPordioata  MO  ;  e  íia.^ 
JM~b,  MO=f,  JBz-x,  BC^y  ,  CK^h-- 

KO:=:f — y  .  Sara  il  circolo  del  raggío  CK=  c      — ^  » 

ir 

adunque  il  prodotto  di  queílo  circolo  m  dy,  differenzia- 
ie  di  KM  j  cioé  c  X  ^¿dy  —  zbxdy +- xxdy  fara  l'elemen- 

to  del  folido  generato  dalla  figura  MACK^  e  per6  in- 
tegrando ,  poíío  in  iüogo  di  X  il  valore  dató  per  y  , 

fara  e  Xhby  —  2éy^  ^  ^  y  -t-"  —  al  folido 
indefinito  ,  o  pute  ,  ponendo  V  in  luogo  di     jí'"  , 

...   "7^"-^  ^ 

í  y^hby  ■ —  2bí£y  4-   A-.r)--  ,  E  pofta  x  ^  b  ,  y  ~f  í  j£- 

petto  a  lutío  il  folido  generato  dalla  figura  ACOM  ^ 
fara  c  ibbf ,  cioé     amw¿¿/  X 

E  fe  fi  vaole  ,  che  la  parábola  fia  apollo níana ,  cíoe 
cW  ña    =  2  ,  fara  il  folidíí  =  4^bbf  , 
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E*  facile  il  vedere  ,  che  nella  parábola  apoUoniana 
il  cilindro  fulla  medcfima  bafe ,  ed  aliezza  del  detto  fo- 
lido  fará  al  folido,  come  15,  8  ;  e'che  il  folido  gené- 
rate dalla  figura  OAP  fará  =  Jchbf. 

30V 

Si  muova  la  figura  attorno  alia  retta  JP  ;  e  fia_ , 
come  fopra  ,  JB  zz  x  ,  BC  —  y  ^  fara  cxx  il  circolo  del 

ar 

raggio  DC;  adunque  cxxdy  1' elemento  del  folido  ge- 

zr 

nerato  dalla  figura  JCD  ¡  e  ponendo  in  luego  di  x 
il  valore  dato  per  y  ,  ed  integrando,  fará 
c  X      y^»^-f-^        j  cíoé  c  X    xxy    eguale  al  foli- 

•^^    2'¡^X3''"-"  ^^^^ 

do  indefinito  ,  e  fatta.  x  —  b  ^  y  —  f,  fará  chbf 

2r  X  im-i-  i 

rifpetto  a  tutto  il  folido  generato  dalla  figura  AOP  . 

Ma  il  cilindro  nella  medefima  bafe  ,  ed  altezza  é 
=  chbf,  fará  adunque  il  folido  generato  dalla  figura.. 

ar 

JMO  ~  c  X  ^mbhf. 

Ma  in  altra  maniera  ancora  fi  puo  avere  il  folido 
generato  dalla  figura  JOM  ruotata  attorno  all'  aífe^ 
JB  .  Sia  A  U—h^  MO  =/.  II  circolo  del  raggio  DC 
fará  =:  fATAT ,  ed  il  circolo  del  raggio  DK  fará  chh  i 
ir  "77- 

adun- 


ANALITICHE  LÍB,  líL  787 

adunque  fará  c  X  hb  —  xpe  l'aDelIo  defcritto  dalla  linea 

CKf  adanque  c  X     — X     fará. l'cleraento  del  fo- 

lido  generato  dalla  figura  CKMA,  t  poílo  in  luogo 
di  A?  il  valore  dato  per  y  ,  fará  c  X  bbiy  —  y  í^dy  ,  ed 

integrando  ,  c  Xbby^      yim-h  i       ^  q  finalmenEe 

fatta  =/  rifpetto  ^  tutto  il  folido  generato  dalU  fígtj- 
la  JMOJ,  fará  egli  c  X  /  ^'^^  '       ;  ma 

quando  jv  ^^^^  >  P^^^  parábola  ,  a?  cioé  hzi  , 
e  ¿¿  ■=  ,  adunque  poflo  nell' intégrale  queíío  va- 

iore  dato  per  b ,  fará  il  folido 

X  ¿"^^ —  ^^f  '-JL'^  awíí'&f  j come  fopra  . 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  X  X  X  I. 

123.    Sia  l'elliffi  ADC,  (  F¿g.  28.)  JBzza  ; 
BD-h,  JE^x  ,  EOzzy  ,  e  peró  1'  equazione.* 
hh  X  2apí—xx  —yy  .  Soíí imito  adunque  neíla  formóla 

genérale  it  valore  dr  y  dato  dall*  equazione  ,  fará  eílkj 
.  clh  X  taxAx  —  xxdx  »  ed  integrando  ,  fará 

chb  X  <3ArAr  —  x^  egaale  al  folido  indefinito  generato 

%aar  3 

dalk  figura  A'EO  moíTa  attorno  all'aíTe  AC,  Poíla^ 
X  —  a  ,  fará  chba  meta  dello  sferoide  ;  e  polla  aí  =  25  j 
i** 

fara  2í?&Sdí  tutto  lo  sferoide  . 

1  perché  il  cono  n ella  raedefima  altezza  AC,  e 
nella  bafe ,  il  di  cui  raggio  fia  il  femiaíTe  conjügato 
£  D  j  é  =  cbha  3  ed  il  cilindro  é  =  cbba ,  fará  lo  sferoi- 

ir  l 

de  due  terzi  del  cilindro ,  e  doppio  del  cono  . 


BSEM- 
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E  s  E  M  p  I  O  xxxn. 

124.  Sia  l'iperbola  ,  (  F¿^.  25.  )  che  s'aggiri 
attorno  a  BC,  e  Cía,  il  feraiaíTe  trafverfo  BAzza,  il 

centro  B ,  ed  il  parámetro  ~b,  ACz2x ,  CD  :=.y  , 
c  I*eqciazione  ax-i-xxX^  —     .  Soflitulto  il  valore 

di  y  nella  formóla  genérale  ,  fará  cMx  X  ax-h-xx  ,  ed 

zar 

integrando,  íará_£^  X  egualc  al  conoide  ■ 

iperbolico  indefinito  generato  dalla  figura  ADC , 

Sia  B  C  =  A? ,  il  re  fio  come  fopra  .  Sara  I'  equazio- 

ne  b     XX  —  aa  ^  yy ,  c  pero  la  formóla  fará 

a  4 

chdx'X,      — ed  integrando,  ch  Xw  —  aaic+-f, 

Aggiungo  la  coílanre  ,  che  in  queflo  cafo  non  é,., 
zero  .  Per  determinarla  11  avverta  ,  che  nei  ptinto'  J , 
quando  a?  =:  j  a ,  il  .folido  deve  eíTere  nuUo  ,  onde.» 
porto  nell'integrale     a  in  luogo  di  x  ,  dovra  eíTero 

f  -H  tf^  Xj¿        =  o  ,  adanque  /  —  caab ;  e  pero  I' in- 
ane        »4  8  i^y 

z  te. 
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tegrale  compito  fara  ch  X     —       -h  ^\  • 

S*  aggiri  1'  iperbola  attorno  al  femiaffe  conjiigato 
HB,  e  fia  BA  femiaíTe  trafverfo  =  ¿í  ,  il  femiaíTtL. 
conjugato  -  h  ^  BC  ^  ¡c  ^  CD  ^  y  .  II  circolo  del 
rággio  H  D  fará  =:  wí?  ,  adunque  cscxáy  fara  1'  ele- 

memo  del  folido  gene  rato  dal  piano  ,  o  fia  figura-* 
BUDA ,  e  pofio  in  luogo  di  xx  il  valo-re  dato  dall' 

equazione  de  lia  curva  ,  avremo  cdy  X  flflyy    aahh ,  ed 

ac  bh 

integrando  ,  í  X  ¿JíJy^  +  íSísy ,  e  fatta  y^h  ,  faca  il  foli- 
ar %hb 
do  =:  zcaah  ,  . 

ESEMPIO  XXXIII. 

125.  Sia  l'iperbola  KHF  (Fíg.  34.)  fra  gl'afintoti, 
AD  —  a,  DE=:b  ,  A?  —  x  ,  PH~y  ,  e  1' equazione 
xy^ah.  Si  muova  la  curva  attorno  all'afintoto  AB. 
Adunque  il  circolo  del  raggio  Q  H  fara  =  cxx  ,  e  pe- 

rb  cxxdy  fara  1*  elemento  del  folido  genéralo  dalla  figu- 

ra  AQHFMA  infinitamemte  prodotta  della  parte  di 
jyf ,  e  poílo  in  luogo  di  x  il  valore  dato  dalí*  equazio- 
ne , 
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ne,  fara  caahbdy ,  ed  integrando,/ — caabb  ;  ma  pee 

determinare  la  /,  ft  oíTervi  che  quando  ña.  y  =  o,  il  fo- 
lido  deve  eíTere  n:  o  ,  adunque  /  =  eaahb  ,  qaantitá  iníi- 

nita ,  e  peró  1' intégrale  compito  fara  — caabb      00  , 

adunque  il  folido  di  valore  infinito  . 

Se  in  vece  di  follituire  nella  formóla  in  luogo  di 
iex  il  valore  dato  per  y  dall'  equazione  ,  foílituiremo  il 
valore  di  dy ,  fara  eíTa  ~  ahcdx  ,   ed  integrando  , 


2f 


—  ahcx  +.  /;  ma  il  folido  non  puo  eíTere  zero  fe  noiu. 


ir 


quando  fia  x  infinita  ,  adunque  la  coílanie  /  da  aggíun- 
gerfi  devé  eíTere  infinita  ,  e  peró  infinito  il  folido  . 

Per  avere  il  folido  generato  dal  piano ,  o  figura»» 
B-ííPHK  infinitamente  prodotta  verfo  fi,  baíh  riñet- 
tere ,  che  eíTendo  ex  la  periferia  del  círcolo ,  -il  di  cui 

r 

raggio  é  Q^H  —  x,  fara  cxy  la  fnpecficie  del  cilindro 

r 

¿enerato  dal  piano  JQHP^  ed  in  confeguenza  fara 

cxySx  la  foliditá  del  cilindro  vuoto  generato  dal  ret- 
ir 

tangolo  infinitefimo  IPHO;  adunque  la  fomma  di  ttit- 
ti  quelíl  j  cioé  y  cxydx  fara  il  folido  ,  che  fi  cerca-  . 

z  2  Po- 
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Porto  adungue  in  luogo  di  y  il  fuo  valore  £&  ,  fará  l'in- 

tegrale  cábsc  quantká  finita  ,  quantunque  il  íblido  fia  itifi- 

Y 

nitamcnte  alto  . 

Nell'efpreíTione  cabx  del  folido  pofto  in  luogo  di  ah  il 

V 

valore  xy  dato  dall*  equazioncj  fará  ctKuay  ,  ma  cxxy  é  il  e¡- 

lindro  genéralo  dal  rettangolo  JPHQ;  adunque  il  fo- 
lido iperbolico  fará  doppio  di  eíTo  cilindro  ,  e  pero  il 
folido  generato  dalla  fíguca  BQHK  infinitaraeíitc  pro- 
dotta  fará  eguale  al  cilindro  ,  che  gli  ferve  di  bafe.*  . 
Prefa  adunque  x  ~  a ,  ed  in  .confeguenza  y  —  hf  fará 
il  cilindro  =  caab  =  al  folido  fopra  di  eíTo  , 

E  S  E  M  P  I  o  XXXIV, 

Sia  la  logaritmica  HCD  ,  35.  )  la^ 

fottangente       =  í? ,  JB-x^  BD=y,  c  l'equazio- 
ne  dxzz  ady  .  S'aggiri  attorno  alí'afuitoto  B¡  B  ,  Poílo 
y 

nella  formóla  genérale  in  luogo  di  dx  il  valore  dato 
daH'equazione  ,  .fará  caydy  ,  ed  integrando ,  cayy-i-f. 

■  Ma  quando  fia  y     AC:=  a,  il  folido  é  zero  ;  adunque 

deve 
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deve  eíleré  /  —  — ^££_S  ^  l* intégrale  compito  ^  cioé  il 

folido  generato  dal  piano  indefinito  JBDC  3  fará 

Sia  raffiíla  AE  negativa  ,  e  pero  ™  —  at  ^  fará  pu- 
ré negativa  la  dijflFerenza  cioé  — dx  ,  e  perché  crefcen- 
do  PaffiíTa  cala  l'ordinata  ^  fará  puré  negativa  la  diñe- 
renza  di  EH  ^  cioé  — dy  ^  e  l'equazione  della  curva^ 
fará  neílo  fieíTo  modo  íí^  zz  ady  .  Ma  per  eíTere  nega- 

y 

tiva  dx  5  fara  negativa  la  formóla  genérale  ^  vale  a  diré 

—  cyydx  .  Soílituito  adunque  il  valore  ái  dx  ^  fara  — 

caydy  ^  ed  integrando  —  cayy     f  i  rna  quando  il  folido 

é  zero  ^  fara  y~  ai  adunque  /    ca^  ^  e  T  intégrale  coni' 

pito  fará  ca^  — cayy  eguale  al  folido  generato  dal  pia- 

no  ^ACHE  .  Voñoy  —  o^  doh  fuppoíío  il  folido  infi^ 
nitamente  prodotto  dalia  parte  di  M  ^  l'inregrale  fará 

—  ca^  ^  adunque  eíTo  folido  iofinitamenre  prodotto  fará 

eguale  2L  ca'  ^  msL  il  folido  generato  dal  piano  ACHR 
abbíarao  veduto  eíTere  ca^  —cayy^  adunque  il  folido 

infi- 
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infinitamente  prodotto  generato  dal  piano  LEHM  fa- 
ra  cayy  . 

Poiché  il  cilindro  ,  il  di  cui  ragglo  della  bafe  fia- 
AC=a,  e  l'altezza  puré  =:   ,  é  =  c^S  íará  il  folido 

dalla  logaritmica  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di 
M  nella  bafe  del  raggio  JCzza  al  detto  cilindro  ,  co- 
me_i  9  I  : :  1 ,  2  . 

4  » 

ESEMPtO  XXXV. 

127.  Sia  la  curva  A  MI  (  Fig.  18. )  la  CiíToide  di 
Diocle,  la  quale  aggirandofi  attorno  alia  retta  AB  de- 
fcriva  un  folido  .  ShAP:::x,PM  =  y,  AB=:  a  ,  e 
l'equazione  yy^.         .  Sara  adunque  la  formóla  gene- 

rale  de'  folidi ,  foílituito  il  valore  di  yy  ,   esí'd»   ,  ed 

2rXa  —  x 


integrando  »  — cx^  —  caxx  —  caatí  —  coala  —  x  -i-  f\ 

6r  4}*  ir 

vTia  fatta  a?  =  o  ,  il  folido  de  ve  eíTere  zero  ,  adunque-. 
fzz  caá  I  a  ,  e  1' intégrale  compito  —  cx^  —  caxx  — 


cMx  —  caá  l  a  —  x-i-caa^^  a  eguale  al  folido  generato 

dalla 
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dalla  figura  JPM,  e  fatta  }c~a,  fará  il  folido  intie- 
ro  =1  —  1  ica^  —  caá  l o     caá  l  a  .  Má  il  logaritmo  del 


ztxo  é  quantita  infinita ,  c  negativa  ,  che  moltiplícatíL- 
in  —  caá  fa  quantiiá  pofitiva  ,  adunque  il  folido  intieuo 


fara  infinito  ,  Si  avverta  ,  che  i  fuddetti  logaritmi  fi 
prendono  nella  logarítmica  delU  fottangente  =  . 
Per mezzodella ferie fatá  cx^da  =cx^dx^  ex''dx<h'- 


■     zrXa  —  x  ^^^^ 
cx^dx -h  cx^dx  ec. ,  ed  integrando,  il  folido  generato 

dal  piano  <íí Pifará  =  íT*'* -í-  cx^  +•  cx^  +-  cx^  ec, 

Sar     iQraa      lara'  i^ra'^ 
e  fatta  xzz  a  rifpetto  al  folido  i  mi  ero ,  fará 

iS^'_  X  ec.  ,  ferie  di  valore  infinito  , 

Tr    7    X    <í  7 

ESEMPIO   XXXV L 

_  128.  S'aggiri  la  trattoria  ABF  {Ftg.  lo,)  attor- 
no  l'afintoto  EH ,  Nella  formóla  genérale  cyydx  foíU 

ar 

tuiro  il  valore  della  dx  dato  dall'equazione  dx  = 

—  dy  IX  aa  — yy  num,  103.  ,  avrcmo  —  cydy    aa  yy  , 

ed 
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 j, 

ed  integrando  ^  c  X  ¿ta  —  jí¡)í  *  =  al  folido  generato  dal- 

la  figara  JEDB  ^  ommeíTa  l'aggiunta  della  coflante_. 
fupeiflua  .  Fatta  perianto  y  =  o,  fará  il  folido  infinita- 
jnenie  prodotto  =  ¿-a' ;  ma  la  folidiiá  della  sfera,  il  4Í 

cui  raggio  íia  JE  =  a  (  num.  121.)  é  =:  2ca^ ,  dunque. 

il  folido  infinitamente  prodotto  fara  la  quarta  parte  di 
eíTa  sfera  . 

ESEMPIO    XXXVI  I. 

I2p.  Sia  il  cilindro  QBMCPT^  (  Fíg.  ^6.  )  da-, 
cui  con  un  piano  per  BC  diámetro  ,  e  nella  direzione 
JP  C\  tagli  la  porzione  ,  o  fia  l'unghia  BMCP  B ,  ñ 
cerca  la  foliditá  di  quefta  . 

Sia  BC=  j2M=  la  ,  MP     QT^b  ,  AD  =  x  , 

c  fará  DH  condotta  ordínata  nel  circolo  —  ^«¡3  —  pax. 
Si  tiri  dal  punto  H  parallelamente  ad  MP  ,  o  fia  (¿t 
Ja  retta  HO,  che  fará  nella  fuperficie  del  cilindro,  in- 
di dal  punto  D  al  punto  O  fi  conduca  la  retta  DO, 
che  fará  nel  piano  BOPC,  avremo  formato  tiella  foli- 
diiá  dell'unghia  il  triangolo  DHO  fimile  al  triango- 

lo 
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lo  AMP  ^  e  peró  fará  HQ-b  \/aa~xx  .  Ma  la  fom- 

ma  di  tutti  querti  triangoíi  DHO  é  appunto  la  ricer- 
cata  foliditá  dclla  meta  dclí'unghia,  adanque  fará  eíTa,. 

=  r  bdx  X  aa  —  xx  y  ed  integrando,  abx  —  bx^, 

fatta  X  =:a  ,  fará  finalmente  la  fuddetta  meta  dell*  un- 
ghia  =  Jiy^^  >  ^  luít^  ~  2  aab  . 


i  3 


In  altra  maniera  ,  e  piü  generalmente  fia  (  Fig.  37. ) 
il  mezzo  cilindro  D  ACHEG  ,  il  quale  per  lo  diámetro 
CD  fia  tagliato  da  un  piano  nella  direzione  DE,  on- 
de na  fea  l'unghia  DBCEAD,  di  cui  fi  vuele  la  foli- 
ditá .  Sia  =  ¿í ,  AE  =  b  ,  BQ  =  X  y  QM=  y  ,  fará 
QK=  bx  9  e  peló  il  retiangolo  PONMzz  ibxy  ,  e 

a  a 

quefio  moltiplicato  in  dx  fará  1' elemento  della  foliditá 
deir  un  ghia  ,  cioé  zbyxix  . 

Sia  la  curva  D  AC  un  femicircolo ,  adunque^ 
y  —  Vaa  —  XX  ,  e  la  formóla  fará  zbxix  V  aa  —  xx  ,  ed 


integrando  —  ih)i  aa — xx  ^     m  ,  ma  la  coflante  m, 

poíU  A?  =  o ,  fi  trova'  eílere  =  ^  baa  ,  adunque  l'inie- 

j  - 
a  a  grale 
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 j 

grale  compito  del  folido  iar<\  ibaa  —  2b  X  aa  —  xx^  , 

e  fatta     =;  ¿3  rifpetro  a  tutta  I'  pnghia ,  fara  eíTa  ■ 

í 

Sla  la  curva  DJC  una  delle  infinite  parabole  ,  c 
i'equazione      =   —    ;  fara  la  formóla  ,  fofticuito  U 

I 

valore  di  y  ,  ihxñx  X  a  —  íc  ^  ,  la  quale  integrati-> 

conforme  al  num.  2p.,  ed  aggiunta  la  debita  cortante,, 
c  falta  x-a,  dará  per  la  foliditá  di  tutta  l'unghia 

2hmma  ^  ,  e  porta  m  —  2,  cioe  che  la  parábola 
2í»  +- 1  X  1 

fia  l'apolloniana ,  ^ha  ^  .  E  fuppoflo  ,   che  quando 

I  ■ 

Af  =  0,  fia  BCzzy-c ,  fará  a"^  =  ,  c  peró  l'unghia 
=  ^abc  ,  Nello  fteíTo  modo  troveraffi  1'  unghia  del  ci- 

lindro  ellittico  eíTere  =  2^  ¡  fuppoíb  il  femiaíTe  traf- 

3 

verfo  =  <? ,  il  femiaíTe  conjúgate     c  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXVIII. 

130.  Tagliato  il  conoide  parabólica  BJC  (Fig.  58.) 
col  piano  qualuncjue  /EHperpendicolare  alia  bafe  circoía- 
re  BICH  i  Ci  dimanda  la  miÍLira  del  pezzo  comprefo  dal- 
la fezione  lEH ,  &  dal  piano  a  leí  parallelo  per  l'aíTe 
AD  ,  ' 

Sia  —  a  il  parámetro  del  la  parábola  gen  erar  rice_» 
BAC,  l'affiíTa  data  AD  =  b  ,  fará  I'ordinata  DE~\/'ab. 
Sieno  le  coordínate  DF-x,  FE~y^  e  pero  1' equa- 
zione  alia  predetra  curva  BAC  ab  —  icx  —  ay  .  Per  la- 
natura  del  circolo  BICH  fara  il  rettangolo  CFB  =. 
ab  —  XX  5  eguale  al  qaadrato  FH  ~zz;  ma,  ab^xx^ 
íjy  ,  dunque  ay  =  zz  ^  e  coiifeguentemente  la  fezione^. 
lEH  fara  una  parábola  con  lo  fieíTo  parámetro  della^ 
principale_^ Reíla  pertanto  fiíTato  il  rettangolo  EFH  - 
yz'=.yVay\  e  perché  queílo  fla  all'area  /K'H,  come 
334,  fara  eíTa  área  —^yVay^  ed  il  prodotto  di 

eíTa  área  IFH  nell'altezza  infinitefima  áx^  fluíTione  di 
D  F  =  ,v  ,  fara  ^elemento  del  folido  in  queílione  ,  ciqé 
^á>x  V  ay  ;  iTia  y  ~  ab  —      ,  dunque  eíTo  elemento 

aa  2  •  íará 


8co  INSTITÜZIONI 

fara  4  dxX  ab  —  xxV  ah  —xx ,  o  fia  ^hdst  X^ah  —  xx-^ 

4  xxdx  y  ab  —  XX , 

la  ■ 

L'integrale  del  primo  termine  dipende  dalla  qua- 
drattira  del  cerchio  BHC;  il  fecondq  fi  ridurra  allcj 
quadraturc  note  per  vía  della  prima  formóla  del  nura.  <Si. 

131.  Ommeuo  gli  eferapj  de'  folidi  generati  da 
curve  con  !e  coordínate  tra  loro  in  angolo  obbliquo  , 
perché  eíTendo  la  formóla  per  queíli  cafi  diverfa  dalla 
folita  ,  ed  ordinaria  per  le  fole  coflanti ,  non  fi  potran- 
no  incontrare  diíTicoUá  di  natura  divería  dalle  glá  Ipie- 
gaie  .  Cosí  pnre  ommetto  gl'efempj  de'  folidi  generati 
da  curve  riferite  al  fuoco  ,  perché  non  volendomi  fer- 
vire  della  teoría  de'  cenrri  di  gravita  ,  come  ó  detto 
di  fopra  ,  bifognera  ridorre  le  date  curve  ad  altre 
riferite  agl'aíTi ,  interno  alie  quali  giá  abbaiUnza  fi  é 
parlato  . 

DelU  Quadr ature  ,  o  Jía  Compianazioni  delle  fuperficis 

de*  Carpí  . 

E  S  E  M  P  I  O    X  X  X  I  X. 

132.  Sia  il  cono  retto  JCGK,  (  Fig.  31. )  JB-a, 
BC  zz  b  i  una  qualunque  poczione  deli' aíTe  AB^  co- 

me 
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mt  JD ,  üa,  ~x  f  fara  DE  ~y  ~bx  ^  ^  dy  ~  hd>!  , 

dy^  ~  bbdx"-  .  Soíliíuito  adunque  quedo  valore  di  dy"- 

aa 

nella  formóla  genérale  cy  ^  dí«'-      dy"-  y  fara 

r 

cy^  j  /  díJíÍA'  -  +-  MÍA: '  =  cydx  i^aa^hb  ^  e  foQituito  il  va- 
lore  di  /  ,  cioé  ¿a?  ,  fara  cbxdx  i^aa+-bb  ,  ed  integrati- 
do ,  cbxx  K  +■  ¿6  rifpetto  alia  fuperficie  del  cono 
'JEMPI;  e  fatta  xzza,  fara  cbi^aa+-  bb  rifpetto  alia 

ir 

fuperficie  di  tutto  il  cono ,  e  pero  egnale  al  rettangoío 
oiella  meta  delía  circonferenza  della  bafe  nel  lato  AC. 

La  fleíTa  determinazione  avrebbefi  aviita  ,  fe  iiiu. 
Inogo  di  foflituire  nella  formóla  genérale  il  valore  di 
dy^jCi  foffe  foÜituiio  il  valore  di  dx'- . 

Sara  per  tanto  la  fuperficie  del   fruflo  cónico 

IMKCG  z:  cb  \^  aa+-bb  —  cbxx  y  aa  f  bb  ,  chh 

zaar 

ch    aa -t- bh  X  aa  —  xx;  e  pero  fara  alia  fuperficie  di  tutto 

zraa 

il  cono ,  come  aa  —  xx  id  aa  . 

133.   Ma  fe  íl  cono  fara  fcaleno ,  bifpgnerá  pro- 
cederé 
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cederé  in  altra  maniera  ,  Onde  fia  il  cono  fcaleno 
PAFBM,i  Fig.  3s>. )  la  bafe  lia  il  circolo  AFBM ,  e 
nel  diámetro  prodotto ,  fe  fa  bifogno  ,  s'abbaíTi  la 
nórmale  al  piano  del  circolo  ,  o  fia  bafe  ,  Si  prcndano 
nelía  periferia  del  circolo  due  punti  F ,  /  infinitamente 
proíTirai  ,  e  fi  tirino  i  due  lati  FP  ,  fP  del  cono.  Egli 
é  chiaro,  che  il  triangolo  infinitefimo  P  F/ íará  la  diffe- 
renza,  o  fia  T elemento  della  fuperficie  del  cono.  Adun- 
que  al  ptmto  F  fi  conduca  la  tangente  TFQ ,  a  cui 
fia  nórmale  Djf^,  e  fi  congiungano  i  punti  F,  jr>  con 
la  rétta  FjQ  . 

Poiché  il  piano  del  triangolo  PDQ  paita  per  Isl- 
retta  P  D  nórmale  al  piano  della  bafe  del  cono  ,  il  pia- 
no PiQD  fará  anch'egli  nórmale  alio  fteíTo  piano  della 
bafe  5  ma^  la  tangente  T Q  ¡  che  é  nel  piano  puré  del- 
la bafe  ,  fa  angolo  retro  con'  QD  comune  fezione  de* 
due  piani  ,  dunque  fará  nórmale  al  piano  PQD  ,  ed 
in  confeguenza  alia  retta  QP  ,  t  peró  fará  il  triangolo 
PFf^PQXFf. 

2 

Si  chiami  il  raggio  CA       ,  CD  =  b  ,  CE-pí, 

íará  FF  =  ^rr  —  xx,  e  perché  1"  angolo  CFT  h  retto  , 
eíTendo  tangente  del  circolo  la  TF,  fono  fimill  i  trian- 
goli  CFK,  *tCF  ;  onde  fará  CTzz  rr_^  ma  CT  é  alia 
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CF  ,  o  ñi  CF  ,  CEr.TD,  DQ,  adunque  D(D:z 
rr-^bx  .  Sia  la  data  PD^p,  faii  dunque  la  PQ  = 

 i 

ly  pp +•  rr -i- ;  raa  1*  elemento  del  cerchio  Ff  fi  fa-, 

rr 

eíTere  —  _fÍAí     ;  adunquc  FfX  P  Q.  j  elemento  della 

,  a 

fuperficie  ,  fará  r:  —  rda  i^pp  -h  rr-i-hx  ,  formóla  che 

ry 

fin' ora  non  fi  fa  ridurre  alie  note  quadrature  di  círco- 
io ,  o  dell'iperbola ,  perché  non  fi  puó  liberare  da'  fe- 
gni  radical],  comefi  c  veduto  a!  num.  38. ,  e  come  ci  c 
puré  occorío  nel  volere  rettificare  l'elliüi  . 

Ricorrendo  alia  ferie  :  fi  ridüca  in  ferie  infinita_. 
il  numeraiore  ,  e  lo  lleíTo  íí  face  i  a  del  denomina  tore  , 
indi  fi  proceda  nello  fleíTo  modo  ,  come  fi  é  fatto  nella 
íeconda  maniera  intorno  all'  elli0i  neíl'  Efempio  20. 
num.  112. 

E  S  E  M  P  I  O    X  L. 

134.   Sia  l'emisfero,  il  di  cui  femicircolo  genera- 
lore  CDK,  {  Fig.  52.)  che  s'aggiri  attorno  al  raggio 
DB,  Q  fia  DB  =  a,  una  qaalunqae   DJ  ~  x,  fa- 
rá 
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ra  JB  ~y  ~  V  zax  —  «■jv  ,  e  per5  dy"-  =  a  —  x  X  dx\ 

2ax  —  XX 

e  fatte  le  fortitnzioni  nella  formóla  genérale  ,  fara  eíTa 
zz  cadx ,  ed  integrando  cax  zz  alia  fuperficie  del  feg^ 

mentó  di  sfera  generato  dall'arco  EDM;  e  fatta  xzza, 
fara  caá  la  íuperficie  dell'emisfero  ,  e  pero  leaa  la  fu- 

perficie  di  tutra  la  sfcra  .  Sara  adunque  la  füperficiej 
d'uri  qualunque  fegmento  egaale  al  prodotto  della  peri- 
feria dtl  cÍFcoío  generatore  della  sfera  nell'altezza  di 
eíTo  fegniento  ;  deli'  emisfero  ,  eguale  al  rettangolo  della 
ñcffa  periferia  nel  raggío ;  e  della  sf^ra  ,  agúale  al  ret- 
tangolo della  periferia  nel.  diámetro ,  e  pero  elfe  fuper- 
ficie ira  loro  ntlla  ragione  ,  che  ánno  I'altezza,  il  rag- 
gio  ,  ed  il  diámetro  . 

E  perché  l'area  del  circoío  generatore  della  sfera^ 
é  caá ,  fara  la  fuperficie  della  sfera  ad  eíTa  área  ::  4,  i » 

ai 

ctoé  quadrupla  del  maffimo  clrcolo  . 

Ma  poiché  é  puré  la  fuperficie  del  cilindro  (  non_. 
comprefc  le  bafi )  cirGOfcrítto  ail' emisfero  ,  eguale  al 
prodotto.  deíía  periferia  della  hafe  nell*  aítezza  ,  fara  dun- 
que  =  caá ,  ed  m  confeguenza  effa  fuperficie  eguale 

r 

alia  fuperficie  dell'emisFiro .  Ma  Íl  cono  infcritto  nell' 

crnis- 
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emisferó  á  puré  h  fuperflcie  =:  ca  \^  zaa ,  dunqae  fara 

a** 

la  fuperficic  del  cilindro  ,  o  dell'emisfcro  alia  fiiperficie 

del  cono  infcritto  ,  come  la  ,  zaa^  cioé  %  diré  ,  co- 
me il  diámetro  al  lato  del  cono  ec. 

É  S  E  M  P  I  O  XLI. 

135.  Si  muova  k  parábola  ACO  dell'equazione 
ax  -  yy  attorno  aU'aíTe  AM  {  Fig.  55.  )  .  Sara  dunque 
adx  =:  lydy  ,  e  íía?*  =  4yydy''  i  e  pero  la  formóla  ,  fatta 

as 

la  foftituzione  ,   cydy  V  ú¿yy      aa  ,  ed  integrando  l 

ar 

c    X  ^yy  4-     *  =  alia  fuperficie  del  conoide  parabo- 

lico  indefinito  ,  eguale  alia  quarta  proporzionale  di  6a  , 
y  ¿^yy  aa  3  e  dell'  área  del  circolo  del  raggio  zz 
V^yy  -^aa  é . 

!3<í.   Sía  piü  generalmente  a?*  =^  l'equazione  del- 

t 

la  parábola  ACO  {Rg.  33.)  con  l'aíriOa  AB-x,  e_* 
coU'applicata  BCzzy,  la  quai'equazione  per  lo  trilíneo 

bb  JCD 
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JCD  fara        zny^  fe  fi  prenda  ¿tf  ficcoracaf- 

íHI»^  e;PC'=:    ñccome  .  AI  mm.  i  ip*  Eíem- 

pió  27,  fi  e  veduto^  eílere  1' demento  della  curva,  il 
quale  chiamo  du  =  ?  e  la  formóla  diñe- 

renzials  per      fuperficie  c  fj/ia  ,  dpnqne  fara  =: 
¿ryijt?  ;  ma  e  ,  per  ?equazion?  ÍocaIe_.  , 

^^'■zty  ¡  dunque  fará  cydu  h.  cx  *dx 

ríXj«- ^*"~  *+- 1  * 

Per  procederé  alie  integrazipni ,  o  quadratiire  mi 
ferviró  del  método  fpiegato  al  num.  íi.  ,  e  polio  jn_. 
ufo  nel  fuddetto  Efempio  27.,  ma  prima  fi  oíTervi ,  che 
eíTendo  c  la  periferia  del  circolo  ,  il  di  cu  i  raggio  r , 
.lUntegrale  y* cydu- ú  ák  la  fuperficie  del- conoide  ;  ma 

fe  c  far*  uRa  qualunque  data  retta  5T1  averáJa  mifura 
della  fuperficie  dell'  ugna ,  quando  cioé  eretta  fülía  ba- 
fe  'C^jB  una  cilindroide ,  queíla  viene  tagtiata -da  mi_. 
piano, ^ch^  psíf^  |)pr  raíTe^B  ,  e  jPorma  con  la  bafe 
lfc!ttcipoft;a  C  qn'angoío'i  U  di  cu  i"  feno  rettó- a'quel- 
ío  del  cotnplemento  iia,  come  la  c  álía  r.  Le  fuperfí- 
■  ^  -i  ■  •  cié 
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cíe  ungulari  adunque  flanno  a  quelle  del  folido  roton- 
do.  come  una  data  retta  alia  circo nferenza  c  . 

Operando  adunque  ,  come  nel  citato  num.  61,  é 
flato  rpiegato  ,  affinché  la  noLlra  formóla  fia  algebraica- 
mente integrabile  ,  o  ridücibile  alie  note  quadrature , 
troveremo  dover  eíTere  t—i-^th^  o  puré  tzzh^i  ^ 

intendendo  per  h  un  qualunque  numero  intiero  pofiti- 
vo  ,  o  negativo  . 

La  prima  condizione  ,  ctoe  f  =  5  +.  a-íí ,  polio  h 

"  I  -t*  zh 

numero  írítíero  prima  pofitivo ,  e  poi  negativo  »  ci  da 
le  due  progreffioni 


3  , 

5  s 

7 

,  9  >  II 

3 

5 

7  9 

I    3   5    7  P  II 

La  feconda  condizione  ,  cioé  t  —  h^  \ ,  poíío  h  nume- 

¿  +-  2 

ro  intiero  prima  pofitivo ,  poi  negativo ,  ci  da  le  due 
altre  progreflíoni 

iir.  ?  =1*2' 

23  4  5  "^ 

IV.   f  =2  ,_5  ,j  ,_5  ,^  ec.  . 

í    ^  3    4  5 

bb  2  .  Sog* 
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Soggiungo  alcune  brevi  ofTervazioní . 

I.  Siccome  le  due  progreffioni  prima,  e  terza^ 
abbracciano  gU  efponenti  di  tuite  queíle  pavabole  ,  che 
aggirandofi  intorno  all'aíTe  generano  conoidi  ^,  la  fuper- 
ficie  de'  quali  é  analiticamenfe  quadrabile  ,  fuppoila^ 
foltamo  ia-  rcttificazione  della  periferia  circolare  ,  e  con- 
feguentemente  tutte  le  unghie  Copra  deferirte  di  data_. 
altezza  am  me  tro  no  una  quadratura  algebraica  ;  cosí  ne' 
caü  della  ferie  feconda  ,  e  quarta  ci  vuole  qualche  co- 
fa di  piü  ,  e'  c' entra  il  tetragonjfmo  dcU'iperboIa . 

II.  É'  notabiie  ,  che  paragonando  infierne  la  ferip 
prima  con  la  feconda  ,  e  la  terza  con  la  quarta  ,  gli 
efponend  fono  inverfi ,  éd  appartengono  alia  medefima 
curva  .  Ció  fignifica  ,  che  potendoíi  girare  I'area  para- 
bólica o  intorno  l'aíTe  AB ,  o  intorno  l'aíTe  váD  ,  e 
producendofi  nell'uno  ,  e  nell' alero  cafo  fuperficie  af- 
fatto  di  ver  fe  ,  fe  nel  primo  fi  genera  una  fuperficie  af- 
íoiutamente  quadrabíle  ,  almeno  coníiderata  neli' unghie; 
nel  fecondo  tutto  aU'opporto  ,  eíTendo  reciprochi  i  valo- 
ri  ,  nafcono  le  fuperficie  fuddette  ipoteticamente  qua- 
drabili  .  Per  efempio  il  conoide  formato  dalla  prinia^ 
parábola  cubica  arruotata  intorno  JD  ci  fornminiilra-. 
quadrabíle  algebraicamente  la  fuperficie  dell'ugne,  ed 
anche  quella  del  folido  rotondo  ,  mentre  fi  abbia  una^ 
linea  retta  eguale  alia  circonfcrenza  .  Ma  fe  s'aggiri  in- 
torno ali'afle  AB  ,  ü  richieggono  le  quadrature  .  Nella 

para- 
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parábola  feconda  cubica  fuccede  lo  fteíTo  ;  e  tutto  all' 
oppotlo  nella  apolloniana  . 

III.  Confrontando  quefte  ferie  con  quelle  del 
num.  119.  fi  fcorge  ,  che  fra  qiiefle  neíTuna  parábola.* 
della  prima  ,  o  feconda  ferie  é  rettiíicabile  né  analítica- 
mente ,  né  per  vía  delle  note  quadrature  ;  quelle  all*  op- 
poílo  della  feconda ,  c  qqarta  fono  tutte  rettificabili  , 
ed  abbracciano  ttitte  le  contenute  nelle  progreffioni 
comprefe  nel  citato  niím.  iip. 

IV.  Fra  le  iperbole  la  fola  comune  tra  gli  afinto- 
ti  ammette  la  fuperficie  riducibile  alia  quadratura  della 
{leíTa  iperbola ,  perché  altro  efponente  negativo  non  ci 
fi  añaccia  nelle  cítate  progreíTioni  ,  falvo  che  —  i  , 

V.  Gli  efponenti  ,  che  non  íi  trovan  o  nelle  det- 
te  ferie  ,  come  ?  —  4  , ,  5  ,  «5  ec.    s  J  ^c-  vogliono  qua- 

5  7 

draíure  piü  alte  per  mi  furaré  le  fuperficie  conoidali  in- 
di nafcenti  .  ,  . 

E  S  E  M  P  I  O   X  L  1 1. 

,    137.   Sial'elliíTi  ^DC,  (  Fig.  28.  )  che  fi  muo- 
;va"  attorno  all'aíTc  JC  ,  e  Cía  JB  i=:  a ,  BD  ~  b  ^ 
AE::zx  ,  EO=y,  e  l'equazione  myv_~  tax  —  ííss  , 

Sara 
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Sara  dunque ,  diííereQziando  ,  da  =■     a¿iydy    ,  e  pe- 

bb  X  a — X 

r6  Ja? *  =:  a*yydv '   ,  e  ponendo  in  luogo  di  — >  zax  -i-  xíe 

il  valore  —  aayy  dato  dall*  equazione  ,  fara  ¿Íaí' = 

W~ 

aayydy  '^     •  Adunque  íbfíituito  queño  valore  nelía- 

hh  X    — yy 

formóla  genérale ,  la  troveremo  eíTere 
cyAy  iyb^+'  aayy  —  bbyy  ,  e  faíta  per  brevita  aa  —  ^^^jf, 
rb  V  hh  — -yy 

fupppfla  a  raaggíore  di  h ,  cioé  che  TaíTe  ,  attorno  cu  i 
s'aggira  l'elliffi,  fia  il  maggiore  ,  (  fe  foíTe  a  minore 
di  b  fi  farebbe  ad~~hh~—ff)  fara  cyiys^b'^  -^ffyy  for- 

rb    bb  — yy 

mola  ,  che  per  le  cofe  dette  a  fuo  luogo  fi  potra  libe- 
rare dai  radicali  ,  ed  il  dt  cui  intégrale  per  mezzo  del 
canone  del.  num.  50".  troveremo  dipendere  dalla  qua- 
dratura  del  circolo  .  Ma  fe  fara  a  minore  di  ¿*  ^  cioé 
l'aíTe  ,  attorno  cui  s'aggira  l'elliífi  ,  il  minore,  la  fu- 
perficie  dello  sferoide  dipenderá  d'ambe  le  quadrature," 
cioé  dalla  circolare  ,  e  dallMperbolica  .  La  fuperficie  poi 
dell'ugna  nel  primo  cafó  é  eguale  ad  una  porzione  di 
fpazio  elliítico  ,  che  fi  determina  facii mente  per  via_, 

delle 
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delle  normali  a(h  curva  ;  ma  nel  fecondo  cafo  appun- 
to  queíle  normali  ci  danno  uno  fpazio  iperbjlico  egüa- 
le  alia  íleíTa  fuperíicie  dell'Ljgna  .  Per -í^edere  ció  chia- 
ramente;  fia  la  curva  ACF,  (  Fig,  40. )  fu  cui  s'intenda 
eretta  una  cilindroide,  che  venga  tagliata  da  un  piano,  ii 
quale  paffi  per  l'aíTe  AB ,  Q  formi  col  fotcopoíío  piano 
CAB  un'^ngolo  femireuo ,  egli  e  maniíefto  ,  che  chia- 

mato  du  1*  elemento  della  curva  ,  fará  ydu  la  fuperfi- 
cie  dell'ugna  jnferiore  c  J^cyda  la  fuperficie  del  co- 
noide nafcente  dal  girarfi  la  figura  C^B  interno  Taílc 
AB  f  e  pero  fará  la  fuperficie  dell'ugna  a  quella  del 
conoide,  come  ií  raggio  alia  circonferenza  del  circolo. 
Ora  fieno  le  due  ordinate  B  C ,  DF  infinitamente 
proflime  ,  e  condotta  al  punto  F  la  nórmale  FG  ,  fi 
metta  eíTa  in  DH,  e  faccia  figura  di  applicata  della_, 
nuova  curva  iVfJH  delineata  col  método  prefcritto:  di- 
co  ,  che  i' área  MJBI  é  eguale  alia  fuperficie  dell' 
ugna,  che  á  per  bafe  I'^rco  AC . 

l  due  triangoli  FCE,  GFD  fono  fimiíi  ,  duncjue 
fara  FC  ,  CE  ttGF,  FD  ,  e  pero  FD  X  FC  zz 
GF  XCBzzDHX^B  ,  Ma  FD  X  FC  ( ydu  )  é  I'e- 
lemento  della  fuperficie  dell'ugna;  ed  HDXDB  é 
rderaemo  dell*  área  IMAB,  dunque  eíTendo  eguali 
''  queüi  elementi  ,  lo  faranno  ancora  i  loro  integrali  , 
'  .  cioé 
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cioé  le  predette  aree  .  Ció  premeíTo  ,  fia  la  Figura  JCB 
un  quarto  d'elIiíTi  deU'equazíoae  aayy  =:  zax  —  xx »  fará 

la  nórmale  FGzz  bl^ 2a^x — aaxx  +•  bbxx  —  zabbx+- aabb, 

aa 

dunque  chiamata  z  l'ordinata  Bí  j  fara  z  = 
b  Vxx  —  iax Xbh~aa^  aahh  ,  equazione  alia  curva- 

MIH ,  che  appunto  é  un'altra  ellifTi  quando  fia  a  mag- 
giore  di  h,  cioé  ü  AB  fia  l'aíTe  maggiore  dell'elliffi 
ACB  ;  ed  all'incontro  un'  iperbola  quando  fia  a  minore 
di  h  ,  cioé  AB  l'aíTe  minore  . 

Finalmente  nel  cafo  di  mezzo,  cioé  quando  l'ellíf- 
fi  degenera  in  circolo  ,  giá  fi  fa ,  che  la  detta  fupcrfi- 
cie  dell'  ugna  é  quadrabile  ,  eguagliandoíi  ad  un  ret- 
tangolo .  .  , 

ESEMPio  xmi. 

I 

158.  Sia  1* iperbola  BD,  {Fig.z^.)  che  s'aggiri 
atíorno  ali'aíTe  trafverfo  B^  .  Sia  A  il  centro  ,  BA~a, 
AE  femiaíTe  conjúgate  =  b ,  A  C=  x  ,  C D      ;  fara 

V  equazione  xx  —  aa  =  aisyy  ,  e  per6  y     bv^xx  —  aa  , 

dy  zz     bxdx  9  adtinque  la  forrada  genérale  ,  fattt^ 

XX  — 

le 
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le  íoílituzioni  ,  fari 

f  "  ""^  ■ . — 

r5íí«     ¿ííJífAT  -f-  ¿¿x-*  ~  í7+ ,  O  fia ,  fatta  aa     bb  —ff , 

cbfdx  i^xx  —  a*,f  il  di  cui  intégrale ,  guando  íi  íia.libe- 

rata  dal  fegno  radical  e  ,  troveremo  di  penderé  medeíx- 
mámente  dalla  qaadratura  dell'iperbola  , 

ESEMPIO  XLIV. 

i3P.  -Sia  Piperbola  MD  ,  (Fig.41,)  équilatera- 
fra  gl'afintori,  e  fi  muova  áttorno  all'afintoto  AC,  di 
cui  I'  equazione  fia  ay  -i-  xy  =  aa  ^  eíTendo  AB  -  a  , 
BC  —  x,  CD  —y  .  Sara  dunque  x~aa  —  a^  e  íi»' 

y  ■ 

tf*^* ;  e  peró  la  formóla  genérale  fara,  fatta  la  foííi- 

  ,  

tuzione  ,  cdyyy^  t-  a*  .  Si  faccla  Vy''  -i-a"^  =  z\  e  pero 
=  zz         ,  áy  -  Fatte  queííe  foflituzioni , 

avremo  trasformata  la  formóla  In  queft'altra  czzdz 

■  ce  libera 
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libera  da'  íegni  radicali ,  il  di  cui  intégrale  dipende  ia 
parte  da'  logaritmi  ,  come  é  factle  a  védete  .  Adunque 
la  ricercata  fuperficie  della  noílra  iperbok  defcritu^ 
dipenderá  dalla  quadratura  puré  dell'  iperbola . 

esempio  xlv. 

140,  Sia  il  folido  generato  dalla  .trattoria  (  Fig.  20. ) 
'^BF,come  nei  Efempio  5<?.  niim.  128.,  di  cuifi  voglia  la 
fuperficie  .  Nella  formóla  genérale  cydu  (  inteudendo 

r 

per  dü  I' elemento  della  curva)  foftituito  in  luego  di 
du  il  valore  —  ady  dato  dall'  equazione  della  curva.. , 
y 

avremo  —  acdy  ^  ed  integrando  — acy  -i-n  .  Ma.quan- 

'    r  »• 

do  la  fuperficie  fia  nulla,  fi  Xy-a;  dunque  la  coíhn- 
tQ  n~  aac  i  G  per6  1* intégrale  compito  aac  — ■  acy^  egua- 

"7"  r  r 

le  alia  fuperficie  del  folido  generato  dalla  figura-^ 
AEDB\  e  fatta  ^  =  o  ,  fará  aac  egüale  alia  fuperficie 

del  folido  infinitamente  pródotto  .  Ma  l'area  del  círco- 
lü  ,  il  di  cui  raggio  zz  v  zaa,  fi  trova  =  caá  j  dunque 

U  fupeificie  del  folido  infinitamente  prodotto  é  eguale 

all' 
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all'area  del  circolo ,  il  di  eai  raggio  fia  la  diagonalo 
del  quadrato  di  AE  , 


ESEMPIOXLVI. 

141.  Sia  I'unghia  CNEOD^C,  (  Fig.  37.  )  di 
cui  fi  cerchi  la  fuperficie  .  Denominando ,  come  al  nura, 
I2p  ,  fará  QK^i  bx  =  MiV,  ma  Mí  elemento  della  cur- 


va =  i^^AT^-f- ,  adunque  fará  ¿at  ]ydx'--hdy'-  egua- 

a 

le  al  quadrilineo  infinitefimo  MimN ,  elemento  della_. 
füperficie  della  meta  deli'unghia  . 

Sia  la  curva  DJC  un  femicircolo  ,  fará  in  querio 
cafo  i^dx^-ndy"-  -       adít       ,  e  pero  la  formóla^ 

aa  —  XX 

hxdx  ,  ed  integrando  (  per  lo  num.  31.  )  fará 
y  aa  —  XX 

—  é  y  aa  —  xx-^f  i  ma  fatta  at  =  o  ,  fará  f  ::z  ab  ,  adun- 

que  r  intégrale  compiro  fi  trova  eíTere  ab  —  b  l^aa  —  xx, 
e  polla  X  ~  a rifpetto  a  tutta  la  fuperficie  della  meta 
dell'unghia  ,  fará  eíTa  fuperficie  —  ab  . 

ce  2  Sia 


8i6        .  INSTITUZIONI 

Sia  la  curva  DACh  parábola  dell'equazione  jíy  =. 

a  —  X  ,  fara  i^d^í^-^dy"-  :^{dx  ^ 4¿z  — 4^?-^  i ,  e  pero? 

a  —  Af 

la  formóla  hscáx  j/  4^3  — 4^ -wT,  U  di  cui  intégralo 

dipende  dalla  quadratura  dellMperbola  ,  adunque  dalla- 
íleíTa  quadratura  dipendera  la  fuperficie  dcU'unghia, 

E  S  E  M  P  í  O    XL  VII. 

142.  Sia  il  conoide  parabólico  genérate  dalla  rota- 
zione  della  parábola  ADH  con  le  coordinate  in  ango- 
lo  obbliquo  (  Fig.  7. )  attorno  all*  aífe  A  C,  la  di  cui  equa- 
zione  é  ax  ~  yy  .  Si  foflituifca  netla  formóla  dellc  fu- 
perficie  ,  che  a  que  ño  cafo  compete  ,  cioé  nella  formo- 
la  cay  y  áü^  ^- áy"- ^  2edicdy  il  valore  di  dx  dato  per  dy 

dall'equazione  difFerenziata  della  curva  ,  e  íi  trasforme- 
rá  in  queíl'  altra  zcnydy  v yy  -t-  aey    aa  ,  il  di  cui  inte- 

arm  m  4 

graTc  fi  trova  cíTere  in  parre  algebraico  ,  ed  in  parto 
íogaritmico  , 

143.  Coerentemente  al  método  eCpofío  delle  qua- 
drature  ,  retiificazioni  ec.  farcbbe  quefio  luogo  oppor- 

tuno 
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mno  per  daré  altresi  le  formóle  de'  cent r i  di  gravita  , 
di  ofcillazioiie  ,  e  di  percuffione  ,  ma  fiitno  meglio  di 
omraetterle  ,  includendo  eíTe  neceíTariaraente  alcuni  prin- 
cipj  di  Statica ,  dei  íjuali  non  fuppongo  inforixiati  i  miei 
Leggiíori , 


CAPO 
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CAPO  IV. 

Del  Calcólo  delle  Quantita  Logarimiche  , 
ed  Efponetizéalí . 

144.  Quantita  efponenziali  (  giacché  altrové  al>- 
bafíaaza  é  üato  detto,  cofa  fieno  le  logaritmiche  )  fi 
chiamano  quelle  ,  che  fono  elévate  a  qualunque  poteflá 
indeterminaía  ;  tali  farebbero  a^^^y^  ec. ,  gli  efponenti 
delle  quali  x  ,  z  fono  quantita  indeterminate  ,  e  pero 
il  calcólo  ,  che  verfa  fopra  queñe  tali  quantita  ,  chia- 
mafi  calcólo  efponenziale  . 

145.  Ma  di  piü^gradi  fono  le  quantita  efponen- 
ziali ;  fi  dicono  del  primo  grado  quelle  ,  i  di  coi  efpo- 
nenti fono  indeterminate  ordinarie  ,  come  fono  appon- 
to  le  quantita  a*  ,  .  Del  fecondo  grado  fono  quelle, 
gli  efponenti  delle  quali  fono  eiTi  puré  quantita  efpo- 

nenziaii  ,  come  farebbe  ¿7*'  ,  ,  intendendo  la  x  ele-^ 
vara  alia  poteHa  í  ,  e  la  z  alia  poteíU  p  ,  Del  terzo 
grado  fono  quelle  ,  che  ánno  per  efponente  una  quan- 
tita efponenziale  del  fecondo  grado  ,  e  cosí  di  mano  in 
mano  coU*  ifteíTo  ordine  . 

14ÍÍ.   Ma  qai  fa  d'uopo  richiamare  a  memoria». 

ció , 
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ci6  ,  che  é  fiaio  detto  al  num.  i  r. ,  cioé  ,  che  J'ady— ¡y 

nelia  logarítmica  delU  fottangeme  —  a  ;  adunque  il 
differenziale  di  ¡y  fará  dy  moltiplicato  nella  fottan gente 

y 

della  logarítmica,  in  cui  ü  prende  il  logaritmo  ;  cosí  il 

diñerenziale  di  ¡i^aa  —  w  neíla  logaritmica  della  fot- 
tangente  =  j  fara  -—    xd)í    ,  e  generalmante  il  diffe- 

renziale  d'una  qqalunque  cjuantitá  logarítmica  Tara  una 
formóla  compoíla  del  di ffe renziale  della  quantita  molti- 
plicata  nelU  fottangente ,  e  divifa  per  la  quantita 
HeíTa. 

.147,   Ció  poflo  :  abbiafj  da  dífTerenziare  U  quantita 

logarítmica  /'"a?  (  la  ím  é  efponente  del  logaritmo  ).  Si 

ponga        —      ,  adunque  fará  i  x  ~  y  ,  e  dx^^:  dy  \ 

» 

ma  il  diñerenziale  di  /"'at  fará  ,  ed  c  y*" =: 

;fM  -iftí  ;  adunque  fofiítuito  il  valore  in  luogo  d¡  y  y  c 
dy  dato  per  x  ,  farsi  il  diíferenziale  di  = 
ffilm-i^  X  ^  i  fuppofla  =  a  Í3  fottangente  della  loga- 

rítmica;  o  puré  m  1'"'^^ x  X  dx^i  fupporta  eíTa  fottan- 

gente  —  i  ,  ^ 

148,    Che   fe  foíTe  da  differenziarfi  ;  fdt- 

ta 
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ta  ~  z  ,  fará  /"'z  ,  ed  il  difTerenziale .  fara 
í»/"*"^z  X     ;  ma     =:  «AT  «-^íí^  ,  adunque  foilituen- 

do,  il  differenziale  della  propoíía  formóla  fara 

149.  Abbiafi  da  differenziare  la  formóla  II x  .  Si 
ponga  /  x~y  ,  e  pero  llx  ':=•  ly  ;  adunque,  fará  dx^-=.  dy 

X 

nella  logarítmica  della  fottangente  =:  i  (  il  che  sMnten- 
da  ogni  qual  volta  eíTe  fottangenu  non  fiano  efpreíTe); 
ma  poiché  llx  —  ly  ,  il  differenziale  di  llx  fará  dy  , 

y 

adunque  pofli  in  luogo  di  ^  ,  e  á\  dy  \  valori  dati  per 
X ,  fará  dx  il  diñerenziale  della  propoña  formóla  . 

Ma  piú  generalmente  fia  l^lx  da  diíFerenziarfi . 
Pongo  lx~y  ,  e  per6  l^lx  —  l'^y  y  e  dx  =  dy  ;  raa-. 

X 

il  differenziale  di  Z'"/e  m/'^-^y        ;  adunque  foílituiti 

y 

i  valori  in  luogo  di  y  ,  e  di  dy  dati  per  a?  ,  fará 
ml^'^^lx  X  ¿ÍAT  il  differenziale  cércate  .  • 

X  Ik 

Piü  generalmente  ancora  .   Sia  da  difíerenziarll 
Pongo        =:7'«5  e  pero  /,v  =  y,  e  dx^dy; 

adua- 
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ídunque  fará  l»I"fx~l"y'"  .  Mi  il  differenziale  di 
¡nym  é  mnl^~^'^y'»  X     »  adnnque  fatte  le  foíKtuzioni, 

fara  mnl""^  /"'íí  X_£^í1  differen^iale  cercato , 

150,  Qiianto  al  modo  di  difFerenziare  le  quatitit» 
crponenziali .  Sia  la  quantitá  da  differenziaríi .  Pon- 
go x«=:t  ,  fará  in  confeguenza  /x-"  =: /í ,  tna  perlo 
num.  14.  Iz^  ~  xlz  ;  adunque  fará  xlz~lt  ,  e  pero 
difFerenziando  dxlz-h  xdz  =  dt  ,  ma  í  =:      ,  onde_* 

z  t 

dxlz-^  xdz  =:     ,  e  finalmente  dt  —  z»dxlz  -t-  atz*'-^  áz, 

diíFerenziale  ce  reato  . 

151,  Sia  da  difFeretiziarfi  la  quantitá  efponenziale 

del  fecondo  grado  z'^^  .  Pongo  í  ,  adunque  fará 

xí  l  z  —  1 1  y  e  difFerenziando  ,  il  diñcrenziale  di 
jtff  X  Iz-^xf  dz^~  Atj  ma  per  lo  num.  antecedente,  il  dif- 

■ferenziale  di  xP  fapiamo  eíTere  xPdplx  ^  pxP~^  dx  , 
■adunque  fará  xtdp  Ix pxP  ~"~d>;  \  Iz     xfdz  — dt  ^ 

z  t 

usa  í  =        ,  adunque  fará  dt  ~  z"^ xfdplxlz 

z^^pxP-^  í¿fl?/z+-z«*'z^' jpfífZjdifFerenziale  cercato. 

Nello  fteíTo  modo  fi  proceda  intorno  alie  quantitá 
efponenziali  di  qaalunque  altro  grado  . 

.         d  Í52, 
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IJ2.  líleíTamente  Ci  averanno  i  diíFerenziali  delle 
quantitá ,  che  fono  il  prodotto  di  quantitá  efponenisia- 
li ,  per  efempio  di  Arí'j»'"  ,  imperocché  il  difterenziale  dt 
quefía  fará  il  prodotro  di  xP  nel  difFerenziale  di  y»  , 
con  di  piü  il  diííerenziale  di  xP  in  y*'  ;  ma  i  differen- 
ziaíi  di  xP',  ed  y»  ñ  íanno  trovare  ,  adunque  ec. 

153.  Dall'ordine,  con  cui  procedono  i  differenzfaíi 
logíirimiici ,  fi  poíTono  cavare  alcune  regoíe  per  la  iit- 
tegrazione  delle  formóle  diñerenziaii  logaritmiche  ;.  ed 
in  primo  luogo  que'  canoni ,  che  fervono  per  la  inte- 
grazione  delle  quanrita  diíTerenziaH  ordinarie  ,  fer viran- 
no  ancora  per  le  quantitá  ■édííferenziali  logaritmlche  íu. 
.  loro  firaili  ,  pLirché  quelte  íieno  in  oltre  divife  per  la^ 
variabile  ,  e  l'  intégrale  di  quefte  fara  lo  fíeíTo  dell*  in- 
tégrale di  quelle  ,  ponendo  íolo  in  quefi;e  in  luogo  del- 
la '  incógnita  ,  o  fuá  poteHá  ,  il  logaritmo ,  o  poteflá  del 
logaritmo  dell'  incógnita  lleira  ,  ed  it  tutto  dividendo 
per  la  fottangente  della  logarítmica.. 

Cosí  polché  1' intégrale  di  mx^^-^^dx  k       ,  fará 
puré  l^x  l'integrale  di  ml^'-^x  X  dx  . 

líleíTamente  poiché  J'x-' díc  ~  l  x  ^  fará  purc. 
xX  dx  ,  o  ña.  r  dx_  =  II x  ,  fuppofia  la  fottan- 

gente  .=  i . 
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E  poiché  y" ydy  V  aa^yy  —  00^2212-  »  ^^^^  puro 

y" ¡ yj^aa-^l^y  X  dy  zi  aa-^l'y'^  . 

^  j 

Sia  da  imegrarfi  mV»-HxX  dss  .  Pongo /jg  = 

adunque^=:4j/,e  faítala  foílimzione,  fará  ísíí/'»-^_y  Xí^jf; 

«  7- 
ma  r  intégrale  di  ffiy/w^-^iy  fi  fa  eíTere  7™,  adiinqueJ 
I'integrale  di  X      fará        ;  ma  y^la^z^ 

y 

peró  ly  ■=.  llx  ,  e  /'«^  =  /'«/a?  ;  adunque 

Sia  nml*^~''^      X  dx  .  Pongo  x^-izy  ,  e  pero 
=  áj;      ;  faite  le  foftituzioni  ,  fará 

nml^^'^yX        dy        ,  cioé  nml^—'y  X  dy ,  o  fia 

mx*"-^  Xx  m  "jT 

»/«-ij,X_^9  il  di  cui  intégrale  é  /«y,  adunque  re- 
y 

ftituito  il  valore  di  j/,  fará  fnml""'       X  da  ^  , 

J  _  af 

Sia  uml'"~W"x  X  dx  .  Pongo  Ix  :zy  ,  dun- 

dd  i  que 
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que  ¿AT  =     ,  e        =^'«  ;  fatta  la  fotouzione  ,  fará 

Si' 

nml^'-'y^X^y  nía  Tintegrale  di  qucflta  h  l»y^  , 
y 

adunquc  reílituiro  il  valore  ,  fará 

itlx 

154.    A  ció  aggiungo  una  regola  genérale  per  la 
intcgrazione  della  formóla  y'^l^'ydy,  e  dico ,  che  fará 
generalmente  A  l "ydy  ^y"'"^  '  l"y—ny  ^'^  ^  a  l"  —  'y 
J  m  +-  I   ^ 

bX«  —  I  Xn—2Xy'"'^'a'l"'"^y  ec.  ,  e  cosí  conti- 
w  +- 1 

novando  in  infinito  con  la  ileíTa  legge  ,  che  da  fe  é 
manifeHa  . 

Quindi  fe  l'efponente  n  fará  un  numero  intiero , 

e  pofitivo  ,  é  facile  il  ved  ere  ,  che  la  ferie  s'  in  térro  m- 
perá  ,  cd  in  confeguenza  fará  dato  in  termini  finiti  1* in- 
tégrale della  propofta  formóla  .  ■ 

Sia  per  cagtone  d'efempio  n  =  2  ;  fará  dunque 
jf —  4  =:  o  ,  c  per6  fará  zero  il  coeíficienie  del  quarto 
termine  »  e  de'  fufleguenti ,  per  eíTere  ciafcuno  molti- 

plicato 


f 
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plicato  per  » —  2  .  Cosí  fe  fara  k  r:  3  ,  §' interrompera 
la  ferie  nel  ciuintQ  termine;  e  cosí  degl'altri  ec, 

Sia  »  =:  2    w  =:  I  ,  onde  la  formóla  dMntegraríi 

üiyl^ydyi  fara  adunque  zero  il.  quarto  termine,  ed 
ognuno  de'  fulTeguenri,  e  pero  1' intégrale  fará 
yyl'-y  —  zyya  ly    lyyaa ,  cioé  2yy  l^y  —  zayy  ly  -f-  aayy  , 

*        4  T 

Che  fe  foíTe  w  =  —  i  ,  farebbe  inutile  la  ferie-.  , 
perché  farebbe  w  +-  i  =:  o  ,  il  che  rende  infinito  ciaf- 
cun  termine  ,  ma  in  cjuefto  cafo  non  v'  é  bífogno 
della^  ferie  ,  giacché  ü  fanno  integrare  quefle  formóle^ 
per  le  cofe  dctte  di  fopra . 

Rimane  ,  che  di  tale  regola  fe  ne  dia  la  dimoílra- 
zione ;  per  lo  che  fare  fi  ponga  ly^z^e  per6  ady zz dz  ; 

fará  adunqiie  5  fatta  la  foQituzione,  —y^z^dyi 
mi  y^^z^dy  ^y'"z"dy+-    n  _y ™ +*  ^ a»— i  — 

+■  I 

nXn —  i\y^z*'~^aady  ec.  ,  e  cosí  in  injStiito  ,  per- 

fw    r  ■  ' 

che  in  quefta  guifa  ciafcun  termine  ,  toltone  il  primo  , 
íi  diftnigge  dall' immediatamente  ftiíTegiiente ,  .appuntp 

per 
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per  eíTere  dz  =  ady  .  Ora  poiché  qaefta  tal  ferie  iafini- 

ta-  é  integi-abile  ,  prendendo  i  termini  a  due  a  due  ,  im- 
perciocché  1' intégrale  del  primo  ,  e  fecondo  termine 
é         '  z" ;  del  terzo  ,  e  quarto  é  — any*"'^^z^~' '  ; 
m-^-  I   ■* 

Mí  +•  I 


del  quinto  ,  e  fefio  é  mn  X  n  —  i  X  y^j-ni^»  — t ,  e 


 J 

^  -H  I 


COSI  di  mano  in  mano  ;  reflituito  ia  queíH  integrali  ly 
ía  lüogo  di  z  j  troveremo  finalmente.  elFere 


155.  L'artifizio  ,  con  cui  fi  ritrova  la  fuddetta-. 
ferie-,  puó  eíTere  il  feguente  . 

M' immagino  ,  che  l'integrale  di  y^l^ydy  fia-. 
^M»4-        s  quale  appunto  farebbe ,  fe  /«jf  non  foíTo 

quantitá  variabile ,  ma  pofl;a  la  fottangente  ~  a  ,  il  dif- 
ferenziale  di  eíTo  intégrale  é  y^l^ydy -^ny»^ al^^-'^yiy  ^ 

il  quale  fi  trova  maggiore  della  propoüa  formóla,  quan- 

to 
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to  e  fiy»fa¡»-~  ^  ydy  ;  adunque  I' intégrale  aíTuntoé  mag- 

giore  del  dovere  ,  qaanto  é  iMntegrale  di  nyaí"^  ^ydy , 

e  peró  ['intégrale  di  queflo  fi  dovra  fottrarre  dall' inté- 
grale fuppoíío . 

E  qui  di  nuovo  m'immagino,  che  I' intégrale  di 
«y'» a/"  —  \vdy  fía  ny""^'  al*>—^y  ,  onde  1' intégralo 
m-i-  I   ^ 

della  propoíla  formóla  vonga  ad  eíTere 
yni+-  i  iny  ^  jiym +-1^1*1^  ly  ,  jvia  diScrenziando 
í»  +- 1   * 

»2  4-  I 

Kywí-t- i^/H— ly,  fí  á  7%y^  al^'-'^y&y  -í- 
— —  *  m-^i 

n  X  « —  I  X  y"  ^V'^v  i  adunque  ¡'intégrale  di 

w  +-  I 

«yro^/K  —  1  y¿/^    non  e  ay'»a/"~"'yj  ma  é  maggiore 

m  +-  I   * 

del  dovere,  quanto  é  I'integrale  di  »  X  » — i  Xjí  *"  aal'^~*ydy¡ 

adunque  fi  é  fottratto  troppo  ,  e  pero  bifognerá 
aggiungere  quello  intégrale  ,  il  quale  nuoyamente  m'im- 

ma- 


Hií'  ■   INSTlTüZiONl  ^ 

magino  ,  che  fia  «  X  « — t  Xy"^'^  ^  aal^'^'^y  ,  adun- 

 j 

qüe- farebbé  1' intégrale  della  propoília  formóla 

m-i- 1   *  * 

m-i-  i  í»  +-  i 

e  cos!  con  lo  rteflb  ordine  procedendo  ü  continoverá 
la  ferie  ia  infinito  . 

i$6.  Si  poíTono  anco  avere  gl'intcgrali  delle  for- 
móle differenzialí  logaritmiche  per  vía  di  ferie  ,  che 
non  cotítengano  quantitá  logaritmiche ,  ma  fole  ordina; 
rie ,  le  quali  ferie  pero  non  s'  interrotnpono  mai ,  e  fo" 
no  fempre  infinite  ... 

Sia  adtinque  da  integrarfijí/ArXíiA''  PongOA;=:2-H  ¿í, 

foílituendo  fara  2;      /  z -t-  ¿j  X     ,  ma  per  lo  num.  70, 

/z  +.    ~  z  —  zz  +■  z'  —       ec,  fuppofla  la  fottan- 

a       2aa     33*  43+ 
gente  =  1  ,  facendo  adnnque  1'  attuale  moltiplica  ,  avere- 

mo  z'i-  a  l  z    a  X  dz  ~ 

zdz-i-zzdz  —  z^áz-^zHz  —  z^^e  ec. 
a       laa      3a'  ^a'' 

—  2ZÍÍZ4-Z^-~ZMZ4-Z_*ÍZ;  , 

%a  ^a^ 

cioé 
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cioé  zdz  -h  zzdz  —  —  z^dz  ec,  ed  imegraa^ 

za       6aa     iia^  zoa^ 
do  fara  za+-     —  z*  ^-  z'  —  z*   ec.  =: 
2     6a     i^aa   óoa '      1 203 

y  Z-t-¿í/z-H¿íX¿Í2' 

•  Che  fe  la  formóla  foíTe  x^^lxdx  ,  doc 
z-ha  Iz-i-aXdz  ,  Ci  dovrebbe- moltiplicare  la  ferie 

efprimente  il  logaritmo  n^lla  poteííá  z-ha  .  E  fe  di 
piü  foíTc  anco  il  logaritmo  elevato  a  porella  ,  come  a_. 

diré  ;tf  "'/«íj-i.v  ,  croé  z-t-  a  /«z  X  iz  jbifognerebbe  in 
oltre  elevare  alia  poteílá  n  la  ferie  infinita  ,  che  efpri- 
me  eíTo  logaritmo  ,  e  fare  il  rimanente  come  fopra , 

157.  Le  equaziom*  o  formóle  differensialí  iffettc 
da  quantitá  logaritmiche  bene  fpeíTo  ammettono  inte- 
grazioni ,  che  fono  geom.etriche ,  e  dipendono  da  qna- 
drature  di  fpazj  curviíinei ,  che  fácilmente  fidefcrivonoy 
fu p porta  la  logiíiica  .  Eccone  alcuni  efempj  fcelti  fra  i 
piü  femplici  . 

Sia  l'equazione  dy  l  y  zz  dx  ,  e  nella  logarítmica-, 
defcritta  (  Fig,  42. )  pongafi  CD~y  ,  e  prefa  la  fottan. 
gente  per  unita  ,  avremo  AC,  o  HDzily-  onde  il 
rettangolo  infinitefimo  DG,  la  di  cui  bafe  GH-FEzidy, 
htk'zidyly  ,  ma  qaello  rettangolo  fi  é  1' elemento 

e  e  dell* 
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dell'area  crefcente  BDH  ,  dunque  la  íomma, J^dy  ly  e 
eguale  alia  detta  área  BDH. 

Di  fatto  I'area  fieíTa  fi  eguaglia  al  rettangolo  AD 
mtno  lo  fpazio  logariuiiico  ABDC-,  ma  quedo  fpazio , 
flecóme  é  noto  ,  fi  raifura  d al  rettangolo  ABXCD~y, 
dunque  Tarea  BDH  zz  J  dy  ly  ~  y  ly  —  y,  üccome 

puré  puó  trovarfi  per  vía  d'analifí  . 

Coniidero  un'altra  formóla  dy  y  —  da  .  II  primo 
membro  al  tro  non  é  ,  che  il  folido  generato  dalla  fluf- 
lione  HG  moltiplicata  nel  quadrato  dell'ordinata  GF, 
il  qual  íolido  e  análogo  all' elemento  del  conoide  gene- 
rato  dall'area  BDH  girata  attorno  TaíTe  BG,  dunque 

1' intégrale      dy  I""  y~  y  l'^  y  —  zy  ly     zy  fía  al  detto 

conoide  in  data  ragione  . 

Piü  generalmente  abbiaü  dy  l^'y  .  Alzata  l'applica- 
ta  HD  alia  poteíla  »2  (  eíTendo  >?  índice  m  un  numero 
afFermativo  ,  o  negativo  ,  intiero ,  o  roito  )  bafíerá  , 

  m 

che  l'ordinata  HAif  faqciafi  eguale  alia  dignitá  HD  , 
e  che  per  lo  punto  M ,  ed  altri  infiníti  in  fimil  manie- 
ra determinati  paíTi  la  curva  BMN  ¡  per  confeguire  , 

che  I'area  BMH  =      MHXdy  íia  eguale,  o  ana- 
loga  all' intégrale  y"  dyV'y, 

Mag- 
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MaggioredifEcoItánon  fi  incontfaquando  anche  nella 
efpreífione  ci  fi  parano  avanti  i  logaritmi  dei  logar  i  tm  i .  Pro- 
pongafi  dylly  —  dx  ;  giacché  AC  é  il  logaritmo  di  CD, 
fe  fi  adatterá  nelU  logiilica  la  na  ova  applicata  IL  eguale 
all' aífilTa  JC ^  fará  ^ / il  logaritmo  di  í L ,  e  confeguen- 
temente  il  logaritmo  del  logaritmo  della  CD.  Si  proroghi 
la  reita  IL  fin  a  tanto,  che  tagli  la  HD  parallela  ,  ed 
eguale  ad  nel  punto  K  ,  per  cui ,  ecí  altri  infiaiti 
fimil mente  determinati  paíTi  una  nuova  curva  delinea- 
ta.  relativamente  alia  logiftica :  dico  ,  che  k  quadratura 
dello  Ipazio  fpettante  ad  ella  curva  ci  da  I' intégrale 
della  formóla  dylly  —  dx  ^ 

In  altro  modo  :  piglio  la  diíTerenza  della  quantita 
ylly ,  cioe  dylly^dy^^  ed  aggiurito  nella  noííra  ef- 

ly      :     '  '  -'í  .    -  ■ 

preffione  da  ambo  le  partí  il  termine  dv  ,  fi  á  dylly  t- 

dy  —  ^  -t-  dy  ,  ed  integrando  ,  ji^//^  =  V  +-  rdy  .  Po- 
ly  ly  J  ly 

íla  dunque  airaíTiíTa  AU  l'ordinata  corrifpondente  iix^ 
ragion  reciproca  di  HD  —  ly  ,  nafcera  una  curva  ,  il 
di  cui  tetragonifmo  efprimerá  i'integrale  f  dy  .  U  ci6 

baflerá,  onde  fi  vegga  l'andamento  del  método  . 

158.   PaíTeró  ora  alie  integrazioni  delle  formólo  - 

ee  z  dif> 
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difíerenziaU ,  che  contengono  qu^ntiiá  efponenziali ,  c 
íla  da  íntegrarfi  x^dx  ,  Pongo  x  ~  i-h  y  ,  (  prendo 
l'unhá  per   una  qualunque  coflante  )  íará  dunquo 

x'^dx  =  dy  j    ció  Poílo  ,  faccio  in  oltro 

^"^y-z  I  4-  tí  ,  adunque  fara  i  +->  /  m~y=:l  l  +- « ^ 
e  pero  convertiti  in  ferie  peí  num.  70.  i  due  lógarit- 
mi,  e  fatta  l'attual  moltipltca  per  i  -h^  della  prima  fe^ 
rie  ,  averafli  _y  +   yy  —  yi  +^  y*  —  y^  te,  :s 

«„^í'^s^í^++,      ec.  Indi  faccio  una  equazione 

.fiítizia  ,  e  fuppongo ,  che  íia 

u~y    Ayy  ■¡r-'By^  ■k-Cy^'Jn'Dy^  ec.  , 

(  ^  5  B  5  C  ,  P  ec,  fono  quantitá  da  determinaríi  ) 
e  pero 

uuzzyy-^  ijy^ +'JJy'^ -i-zJ  By^  ■i'BBy*  cc^ 
+  zBy*  +.  iCy^   -i-  Dy* 

zzy^     ^Ay^  ^^  AAy'^'  ec. 

■H  ^By' 

—  ^*     ^Ay^  ec. 
''■  ■  adun- 
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adunque  fara  «  —        «'  —  «^+-  «*  ec. 

"*      í      T  7 

y  -t-  ^^►'j'  -f-     '  +■     Cy''  -f-        '  ec. 

—  \yy — -^JK'  —  \AAy'' — ABy"^  ec, 
^  —  Cy»  ec. 

«H-j^'^-    Ay^-^AAy^  ec. 

•t-  ec. 

^+    —  Ay^  ec. 
^-  -^  7'  ec, 

Ma  poiché  « — — -tt*+-4«'  ec, 

*  s  4  J 

=  y  +-  vjí  —  y '  +-  y  *  —  y^  ce. ,  fara 

2,  Ó  i  Ir  20 

¿ívy  +-  i3y '    Cjí  *  4-  Dy '  ec. 

— By^ — '  ec.      -f-^)»  — ^íN-j/t- 


+-  -)í '  4-        ^jíj/ '  ec. 

•f-  ce. 
— Ly^^^yf  ec. 

^  y  *  ec. 
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E  riducendo  l'equazíone  al  zero  ,  fará 
y  -h  Ayy  +-  £jf '  -f-     Cy  *  ^  Vy^  éc. 

^-j,í^    jíy*  ^  AAy^  ce.  so. 

:  -f-  By^  ec. 

—  i    *    —      í  ec. 
•f-  77'  ec. 

— )íy -t-  y*  +-   ji^*     +-  ec. 

z  6  1%  20 

Qaindi  dal  paragone  al  zero  de'  primí ,  fecondi,  terzl  ec. 
termini  troveremo  il  valore  dellc  aífunte  A^  B,  C  ec. , 

che  faranno  A  —  1  ^  B  —  -^^  Cz:-^,  D  =  ^^.  Adun- 

que ,  pofli  quefii  valor  i  in  luogo  delle  majufcole  ,  avere- 

mo  I  +■  K  =  I  -i- y^"^^  —  i+'y-^yy'i-^y''i~~y'^-i--~^y  ^ec,, 

onde 

1 4.  i-t-y^  z:  4y-i-  ydy+-  yydy-h  ^  y '  dy-h-  -j  /+ dy-t-  ~-^y  *  dy  ec, 
cd  integrando  ,  fara  finalmente 

/ i  ^y'^ -^-y dy=y-hyy^yj+-y^+-y^'i'2_*  ec. 
a"      3        8      i5  7a 

159.   In  altra  maniera  ancora  fí  trovera  1*  intégra- 
le 
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le  della  formóla  sc^dx  .  Pongo  «  =  i-^y  ,  adunquo 
xlx  —  li^y\  riduco  ia  ferie  /  i  +-  y  ,  e  fará 

*     S      4  j 
Cío  poílo,fingo  y-li  ^y-^  Al^i  +-7 -hB /' + 

CZ+TT^D/í  I  -Hjt'  ec. ,  (  ^,  C,  D  ec.  fono  quantitá 
da  determiaaríi )  adunque  Cara 

y~li-i-  y-h  4l''i  -i-y-h-Bl^  i-hy+-Cl^i^yDl^  i-t-ysc, 

yy^  l''i+-y+,  za  Pi  +•  y-h  AJl^t  +-j  ^  %ABP  i-hjk  ec. 

+■  íB I -í-y  4- z  C  / '  I  +.  y  ec, 

y^  :z:  l^i  -^y  -h-^Al^i  -hy  -h^JAP  t  -h  y  ec. 

-I-   3  B    1  -í- j  ec. 

=  /+ 1  -Hy-^  ¿\AP  I  +  ec. 

¿*  I  -^y  ec.  , 

e  pero  y — yy-^y^ — y'^^y^  ec. ,  cioe 
IT  T     4  s 

/íj  i-H  j~^^^;M-hy-^B^i4-jF  ec. 

—  B/n-H  j— G  /'i+y  ec. 
^  i  /3 1+-J/  ■t-^/'^  1  -i-y-hAAP  1+7  ec. 

Quindi 


S36    .  INSTITUZÍ'ONI 

Quindi  riducendo  l'eqLiazioae  al  zero  ,  dal  paragone^ 
al  zero  de'  primi ,  fecondi ,  terzi  ec.  termini  trovere- 
mo  il  valore  delle  aíTunte  J  ¡  B ,  C ,  D ,  ec. ,  cioé 

^=     ,    =  ~  ,  C=7^  ,  0^  ~  ec,  onde  fará 

i4-j=i4./i'í^+--^/^i~-H  ¿'^'I^^f4^*I'*->^~ 
nla  liT'y-xlx  ,  ed  i-H_y  =  ;í'«  ;  adunque  fatce  le  fofli- 
tuziohi ,  e  ra  oh  i  pilcando  per  dx ,  fará  x"  dx  —  dx 

xdxlx  +-  -  xxdx  I- X    ^  xUlxV X -x''  dx --x ^ dxl 

%  O  i4  IZO 

ed  integran  do  coa  le  note  rególe  di  íbpra  fpiegate , 
fará  finalmente  r  x^'^dx:=:x^xxl x — xx^xH^'x  ^ — 

x^lx  ^  x^     x""}^  X — x^l"-      x^^l  X — A?^  ec. 

160.  Ma  per  diré  in  oltre  alcona  cofa  inrorno  alia 
coíírozione  delle  curve  efpreíTe  da  equazioni  logaritmi- 
chcj  ed  erponenziali .  Debbaü  io  prioioluogo  defcrivere  la 

1 

corva  dell^cqu^zíone  x       ""y  :  fia  BD  (  Fíg.  45.  )  ia^ 

logritmica  ,  in  cu  i  fí  prendano-  i  lógaritmi  della  propo- 
fía-  eqiiazione  ,  la  di  cui  fottangente  fia,  per  efempio, 
zza-  AB  ;  cío  pafio  ,  prefa  y~  a  ~  AB ,  \\  logaritmo 
di  y  fara  =  o  ,  e  peró  x  ~  o  i  adunque  fatta 
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MN—y  —  a)  faráN" un  panto  nella  curva.  Prefa _y  minore 

_i 

di  AB,  (ata,  ly  quantitá  negativa,  e  pero  Z*)»  quantita 
immaginaria  ,  per  eífere  il  2  Índice  parí  di  radico 
di  quantita  negativa  ,  onde  x  fará  immaginaria  ogni 
qual  volta  fia  y  minore  di  a  .  Prefa  y  maggiore  di  AB 
per  efempio  —CD,  fará  AC  —  ly;  ma  per  l'equa- 

zione  data  ,  h  a  ^  ^  l  ^y  ::  ly  ,  x  ,  cioé  a  ,  aly  :: 
ty  ,  X  I  adunque'fatta  MP  ~  CD,  fe  prenderaíU  P  H 
eguale  alia  quarta  proporzionale  di  ^  ñ  ,  della  media- 
tra  AB^  ed  AC,  e  della  ííeíTa  AC^  fará  efla  =  aí  , 
ed  il  punto  H  nella  cürva  .  In  queílo  modo  íi  tro  ver  an- 
uo quanti  punti  íi  vogliono,  e  defcriveraífi  la  curva ,  la 
quale  andera  in  infinito  ,  come  é  facile  a  conofcere  . 

Per  avere  la  fottangente  della  data  curva ,  prendo 
la  formóla  difFerenziale  ydx  delle  fottangenti  ;  difíe- 

dy 

renzío  V  equazione  della  data,  curva  ,  e  trovo  dx  =: 

•^l  *  yX  ^  '  dy  ;  fatta  la  foflituzione  in  luogo  di  dx  , 
y 

í  1 

averaffi  cíTa  fottangente  =  ^/*j;X¿í*    zz   %ax  = 

2/y 

ff  ■  -Averá 
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Averá  puré  la  nofira  curva  un  fleíTo  contrario , 
per  ri trovare  il  quale  prendo  le  feconde  difFerenzCj 
della  data  equaziooe  ,  fuppoíh  dx  cortante  ,  e  ritrovo 
'     *  í       —  *  ^  -i 

e  pero  ddy  =      ^  dyH'^y —  ^  a"^  dyH    ^y  ;  ma  per  lo 

I  t 

\a^yl^y  _ 

método  de*  fíeffi  contrarj ,  deve  eíTere  ái^  =:  o  ;  adun- 

que  (^ik  -  a'-dy'-l'^  y—'^a'-dy^l  'j'^o,  eioé 
I             «  I 

l'^  y  —-^al   ^ y  —  o  ,  cioé     =  ,  fará  adunque  11 

fleíTo  contrario  allora  quando  fia  ly  a  * 

Se  la  proporta  curva  da  defcriverfi  fará  xlx—y¡ 
rifoluta  1*  equazione  in  analogía  ,  fatá  i  ^  Isc  w  x\  y  ,  t 
fi  cortruirá  in  fimil  modo  . 

E  fe  foíle  xxlx  —  y ,  o  puré  Ix^y,  o  x  ^  lx::zyy 
o  piü  generalmente  Af" /a?  j  eíTendo  n  una  qualun- 
que  potertá  intiera  o  rotta  di  x ;  rifoluta  iQeíTamente 
r equazione  nell'  analogía  i  ,  Ix  x"  ,  y  ,  e  prefa  nel- 
la  logaritmica  una  qualunque  CD  zz  x  ,  onde  fia-.' 


I 
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jíCnlAr;  il  moltiplo  di  ^CfecoaJo  ií  numero  w ,  f e  é 
intiero  ;  il  fubmultiplo,  fe  é  rouo  ,  ci  dirá  la  corrifpon- 
dente  ordinata  nelU  logarítmica  ííeíTa ,  che  fara  Af»jpet: 
la  proprietá  della  logarítmica.  ■ 

Che  fe  la  curva  conteneíTe  quantitá  ,che  foíTero  il  lo- 
logaritmodí  logaritmo, comefefoíre  x'^llx^yt  fácilmen- 
te fia  veré  bbe  nella  logarítmica  la  linea  efpreíTaper  llx  pvtn- 
dendo una qualunque  CD'~xi  Fig. 43. )  j  onde  fia  A  C- 1 
ed  indi  poda  AC  per  ordinata  in  («£•);  imperccché 
fará  Aa  W  logaritmodi  {ac)^  cioé  llx  ^  come  ancora  é 
flato  avvertito  al  nniii.  157. 

161,  Dtbbafi  co [huiré  la  curva  efponenziale  dell* 
eqnazione  a-  »  —  y  .  Adunque  prendendo  i  logar itmi  , 
fará  xlx  —  ly.  Paró  defcntta  {Fig.  4^.)  la  logarítmica 
PAB  con  la  fottangente  AD  —  i  ,  e  preía  una  qua- 
lunque  CR~DE~x^  fara  DC^lx  i  adunque  poi- 
che  l'equazione  fi  rifolve  nell' analogía  i ,  a?  ::  Ix^  ly  ^ 
il  quarto  proporzionale  di  AD  ^  BC,  e  DC,  che  íla 
per  efempio  D  Af,  fará  ly  ;  adunque  MN  y  ,  e  pero 
fe  faraffi  E F  =  MN,  fará  DF^x,'EF~y  ^  ed  F  un 
punto  delk  curva  da  dercriveríi  . 

La  curva  taglierá  l'aíintoto  HAf  in  FJ  ,  fatta»* 
DHzzDA;  imperocché  polla  xziOy  fará  ly~o  ^ 
cioé  y  eguale  alia  fottangente  DA  .  Símilmente  pofla-^ 
X  zz  1  —  DA  s  fará  Ix  —  o  ^  q  pero  ly  —  o  ^  cioé 
yzzDA;  fatta  adunque  AG~DH,  fará  G  un  punto 
ia  curva  ,  f  f  z  Dal 
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Dal  punto  H  alzando  I'  applicata  H  P  alia  logaritmi. 
ca  ,  e  concÍLicendo  POR  paralieU  ad  HD  ,  íara  O  R  la 
mínima  ordinata  _y  alia  curva  .  Impsrciocche  differen- 
ziando  l'equazione,  fará  dx  4-  dxlx  ^Jy  s  c'ioh  ydx -i- 

y 

ydxlx  =  ííy  5  raa  per  lo  método  de'  maífimi  ,  e  miniíiii, 
deve  eíTere  dyzzo  ,  adunque  ydx  +  ydxlx  =;  o,  e  peió 
^lfí~i  -  HD  =  . 

EíTendo  ydx  h  formóla  genérale  della  fotiangente, 

dy 

c  dall'equazione  data  della  cierva  avendofi  dx:z     dy  , 

yXi+.lx 

foÜituito  qneílo  valore  nella  formóla  ,  fará  la  fottangen- 

te  per  un  qualunque  punto  della  curva  :=  i__  ,  e  per  lo 

i  -h  Ix 

punto  G,  rifpetto  a  cui  é  a?  =  ,  ed  in  confegnen- 
z^lx-o,  fará  la  fottangente  =:  i  =  ^  D ,  fottangente 
della  logarítmica  . 

Rifpetto  alio  fpazio  :  prendo  la  formóla  genérale 
ydx  ;  ma  y  =  w*",  equazione  ddla  curva  ,  follituito  adun- 
que nella  formóla  il  valore  di  y  ,  fará  x^dx ,  e  pero 

y x'^dx  lo  fpazio  indefinito  HOFEADH  ,  il  quale, 

integrando  per  lo  nura.  155?. ,  fará  =: 

A'-H  XX  l  X—-XX  4-  X^l-X — X'^lx  -i- X^  +-  x''V  X — -V  ^l*  X-i'  x'lxít 
a  4  9         a?  1%  ' 

E' 
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E-  prefa  ^  =:  =:  i  ^  fara  Ix  ^  e  pero  lo  fpazío 
ROGAD  :=  i  — J^-h  i  —  i   ec.  ^ 

cioé  —  1  —  I     I  ™  I  ec 
2^    3  *    4  * 

Sia  la  curva  dell' equazionc       :n  ¿2  ^  fara 

ylx  —  la  f  c  petó  ñ  potra  coftruire  per  mezzo  della_^ 

logarítmica  .  DifTerenziando  l'equazione  ylx  ~  la.^  ^vc- 

tcmo  ydx dy  l  X    o  (  prefa  la  fottangente  della  logá- 
is 

rítmica  z:  i  )  ^  e  pero  fara  dx     —  xlxdy  ^  adunquc 

y 

la  fottangente  3  —  xlx  . 

jtfj,  Sia  x^  "z:  ay  i  adunque  xlx~yla  ,  che  íi 
potra  coflruire  al  folito  •  Prefe  le  diffcrenzc  ^  fara 
dxi-dxlx  zz  dyla  5  e  peró  la  fottangente  —  xlx  / 

i  ^  Ix 

Ma  poiché  y  —  xlx  ^  fara  ydx  y  cioé  - 1' elemento 
/  a 

dello  fpazio  =  Jí  /A?  X  dx^  cd  integrando  per  lo  num,  154,  ^ 

"Ta 
ixx  Ix  —  XX  - 

Altre  quefiioni  ancora  poíTooo  proporfrap- 
partenenii  ad  equazioni  efponenziaÜ  ;  come  y  per  efcm- 
pio  ,  neile  equazioni  efponenziali  compoUe  di  fok  quan- 

tita 
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tita  CDgnite  ,  ma  con  gl'efponemi  incogniti ,  tcovare^ 
eíli  efponentí . 

Sia  adunqus  c^-ab''—'^  ,  Ti  dimanda  il  valore 
deU'efponenre  incógnito  x,  eíTendo  date  le  c  ; 

fcrivo  c''  —  b"^^  ,  adunque  fará  xlc  —  la  —  x —  i  íb  , 

e  per6  xlc  —  xlb  =  la-^lb  ,  quindi  x  =  la— Ib  , 

le  — Ib 

155.  Altra  quertione  farebbe  quefla  .  Trovare  un 
numero  x  tale  ,  che  íía.  x^  =  a,  e  x^'-^'P  ~  b  .  Adun- 
que per  la  prima  condizione  avererao  x  Ix  =  la  ,  e  pQ- 
10  X  =:  la  ,  o  puré  lx  —  l£  . 
Tx  X 
Per  la  feconda  condizione  averemo  x  plx  —  Ib  y 
c  peró  íará  x  ~  Ib  —  plx  ,  o  puré  Ix  —  Ib  ,  Adunque 

Ix  x-k-p 
fará  la—  Ib  ,  cíoé  xla  -i-  pla  —  xlb¡  cioé  x  =  pía  , 
X     x-^  p  l  b —  l  a 

o  puré  la  —  Ib  —  plx  ,  cioe  Ix     Ib  —  la  -  Ció  porto » 

Ix  Ix  '  p 

mi  faccio  a  fciogÜere  il  feguente  problema. 

166,  Dúo  >un  vaío  di  nota  capacita  pieno  dí  un.* 
qualunque  liquore  ,  che  fia  per  efempio  vino fe  ne 
eñragga  in  un  forfo  una  data  quantitá,  poi  fi  riempia 
d'acqua  ií  vafo,  indi  del  liquore  ora  millo  d'acqua,  e 

di 
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di  vino  ,  fe  ne  efiragga  im'altro  forfo  eguaíe  al  primo  , 
e  di  poi  fi  riempia  d'  acqua  il  váfo  ,  e  nuovamente  fi 
eftragga  del  miilo  liquofe  un  forfo  puré  eguale  al  pri- 
mo ,  e  COSI  di  mano  in  mano  G  vada  con  la  IteíTa  legge 
ripetcndo  i'operazione ;  fi  dimanda,  quanti  forfi  bifognera 
prendere  ,  cioé  quante  volie  bifognera  tipetere  I'opera- 
zione ,  acció  fia  nel  vafo  una  data  quantitá  di  vino  . 

Sia  —  ah  capacita  del  vafo  ,  e  fia  =  ¿r  la  quantitá 
di  ciafchedun  forfo  .  Nel  primo  forfo  adunque  s'eflrae- 
rá  dal  vafo  tanta  quantitá  di  vino  che  fará  =:  b ,  ecí 
altrettanto  s'infonderá  d' acqua,  onde  dopo  il  primo  for- 
fo fará  nel  vafo  quantitá  di  vino  =.  a  —  ¿  . 

Nel  fecondo  forfo  s'efiraerá  b  di  liquore  millo  , 
onde  per  avere  la  quantitá  del  puro  vino  ,  che  in_j 
eíTo  forfo  s'eíUae,  ü  faccia  1' analogía  :  come  la  capacita 
del  vafo  (j)  fia  alia  quantitá  d'un  forío  (&)  ,  cosí  il 
vinOj  che  é  nel  vafo,  (a  —  b)  al  quarto  ab  —  bb  ^  fará 

cíTo  la  quantitá  del  puro  vino  ,  che  fi  á  efiratto  nel 
fecondo  forfo  ¡  ri marra  adunquc  nel  vafo  quantitá  di 

puro  vino  íííj  —  lab-i-  bb,  cioé  a  —  b  .  Peí  terzo  forfo 

facendo  puré  1' analogía  :  come  la  capacita  del  vafo  (a) 
fia  alia  quantitá  d'un  forfo  (¿f),  cosi  il  vino  ,  che  é 

nel  vafo  ,  j  a—b  )  al  quarto  g  —  b  X  K  íará  eflb  la 
1  quan- 
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quantitá  del  paro  vino ,  che  fi  á  eílratto  nel  terzo  for- 
fo  ,  rimar  ra  pertanto  nel  vafo  quantitá  di  puro  vino 


a  —  h  —  b  X  a  —  h  ,  cioé  a  —  b  ,  e  cosí  dopo  il  qyar- 

a  a  a  na 

to  forfo  fara  ncl  vaíb  quantitá  di  puro  vino  g  —  b  ,  e 

a' 

generalmente  dopo  un  numero  n  di  foríi  íará  nel  vafo 


quantitá  di  puro  vino  a- — b  .  Se  adnnque  fi  voglia-fa- 


pere ,  quanti  forfi  debbaníi  prendere  ,  acci6  nel  vafo  ri- 
manga  una  data  quantitá  ,  che  fia  per  efempio  a  di 


puro  vino  ,  faremo  Tcquazlone  a  —  b  =     ,  la  quaíe, 

per  eíTere  n  incogoita  ,  fará  appunto  efponenziale  .  Ri- 
dotta  per  tanto  l'equazione  ai  logaritmi  ,  fará 


Ja  —  b  =  J  £.!>  ^^^^  —  bzzla  —  n  —  ila  ^ 
o  ñíi  nía — =  — /í»-*-»/^,  e  per6  K  =        Im  ¡ 


la  —  la  —  b 

con  che  fará  facile  avere  il  numero  n  col  nie;izo  delle 
tavole  logaritmiche  , 

FINE  DEL  TERZO  LIBRO. 
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4  N  A  L  I  T  I  G  H  E 

LIBRO  QUARTO 

Dd  Método  Iiiverfo  delk  Tangenti , 


Oiché  ,  data  una  qualunque  curva,  il  mo- 
do di  ritrovare  la  di  leí  tangente  ,  fotto- 
tan gente  ,  nórmale  ,  o  qualunque  análoga 
liip^?;|i  chiama  II  Método  diretto  delle  Tang^enti ;  coú^  data 
la  tangente ,  fottotangeute,  nórmale ,  o  qualunque  análo- 
ga linea  ;  flecóme  puré  data  la  rettificazione,  o  lo  fpazio  , 
il  modo  di  i  ritrovare  quella  curva  ,  a.  cu  i  compete  la^ 
data  proprietá  della  tangente  ,  delb  fpazio  ec. ,  ü  chh- 
mA  II'  Miftado  ¿nvarfo  delk  Tangenti  . 

Nel  fecondo,  e  terzo  libro  íl  fono  ritrovate  le  ef- 
preíTioni  generali  diff.renziali  della  tangente^  e  delle 
linee  analoghie  ,  come  puré  delle  rettificazionj  ^ >  degU 
fpa;zj  adunque  paragonando  la  proprietii  dará  delía^ 
tángeme,  della  rettificazione'ec.  alia  riipettiva  eípreílio- 
ne,  o  formóla  genérale  diíf¿renziale.,  nafcerá  una  equa- 
zipne  differe'nziale, del  primo  grado,  o  di. grado  fuperio- 
r§  la  quale  integrafa  5,  o  algebraicimentc  ,  o  fuppóíle 
le  quadíature  ,  ci'darii  la  curva  ,  che  íi  ricerca  ,  ed  a 

gg  2  Cui 
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cqí  compete  la  data  proprieta.  Si  cerchi,,  per  efempío ; 
la  curva  la  di  cui  fottotangente  debba  eíTere  egualo 
alia  doppia  aíTiíTa  ,.  Chiamatc  le  aíTiire  x  ,  le  ordinate^y, 
la  formóla  délla'  fottotangente  é  yáx  ,  adunque  fará  l*e- 

T  T 


Si  cerchi  la  corva  , 

zio  debba  eíTere  eguale  a  due  terzi  'áéí  rettangolo  del- 
le  coordínate  .  L' elemento  dello  fpazío  é  ydiv  ;  adun- 
que dovrá  eíTere  rydx-  ^xy,^  per6  ydx^zxdy  ^yd}e. 

J        "T  í 

Si  cerchi  la  curva  ,  la  di  cui  proprieta  fia ,  che  un 
qualunque  arco  prefo  dal  vértice  íia  eguale  alia  rifpet- 

tiva  fottonormale .  L'efpreffione  dell' arcó  hj* l^dx'-+-  dy^  ; 


quella  della  fottonormale  e  ydy  ;  dunque  averemo 

I     dx^  -i-  dy'^  =r  ydy  ,  e  peró  i^dx--f  dy  '' i=ydxddy-i~  dxdy^ , 

dx  áx  * 

( prefa  per  coftante  dx)  equazione  difFerenziale  del  fe- 
condo  grado .  ,  .     .,      >  lí 

2.   Le  equazioni  ,  che  jn  quelto  modo"  rifúlfarioy 
averanno  fempre ,  come  é  facile  a  vedere  ,  le  indeter-' 
minate  con  le  difFerenziali  tra  loro  mirte  ,  e  confufe 
quindi  non  fi  fanno  per  ora  maneggiare  a  fine  di  paf- 
fare  álle  integrazioni ,  e  cósi  avére  le  curve  ,  che'  ti 


cer- 
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cercano  ,  e  moíto  mcno  fe  contengo  no  difíerenziali  fe- 
condi ,  teuzi  ce,     poicíié  nclPantccedeaíe  terzo  libro 
ü  fono  fempre  fuppoííe  le  formóle  diffcrenziali  eíTere 
compoíle  (li  üpa  fola  indetcrminata  con  la  fuá,  difFeren- 
zsL .  Sonó  adunque  neceíTarj  altrí  ripieghi  per  tentare  di 
ridurre  alie  integrazioni  ^  o  qiiadrature  tali  eqaazioni^  ií 
che  fi^  chiama  Cojiruire  le  equaziom  dijferenziali  del  pri- 
mo y  Jecondo  ¡ec.  grado  •  E  quanto  a  quclle  del  primo  íii 
dqc  maniere  fi  procede  ;  1' una      di  . pallare  alie  inte- 
grazioni o  quadrature  fenza  alcuaa  previa  feparazione 
delle  indeterminate^  e  loro  diíFerenziali  ;  l'altra  di  fepa- 
rafe  prima  le  indetermínate  ,  e  cosí  render  le  eqaazío- 
ni  atte  allMntegrazioni  ,  o  quadrature  * 

Anderó  fpicgando  varj  metodi  particolari  per  ara- 
bedue  le  maniere,  co'quali  ia  molte  equazioni  fi  ottie- 
ne  i'intento;  raa  moltiílime  altre  fe  ne  incontrano,  che 
íi  trovano  afFatto  comumaci  ,  almeno  coi  metodi  fin*  ora 
fcoperti  ,  i  quali  non  ánno  quell' univerfalitá  ,  che  fa- 
rebbe  neceíTaria . 


CAPO 
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C    A   P  O 


O 

L 

grado  5  fenza  alcuna  previa  feparazkne 
Jelf  ináeter mínate  .  .\ 

3  Le  piü  fcraplicr%rmoíe' J-^t^   ábbMrib  le  ^dbís 
variabili  alTieme  confufe  ,  fono  le  -  dué  i^dJjf  V^^ák^^'^^ 
—      ;  1' intégrale  della  prima  h'^y  ^  delU  fcconda 


e^'Ar  5  come  é  chiaro  ^  A  quelle  adunque  dev^eifi  procu-^ 


y 


rare  di  ridurre;  le  piü  eorDpoñe  ^  e  ció  cond  fpliii  ajuti 
delia  femplice  Analifi  aggi unge ndo  ,  fot tracndo  ,  molr 
tjplicando  ^  dividendo  ec.  per  queUe .  quaatita. ,  ,^he  <fan- 
mo  al  propoíiio  ¿ole  q:üali  ya^ie  faranno  5.  fecondo.  i  v¿rj 
eafi  .  Se  ne  vegga  ora  U  pratica  . 

Sia  ydx  "  xdx  —  xdy  ^  irafportato  all'alíra  parte  iL 
termine  oltimo  ^  fará  j;¿í^+-  xdy  zz  xdx  ,  e  peí  ó  xy~ 
XX  ±:  hh  .  Sia  Pequazione  xUiy^-  ^  zx'ydxdy—a"^ dx""  — 

xxyydx  ^  ,  cioé  x'^dy  ^-i-^  ix^ydxdy  4-  xxyydx"-  iz  a'^áx  ''  » 
e  dividendo  per  xx^  xxdy^  ^  zxydxdy  ^ yydx^zza^dx^  ^ 

SQX 

€  cavando  la  radice  quadrata  ,  xdy    ydxzzaadx  ^  ed  m- 

tegrati- 
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tegrárido,  íey  ■=z  alx±.b  nella  logaritmica  delU  fottan- 
•  gente  2=  -a  .tSia  l'equazione  ydx       ^ dy.,y^  -yy4y  if'  P^^y  9 
"■  ciofe  'ydx--^  xdy  :=iy^  Ayj^  yydy  .  Ü  jprimo'  membro  fareb- 
be  integrabile  ,  fe  foíTe  divifo  per  yy  ,  divido  adunque 
l'equazione ,  onde  fia  ydx  —  k&y  zzyiy     dy  ^  ed  inte= 

4.  Sia  l'equazione  y^ dy  —mydx  +-  xdy  *  Se  noli- 
vi  foíTe  il  coefíiciente  w ,  la  cofa  farebbe  facile  ,  poiche 
rimegralé  del  fecondo  membro  farebbe  xy  ,  Non  riufci- 
ra  Toperazione  né  meno  trafportando  il  membro  «¿/y 
nella  parte  oppofla  dell*  equazione  ,  cioé  fcrivendo 
yr4y>^X;dy-^mydx  ;j^  che  il  diíFeren- 

zíale,  di  mxy  fie  my^^/dx^^^y  ^  dy  ^  cfiYcrfo  éú  propo 
ílo  'mydx  -b-  xdy  in  gtíeüó  folo  ,  che  e  '  mblriplicato  per 


y"^    ;   per  rmdere  JaBunq-üe  integrabile  la  quantitá 

^Hx  V^^^  i^-l^ña^tóokipliqárlá-pci^  jAf^  :  a  fine  di 
coofervare  1'  egüalitá  moltiplicare  altresi  il  corrifpon- 
dente   membro  y^dy  dell' equazione  ,    e    peró  fará 

J  yy         .:.dy  zii  mxy^'  ±,  b  * 

'  ,  Sia 
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Sia  la  medefima  equazione ,  ma  coü  coefficiente  dí- 
■Verfo'^'a  eláfcuno  degl'ultúni  djie.  termini ,  cioé  y'^dyz: 
ííj0xf -h' nxHjf  .  II  fecohdo  memoro  non  e  integ rabile j 

olTérvo  perd  5  che  il  differenziale  di  mxy^^  íi  4...^ 

my^dx  ^  nxy^  dy  ,  adunque  romogeneo  di  compara* 
zione  farebbe  integrabile  ,  fe  foíTe  moltíplicato  pér 

y"^    ;  iTQoItipIico  per  tanto  tutta  1*  equazione  ,  e  fará 

jjí  dy  —  my    dx    nxy ^  dy  ,  e  l* intégrale  fará 

y  dy  —  mxy^±.h. 

5.  II  difFereoziale  x^^y  é  x^dy  ^nyx^^^dx} 
Gió  porto  fia  r equazione  y'^ dy  zi  x"^  dy  ^ yx^~  dx  \ 
fe  r  oltimo  termine  aveíTe  il  coefiRciente  n  ,  í' intégrale 
del  fecondo  membro  dell*  equazione  farebbe  ^7  .  OíTer- 
vo  pero^  cheil  difíerenziale  di  x^y^  S\  é  nx^y^^^  dy  ^ 
nyn^n~i  j  adunque  mokiplicando  1'  equazione  per 
?2)'»^'^^%obde^fia??)'r-^^  dy^ny^x^^  ^dx^ 

fi  trova  integrabile,  e  Tintegrale  é  /  m^^'-í-f-iiy  - 

'Ma  fe::?  ultimo  termine  ia  vece  -d.el  coefficiente  n 
ne  aveíTe  un'  altro  ,  anzi  generalmente ,  fe  ambedue  i 
lermini  ultimi  foíTero  affetti  da  coefficienti  diverfi  ;  co- 

me 
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me  fe  1' eqoazíone  fofiTe  y^dy  —  cx^dy^r-  eyx        dx  ;  of- 

en 

fervo  ^  che  íl  differenziale  di  ^  fi  é 

en  ^1  en 

^    dy-hey^  $t»—-^dx\  adunque  raoldplicando "  1' e- 

e«  -í  I 

quazione  per  ji/"^     ,  onde  fia 

r  +-  ffí -I I  Cf,_  1  en 

y      ^    dy  zz  cx^'y^    dy^ey^x^'^^dx,  fara  integra- 

/*  )'  -i-  M  -I I  en 

bile  ,  e  1' intégrale  fara  J  y  ¿í|/:=:-^A?'"_y"lr¿. 

Facciafi  r  =  I  jí^^jWz:!,^^!,  cioé  I'eqnazione^ 
ydy  —  '^xdy  +-ydx  ;  1* intégrale  fara  y'^  zz  xy'  .  Facciaíi 

4 

f  =:  2  ,  í  =  3  ,  5  r  =  I  5  cioé  l'equazione  ydy  =, 


2flíij/-t-  jjiíí  5  Mntegrale  fara        3  r^j^^j/T  ,  cioé 

7 

3  =  3Aíy  s  .  Facciafi  c~2  ,  e  =  2  ,  «  =  3  ,  r  =  3  ,  cioé 
l'equazipne  y'dy  —  2x^dy  +~  zyxxdx  ,  1' intégrale  .faríi 
y^jzz^^x'y'  , 

6 

Se  Tequazione  foíTe- erpreíTa  cosz  y       x^dx  z=: 
cx^'dy'heyx''-  'dx  ,  é  chiaro  a  vedere  ,  che  farebbe  in- 

h  h  tegra- 
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tegrabile  ,  poiche  moltiplícata  per  y       farebbe  x'dís  = 

en  ^  t  en 

cx^'y"^    áy  -i- ey'^ x""-  ^ dx  ,  m2, 1" intégrale  del  fecondo 

en 

membro  fi  e  veduto  ,  eíTere  ^       %  adunque  ec. 
6,    Sia  oua  l'equazione  >''''íí>'  —       — yijf  -  Se  non 


vi  foíTe  11  coeíEciente  ^  ,  ['intégrale  del  fecondo  raera- 
bro  farebbe  y  .  Ma  non  percio  fervirá  trafporíare  alla_.. 

oppoíla  parte  il  termine  xdy  ,  e  fcrivere  y^dy  —  xdy 

XX 

vííy;  oíTervo  pero,  che  il  differenziale'  di  yy  fi  é 

XX  ...  * 

7.xydy  —  yydx  ,  dunqiie  fe -fi  moltipliclierá  1'  equazione^ 

XX 

propofta  per  y  ,  onde  fia  y'^^^dy  =  ajfj/tfj)/  —  yyijf,  fara 


integrabile  ,  e  1' intégrale  fará  ry''"^  ^  dy    yy  iz  b  .  Ma 

piü  generalmente  íia  un  qaalimque  coeffideme  ?í  ^ 
peró  l'equazione  y^'^dy  =  ?g^¿íy  —  yd^  ,  OlTervo  ,  che  il 


difFeren 'iale/di  y"^  h  nxv'^^  ^  dy  — y^dx  ^  adunque  fe  fi 

moltiplicherá  l'equázioñe  per,^"^'^  ^  onde  fia 
yy-^n^x     —  nxy       dy  — y "  dx  ,  fará  integrabi'e  ,  e 

XX 

l*in- 
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l'integrale  fará  ry"^  •*•«  — i =j;í«±:  h  . 

A  azi  abbiano  ambi  gli  iiítimi  due  termini  coeffi- 
dente  dímfo  ,  e  fu  l'eqaazioiie  y^dy  zz  nxdy  —  mydx  • 


OíTervo  ,  che  il  difFerenziale  di  my^  íi  é 

nxy''^    dy  —  my"^  dx  ;  aduoque  fe  fi  moltiplicherá  I' e- 


quazione  per  j/"^     ^  onde  fia  y      ^    dy  r: 

nxy"^    dy  —  my^  dx    fará  integrabile  ^  e  T  intégrale  fará 


/'    ir  ^  n  —  z 


Se  Peqaazione  foíTe  y     '""x^dx      nxdy^  mydx 


farebbe  puré  integrabile^  poíché  moítiplicata  perjj?'^ 
fará  x^'dxzz  nxy"^    dy^my'^dx  ?  ma  P intégrale  del 

fecando^  metubra  11  fa  ^  eíTcre  s?íy"'  ^  dunque 

íiH  z  AHe- 
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Alie  fuddette  equazioni  manchi  il  denominatoreJ 
í(x  ,  e  fía  PeqLiazioiie  y''  dy  =  nxdy — yAx  •  Per  fomma- 
re  la  feconda  parte  dell'eqaazione  ,  bifognertfbbe  mol- 
tiplicarla  per  y"^—  ^  ^  e  dividerla  per  aía?  ;  ma  ci6  do- 
vendo  fí  fare  anche  rifpetto  alia  prima  parte  ,  farebbe 
eíTa  'ííy  ,  che  in  neíTiina  maniera  fi  puó  foni' 


¡ex 


irare  ;  adunque  íi  mutino  i  fegni  all'^uazione  ,  e  fará 
■ — ■  y'-'áy  —ydpc  — nxdy  .  píTervo  ,  che  il  difTereo da- 
le di    X  £i  h  —  «A-y""^ 'rfy  ;  adunque  fe  íl  mol- 

y  ..il 

tiplicherá  I'equazione  per  jv^^S  indi  fe  fi  dividerá 
per  y'^^'^  onde  íia  — y '         ^  dy  ~^  '^^y  ~  '  fh  i 

fara  integrabile  ,  e  T  intégrale  fara 


f 


y  y  n 

Abbia  l'equazione  ambi  gli  ultimi  doe  termini  con 
il  coefíiciente  ^  e  fia  y'^ dy  =i  n^dy  —  myi:^  •  Si  mutino  i 
íegni  ^  e  fará  — ^y^'  dy  r:  mydx  —  imdy  ;   oíTervo^  che  il 

difFerenziale  di     ^    é  my^^rdx  —  nxf"^    dy  ;  adunque 


my  ''r  m  my 

fe  fi  moUiplicherá  Tequazione  per  ^  e  fi  dividerá 

per 
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per  pmy^  s  onde  fia  —  j  dy  ~ 

mmy 

n  n  ^  i 

mv   dx  —  nxy      dy  ^  fara  integrabile  ^  e  T  intégrale  fará 


dy  z±      X     i:  b  , 


mmy  ™  my"* 

7.   Sia  I' equazione  y^dy  —  x^dy  —  kj/a? "  —  Ma?  . '  Si 
tnutino  i  fegni  ,  e  fará  — y.dy  •=:  nyx^^~^dx  —  x^^dy 
oífervo  ,  che  íl  differenziale  di  a?«  é  nyx^—  ^  dx  —  x^dy  ^ 

y  yy 
dunque  dividendo  l'equazione  per  yy  ,  onde  fia 

— y^  —  '-dy  —  wvA?"—  ^dx  —  x^'dy  ,  fará  integrabile  , 

fará  Tintcgrale  r — y^  —  ^dy  —  x"±:  b  , 
J  y 
Ma  fe  mancaíTe  il  coeficiente  «  ,  e  l'equazione  foíTe 
y^dy=:x"dy — yx^-^'^dx  \  fi  mutino  i  fegni,  e  fará 
—  y'f  áy  —yx^'~'^  da — id^^dy  .  OíTervo  ,  che  il  difFeren- 
ziale  di  a?"  é  ny^x  ^'^  ^  dx  —  nx^y""^  ^  dy  ;  dunque., 

yn  ^ 

inoUiplicando  l'equazione  per         1  ,  e  dividendolo-i 

per 
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per  y ' onde  Ha  — «y'^-^-^^'iy  =:  ny»x''-' '  d^í—nx^y^"  ^  dy 

y  1»  y 

fara  imegrabile  ,  e  1' intégrale  fará  f—f^y^^^lZlÉL  ^ 

J  y*» 

Che  fe  iti  luogo  del  coeíEciente  n  ve  ne  foíTe  un'aí- 
tro  di  natura  diverfa  ;  anzí  fe  ambi  gl'  ultimi  terminí 
foíTero  affctti  da  coeíKcienie  diverfo,  come  fe  l'equazione 
foíTe  y'^dy  —  ex'" dy  —  eyx''--' dx  ,  fi  malino  i  fegni  ,  e 
fara  ~y  ^dy  =  eyx^~  '  dx  —  cx^dy  .  OíTervo,  che  il  dif- 

feretiziale  di  é  ney  ^    " ^  '     —  ncx^y  ^      dy  \ 

fie  Z'tC 

ey  ^  eey  ^ 

dunque  moltiplícanda  Tequazione  per  ny^     ^  e  divi- 
dendola  per  eey  ^  ^  onde  fia  ^ny      ^      dy  — 

eey  ^ 

nú    n —  X  »f  ~  ' 

ney  ^x      dx^ncx^'f  ^     dy  ^  fara  integrabiíe  ,  c  I'in- 
eey 


tegrale  íará  ^ ^  «y     ^         =    ar"'    i:  *  . 


eey  ^  ey 
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Ma  fe  l'equazione  foíTe  efpreíTa  cosí  y  ^  it^dse^ 
cx^dy  —  eyx^  —  *  dx  ;  fenza  mutare  i  ftgni  oíTervo,  che 

jl  diíFerenziale  di  ey  ^  íl  e  ncx^y  ^      dy  —  nsy  ^  x""^dx  ; 

fíC  —  £ 

dunque  moltiplicando  l'equazione  per  «y*      ,  e  dívi- 
dendola  per  onde  fia  nx^dx  — 

ncx^y  ^     dy  —  ney  ^  x"'" dx  ,  fará  integrábile  ,  e  fará 

1' intégrale  j  nx^'dx  —  éy    ±z  b , 

8.  E*  flato  detto  da  me  al  rmrn,  17.  dell' antece- 
dente libro  j  che  ogni  qual  volta  il  nuQieratore  d'tina^ 
frazione  corapoíta  di  una  fola  indeterminata  ,  e  dellív, 
cortan  ti  ,  fia  il  differenziale  precifo  del  d  e  non]  i  n  atore  , 
o  pute  un  proporzionale  di  eíTo  difFerenziale  ,  1'  intégra- 
le della  formóla  é  il  logaritmo  del  denominatore  ,  o  il 
proporzionale  di  eíTo  logaritmo  .  Oó  vale  per  tanto  an- 
che quando  U  formóla  contenga  due  indeterminata  fra 
fe  mi  lie  coi  loro  difFerenziali  .  L' intégrale  adunqne  di 
dx  4-  /iv  dz  {dz  é  in  qual u oque  modo  data  per  a*  ,  o 
fí  -h  y 

per 
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per  y  )  iara  Ix-t-y  —  zii^^'í^*  intégrale  di  dx  +■  dy  —  dz 

lará  ¿i^x-hy  —  Z+-&.  L' intégrale  di  4xdx  —  i\ydy::idz 

XX  — yy 

fará  zlxx—yy  ~  z±  b'.  L' intégrale  di 

xdy  ■}-  ydx  —  íydy  zz  dz  íará  /  ^  xy  —     —  Z  i  ^  .  E 

2xy  —  lyy 
generalmente  l*integrale  di 

my^  x^^~  ^  dx  ^  nx'^y^ "^dy  —  m — n  Xy  ^  dy=.dz 

r  X  x^'y*^ — ym-i^» 

fará  /  [/  x^^y" — z=  z  i  ¿ ;  e  cosí  di  qaalunque 
alíra  eqnazione,  che  abbia  la  aííegnata  condizione  . 

p.  Molte  equazioni  per6,  febbene  non  ánno  la  ne- 
ceíTaria  condizione ,  poíTono  fácilmente  con  gli  ajuti  dell' 
algebra ridurfi  ad  averia .  Cosí  l'equazione  xdy-hydx  =:  — dy 

X 

non  á  nel  primo  membro  la  condizione  ,  che  fi  r  i  cer- 
ca ;  l'avrá  pero  ,  fe  fi  divida  per  y  j  onde  fia 
xdf-i-ydx~—dv  s  e  pero  integrando,  l  xy~ly—^  ±  ih  , 

xy  y  , 

Sia  l'equazione  axdy -f^  2aydx  =.  xydy ;  la  divido  per 
axy-,  e  fara  xdy  +■  2ydx  =_^5  la  quale  farebbe  integra- 

xy  a 

hile  5  fe  nel  lecondo  termine  del  primo  membro  noii_. 

vi 
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vi  foíTe  il  cocíSciente  Zj.fortragga  adunque  la  quandiá 

dall' uno  ,  e  dalPaUro  membro  ,  e  fauá  xdy -t- ydx:=:, 
«y  ^ 

=  i^y — ydx  ,  cioé  xdy  yd)c-  ~  dy — áj? ,  e  peró.  inte- 
gi'Anáo  ,       =<y  ~  Ix  t:  Ib  . 

Sia  I'eqnazione  yxdx  —xxydy^  y^dfVy  — yydy  ^ 
la  divido  per  y  ,  e  fará  xdx  ~  xxdy  +•  yydy  Vy  — ydy  , 
cioé  xdü    ydy  —  xxdy  -i- yydy  Vy  ,  e  di  nuevo  dividendo 
per  xa  -h-  yy     xdx_-¥  ydy  zz  dy  v^y  ,  ed  integrando  9. 
XX  ^-yy 

 ,  X 

ll^xx    yy  ~  -^y  ^  ±_  b  . 

10.  DaUi  numeri  31. ,  e  32.  dello  íleíTo  fopra  citato 
libro  térzo  fi  ricava,  che  una  qualunque  formóla  com- 
porta di  una  fola  variabile  ,  fe  fara  il  proiotto  di  qual 
fi  fxa  quantitá  compIeíTa  elevata  a  poteíiá  poftciva  ,  o 
negativa  ,  intiera  ,  o  rotta  nel  differenziale  precifo  ,  o 
nel  proporzionale  del  diíTerenziale  de'  termíni  della^ 
quantitá ,  fara  fempre  integrabile  ^  e  l'  intégrale  fará  la 
fíeíTa  quantitá  il  di  cni  efponente  fia  quello  di  prima,, 
ma  accrefciuto  dell*  uniiá  ,  e  moltipticato  nello  ííelFo  ef- 
ponente COSI  accrefciuto,.  ma  inverfaraente  prefo;cioé, 
che  é  lo  rteílb  ,  per  eíTo  divifa  ;  o  pare  eíTo  integra- 
re fará  un  proporzionale  di  queiío  .  NuUa  me  no  vale  h 

i  i  re- 
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regola ,  quando  le  formóle  differenziali  fieno  ancora-, 
comporte  di  due  variabili ,  e  loro  difidrenziali  ptOLitif- 
cuaraenre  ,  piuxhé  abbiano  la  norata  condizioae  . 


L*  intégrale  adunque  di  d^-h  dy  \^  x+-j  =  dz  (dzh 
in  qualunque  modo  data  per     ,  o  per  y  )  fará 


-i-y^  ^  z  t:  h  .  L' intégrale  di 


3 


cioé  ^y^i^  ^  y'^  ^  z  %  h  ^    intégrale  di  2^^^jk2^z:  á% 

y  ax  -f-  by 


fara  41^,^1;^     by  =  z  t:  b,  I^' intégrale  di 
p^dq  ^  Sqppdp  -h  ^pqqdq  -h  q^  dp  ^  dz  fará  i^p  ^q^ 
ZVp^q  ^  q^p 


2  ±  ^ ,  L'  intégrale  di  xdy  ^ydx  i-  zydy  }\b)^  xy  -^yy  ^  z:^dz 


fará  mh  X  ^^y^yy       ^  z       .  L*  intégrale  di 


xdy-^  ydx^  ^ydy     dz  fará  mX^y  ^  yy  ±: . 


ff?  - —  ?2  X  ^ 


bX^y-^  yy' 

E  cosx  di  mille  altre  di  firail  forta  * 

Tat 
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Tal  ora  pero  avranno  le  eqiiazioni  bifogno  prima 
di  qualcíie  preparazione  .  Sia  I'equazione  xfcix-^  xydy-^ 
yydx  —  dz^  (  áz  é  daca  in  qnaiunque  modo  per  a?  )  la 
moltiplico  per     ,  e  fará  xHx-^  xxydy  +■  yyxdx  =  xdz  , 

ciofe  mdx  X  !<¡x-^  yy  +-  ydy  X  !>^¡^  —  aí^X  ,  che  non  á  Ia_. 
condizione  neceíTaria  ;  l'avrebbe  peró  ,  fe  ydy  foíTe  al- 
tresi  moltiplicata  in  yy  ,  aggiungo  adunque  all'uno  ¡  ed 

alI*aItro  merabro  il  termine  y  ^  dy ,  e  fará  xdx  X     -h yy  -f- 

ydy  \xx  y^  dy~  xdz  -^y '  dy ,  cioé  +-ydy  X  «"íí  ■'->!)'  =^ 
«i2 -f-_y '  ¿íj  ,  capace  d'integrazione  ,  e  per6  integrando  ^ 

xx+'yyzz.y^±zb-i^  f  xdz  . 

4  T 

Ma  non  é  cosí  facile  a  riconofcere  ,  quale  quanti- 
tá  debba  aggiüngeríi ,  o  fottraríi  ,  o  quale  ahra  altera- 
zione  poíTa  farfi  alie  equazíoni  ,  a  fine  di  renderle  ca- 
paci  del  fuddeito  método  y  cosí  che  quando  le  equazío- 
ni fieno  alquanto  compofle  ,  l'arrivare  in  queüo  modo 
al  fine  fi  potra  diré  una  fortuna  ,  un  cafo  ;  quindi  iru, 
tali  incontri  bifognerá  ricorrere  ai  metodi  dclla  fepára- 
asione  dclle  indcterminate  ,  e  per6  fia 


ii  a  CAPO 
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CAPO  II. 

Ddla  Cofiruziom  deíle  Equazioni  differenziali  del  primo 
grado  p^r  mezzo  della  precedente  feparazione 
d^lle  Jndeterminate  * 

Di  alcune  equazioni ,  quantunque  pochiffimej 
fuccede  la  feparazione  delle  indeterniinate  con  le  fole^ 
operazíoni  prime  dell' algebra  ordinaria  .  Tale  farebbe^ 
Pequazionc  xxdx"" ^ydxdy  ^  aady""  ^  in  cui  oirervo  ^ 
che  il  primo  membro  é  una  formóla  di  qnadr ática  af- 
fetta  dal  lato  ,  che  farebbe  un  quadrato  ,  fe  vi  foíTe  di 
piü  la  quantitá  yydy"- .  Aggiungo  per  tanto  aíl'unOj  ed 


4 


all'altro  membro  la  quantitá  j/vJy^  ,  e  Tequazione  fará 

4 

xxdx  ^    xydxdy  ^  vv^^    aady  ^  ^yydy"^  ^  ed  eflraendo  la 

4  4 

radice  ,  xd:íc  -^ydy    dy      yy  ^  aa  y  in  cuí  fono  feparate 

%  4 

le  variabili ,  e  per6  integrando  ,  xx^  ^yy  ~ 

f  dy  aa-^yy±,  b  ^  L' intégrale  del  fecondo  membro 
dipende  dalla  quadratura  deíl'iperbola  . 
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12.  II  piü  delle  volte  adunqae  coaviene  fer viril 
delle  foííituzioni  ,  Sia  Tequazione  aadx  —  xxdy  -h  ixydy-^ 
yydy  .  Si  ponga  x-^-y  ~%^{hi.%h  una  nuova  indeter- 
mi  nata  )  e  peró  dx^  dy  zzdz  ^  ed  xx  -h  txy  ^yy  r:  zz  . 
Fatte  adunque  le  fortituzioni ,  fará  aadz  —  aady  -zi  zzdy  ^ 
cioe  aadz  ^  dy  ^  equazioiíc  ^  in  cui  fono  feparate  It^ 

aa -^zz 
variabili . 

L' intégrale  del  primo  membro  dipende  dalla  rettí- 
ficazione  del  circolo  . 

Sia  I'equazione  xdy  -h  ydx  l^a"^  —  xxyy  = 
xdx-^ydy         ^   Offervo  nel  priíno  rnembro  ^ 

che  I'  intégrale  di  xdy  +■  ydx  Ci  b  xy ,  e  che  il  quadrato 
di  queño  intégrale  íi  trova  precifamente  nella  quantita 

— xxyy  ;  adunque  fe  porro  xy  nel  primo  mem- 
bro faranno  feparate  le  variabili,  e  fará  eíTo  dzP'a'^  —  zz . 
Oífervo  in  oltre  ,  che  nel  fecondo  membro  i' intégrale 
di  xdx-i-  ydy  e  xx-hyy  ,  e  che  firnili  a  queflo  intégrale 

fono  le  quaniita  nel  denominatore ;  adunque  con  la  fofti' 
tuzione  di  xx  yy=  2p  íi  fepareranno  le  indeterraina- 
tc  anche  nel  fecondo  membro  ,  e  l'equazione  fará 

dz  V  a*  — zz  =_  • 

Sia 
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Sia  l'equazione  zxdy  —  lydx  ~  dz  {  h  dz  t  data  in 

X — y 

qualfivoglia  modo  per  x  ,  o  p^v  y)  .  L'integrale  di 
¡¡^¿iy — y^x  fi  averá  quando  ü  divida  per  xx ,  e  íarajj_. 

Suppongafi  adunqne_£_=_^,  e  pero  xdy  —  ydx  -  di? ,  e 

2¡cdy  —  zydx  =  zxxdp  .  Fatta  per  tanto  la  foílituzione  , 

fará         SííA-áp      _  =  ¿íz  ,  e  dividendo  il  numera- 

a\xx — zxy+^yy 
tore  5  e  denomínatore  del  primo  membro  per  xx  ,  fará 
%dp  =,  dz  ;  ma  fi  é  pollo  y  ^  p,  táyyppp^ 
  ¡ta         XX  M 

tí  X  I  -^yy 

X  «X 

adunque  fará        ladp  dz  ;  €  giacché  rintegrale 

aa  —  aap-i-pp 

di  queÜa  equazione  é  algebraico ,  anderó  avanti  per  l'ín- 
tegrazione  ;  e  pero  ña  a — p  ~  q  ,  adunque  —  zadq  —  dz, 

ffí 

ed  integrando,  zat:  bzzz  .  Ma  q:=z  a — p  ,  e  p  =  ay  , 
e  perb  qzzax — ¿ly  ;  reÜituito  per  tanto  quefio  valore, 
fai'á  zx±h^Z9  che  é  la  curva  dell* equazione  diSe- 


renziale  propofla  .  Se  in  luogo  di  farc  — p  =  ^»  aveíTe 

fatto 
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fatto  p — í3=:^,  averebbefi  trovatQ  altro  intégrale,  ma 
diverfo  fo.lo  nq'  fe|jni , 

13.  La  fopra  fcriita  equazione  mi  porge  occallo- 
nc  di  fare  una  importante  avvertenza ;  ed  é ,  che  le^ 
curve  non  folo  niutano  tal,  ora  natura  nel  prendere  le 
fommatorie  ,  o  femplicemente ,  o  coll'addizioné  della_ 
coflante  ,  il  che  é  ñato  notato  jfino  dalla  prima  origine 
delle  quantjtá  infinitefime  ,  ma  alie  volte  ci  íi  prefen- 
tano  puré  formóle  tali  ,  che  ammettono  integración  i 
affatto  diverfe  ,  e  cj  fomminirtrano  curve  di  vario  ge- 
nere anche  íen^a  aggiungere  coííante  alcuna  ,  il  ch&^ 
merita  qualche  rifleílb  , 

Per  mezzo  della  fuppofizione  y  =  p  h  ftata  inte- 

grata  1' equazione  2xdy  —  zydx  :zdz,  ^  T intégrale  fi  é 

„  t 
x—y 

trovato  ,  effere    2a?    ;=  z,  ommeíTa  la  coflante,  Faccio 

Af ' — y 

ora  la  fuppofizione  di  e  tentó  1' integrazione  ; 

y  a 

fará  dunque  yd¿v  —  xdy  ~  dp  ^  e  peró  zxdy  —  zydx  ~ 

yy  a 

tyydp  .)  e  foííituendo ,  fará  ¡'equazione     —  zdp     =  dz ; 
»  ■  ■- ' 

yy  y 

ma 
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ma  X  ~  p  ,  dünque        —  2adp  dz  ;  e  fatta_« 

y      a  pp  —  2ap  aa 

p  —  a  =  q  ,  —  2adq  zzdz,  ed  integrando  ,  2¿?  =  z  ;  quin- 

di  réflitLiiti  i  valori ,    ly    =  z  ,  intégrale  della  propoíla 

equazione  difFerenziale  ,  e  diverfo  dal  primo  . 

Altro  intégrale  ddía  propofla  formóla  diverfo  dai 
primi  due  fi  h  x+-yzzz'j  ed  in  fatti  differenziando  , 

X  — y 

fara  xdx  — ydx  +-  xdy  —  ydy  —  xdx  —ydx  +-  xdy  +  ydy  —  dz^ 


X  — y 

c  cancellati  i  termini  ,  che  fí  elidono  ,  zxdy  —  tváx^dZi 


X  —y 

clie  é  1' equazione  da  prima  propofta  . 

Sia  dz  ~  dy,  e  la  propoÜa  eqaazione  ixdy  —  2ydx  =  dy . 


x—y 

Se  mi  fervo  del  fecondo  intégrale  ritrovato  ,  na  ice  l'e- 
quazione    2y    —y^^  perció  2-^y^x^  luogo  al  trian- 
X — y 

golo  .  Se  poi  mi  fervo  del  primo  ,  e  del  terzo  intégra- 
le ponendo    2x    —    j  ovvero  x  -^y  i;:  j/ ,  la  curva  é  del 


X — y  A? 
fecondo  grado , 


Ge- 
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Generalmente:  fia  ^xdy  —  lydx  •=.  y^'>^dy  .  Adoperata 

a~y  .  • 
la  prima  ,  e  la  terza  integrazione  ,  la  curva  indi  na- 
fcente  montera  al  grado  í»  +•  2 ,  mentre  Cía,  m  numero 
pofltívo  ;  fatto  ufo  della  feconda ,  la  curva  re  ñera  uii_ 
paíTo  addietro  , 

14.  Ma  oltre  che  né  raeno  il  método  delle  fofli- 
tuzioni  é  univerfale  ,  la  maggíore  difficoltá  fi  é  ,  che 
per  lo  piu  é  molto  diíHcile  ií  fapere  ,  qaale  foftitnzione 
debba  farfi  ,  per  non  operare  a  cafo  ,  e  gittare  moira 
fatica  inútilmente  .  Tuttavia  peró  fi  procederá  con  la^ 
totale  ficurezza  in  tatte  quelle  equazioni  ,  nelle  quali  la 
fomma  degli  efponenti  dell'  incognite  fia  la  fteíTa  per 
ciafcun  termine  ,  e  fuccederá  fempre  la  feparazione  del- 
le indeterminate  ;  ué  importa  che  ficno  efTe  equazioni 
affette  di  radical!  ,  o  di  frazioní ,  o  di  ferie  ,  e  che  i 
coejEHcienti  ,  e  fegni  ííeno  in  qualanque  maniera  .  La.^ 
foLlituzione  da  faríi  in  tutíe  queíle  equazioni  fará  col 
porre  una  delle  variabili  cguale  al  prodotto  dell'altra_, 
in  una  nuova  variabile  d¡  modo  ,  che  fe  l'equazione  é 
data  per  a?  ,  ed    ,  li  faccia  x  ~yz  ¡  o  puré  ^     jfz  ; 

(per  lo  denominatore  ¿3  fi  intcnda  una  quálunque-  co- 
lante a  piacere  )  e  peró  dy  ::i  xdz+-  zdx  ,  e  fatte  le  fo- 

ñituzioni  ,  fi  arriverá  ad  un'altra  equazione ,  la  quale 

kk  fará 
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fara  fempre  divifibile  per  tanta  potefta  dell' indeter mi- 
nara ,  quanta  era  la  fomraa  degl' efponenti  di  jc ,  ed 
y  jn  ogni  termine  dell'equazione  propofla  ,  quindi  fatta 
la  divifione  ,  la  lettera  x  non  oltrepaíTerá  la  prima  po- 
teflá  ,  e  fará  fempre  moltiplicata  in  &%  ,  onde  fi  ridur- 
ra  P  equazioiie  in  modo  ,  che  da  una  parte  vi  fia  , 

e  dell'altra  ¿z  con  le  fole  funzioni  di  z ,  e  cosí  faranno 
feparate  le  variabili ,  Imperciocché  chiamando  A  tutti 
que'  termini ,  che  fono  mokiplicati  nella      ,  e  B  quel- 
Ij  ,  che  fono  rnoltiplicati  nella  ^.v-,  l'equazione  fara 
^ijV  =  S  Jítf  ,  e  le  4  j  B  fono  date  promifcuamente  per 
,  ed  ^  ,  Ora  poiché  le  dimenfioni  della  lettera  y  af- 
fieme  con  le  dimenfioni  della  lettera  a?  in  ogni  termi- 
ne fanno  lo  fleíTo  numero.,  fe  in  luogo  di  y  fi  porra 
paz  ^  ne  yerra,  che  ia  ciafcun  termine  delle  quantitü 

a 

^  ,  B  la  lettera  a?  abbia  la  íleíTa  dimenfione  ,  che  pri- 
ma avevano  x  ^  tá.  y  alTieme  ;  per  lo  che  ,  fe  quefla-. 
dimeníione  fi  chiamera  n ,  1'  equazione  fara  divifibile  per 
ftr " ,  riraanendo  folo  z  ^  a  ^  áy  ^  d!}^  »  Suppongafi  ,  che 
dopo  la  foílituzione  di  xt ,  e  dopo  la  divifione  per  Af« 

ci6,  che  riraane  nella  quantitá  A  y  fia'  C;  e  cío,  ehc 
rimane  nella  quaptita  B,  fia  D  í  fara  I' equazione  Ciy  z: 
Ddx ,  e  le  C,  D  fono  date  per  z  ,  e  per  le  cofianti ,  ma 

dyz: 
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dy^xdz  -H  zdxi  adunque  íará  í'equazione  Cxdz  -h  Czdx  — 

Ddx y  cioé  D  adx  —  Czdx  —  Cxdz ,  e  petó  dx  r:    Cdz  , 

X  Da—Cz 

e  COSI  le  indetermioate  coi  loro  difíerenziali  faranao  fe* 
párate  ^  e  Peqaazione-  coflruibile  ^  almeno  per  le  qua- 
draiure  - 

E'  indifferente  II  porre  y  —  zx  ^  o  puré  x  ~yz  , 

poichc  SI  nelPuna,  come  nell'altra  maniera  íi  íeparano 
íempre  le  ¡ndeterminare  ;  ma  alie  volte  una  foílituzione 
píattoíÍD  ,  che  Paltra  ci  dará  requazione  piú  ferapÜce  , 
e  di  minori  termini  ^  o  la  cQÍlruzione  piú  facile  ,  e  piü 
elegante  ;  quindi  non  fará  mal  fatto  il  provarle  tutte^ 
due  5  ed  ia  fine  appigliaiTi  a  qiicUa  ^  che  riurcirá  \^ 
migliore  . 

E  S  E  M  P  I  O  I, 

Sia  reqnazione  xxáy  —  yydx^  xydx .  Pongo  y-^xz^^ 
e  pero  dy  —  xdz     zdx  ;  fatre  le  foftituzíoni  ^  fará 

a 

x^dz  ^  zxxdx  —  xxzzdx  -H  zxxdxy  e  dducendo  al  común 

denominarore  5  e  dividendo  per  xx  ^  fará  axdz^  azdx  — 
zzdx  -h  azdx  ,  cioé  axdz  =  zzdx  ^  ^  dx  zz  dz  * 

kk-2  ESEM- 
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ESEMPIO  II. 
Sia  Tcquazioae  síaiy~yydíe^  xxdsí*  Poíla 

a 

dy  =  xáZ4-  zdsf  y e  fattc  le foñituzioni , hvlx^  dz-^zxxda : 

zzxxdx  4-  xxdx  ,  e  riducendo  al  comua  denominatore 

e  dividendo  per  ssíí  ,  fara  axdz  +-  azdx  —  zzdx  4-  aadx 
cioe  zzdx  —  azdie  +-  aadx  =  axdz  ,  e  pero  dx  — 

«i£  .  Facendo  poi  l'altra  foflitüzione  x  ■=.  yp 
%z  —  az-\^aa  a 
e  dx  ~  ydp  .4-  pdy  ,  fara  ppyydy  —  y^dp      pyydy  +- 

y^ppdp-^p^yyáy  ^  e  dividendo  per  yy  ^  appdy  ^  aayáp 
— 

aapdy    yppdp  "r-^p^dy  ,  cioé  appdy  —  aapdy  —  f^dy 
aaydp yppdp  ,  e  per5  dy  —    aadp  -i-  ppdp  . 

y      app ' — aap — p^ 


ESEM- 
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Sia  l'equazione  dy  \^xx  -^yy—ydx  .  Pofta  yzzxz, 
e  dy  =  xdz  -t-  zdx  ,  e  fatte  le  follituzioni ,  fará 

xdz  -j-  zdx  V  xxzz  4-  aaxx     zxdx  ,  cioc 

ana 

xxdz-i-zxdx  i^íJííi-  zz  =  azxdx  ,  e  dividendo  per  x  , 

xdz  y  aa-i^zz-i-  zdx  K    -í-  zz  =  azdx  ,  o  fia 

xdz    aa +•  zz  =  azdx  • — zdx  if^  aa zz  ,  e  pero 

dz  u^aa-h  zz    =  dx  .  Se  aveífi  pollo  ^  ^yp  >  avrei 

az  —  zi^aa-^zz     ^  ^ 
avuta  l'equazione  dy  —  dp 

y  — 

15.   Ma  alie  volte  i  differenziali  medefimi  dx  ,  ^  , 
dy  ^fcendono  a  diraenfioni  piu  ake  ,  eíTendovi  per  altro 
nelle  equazioni  la  condizione  efpreíía  di  fopra  .  In  que- 
fíi  cafi  la  foñituzione  ,  come  prima ,  fatta  di  xz  in-. 

luogo  della  y  (  lafciando  per  ora  intatta  la  dy  )  renderá 
ogni  termine  dell*equazione  divifíbile  per  la  íleíTa  po- 
tefta  di  AT ,  e  vi  refteranno  folo  nell'  equazionc  z ,  áx  ^ 

e 


874  JNSTITUZIONI 

e  'dy  con  le  coíhníi  date  ,  ed  aíTunte ,  ma  non  piü  la  x'. 
Ora  perché  in  laogo  pare  di  dy  fi  deve  porre  zdx  -h  xdz^ 

con  che  di  nuovo  fi  introduce  la  lettera  x  ,  fi  faccia— 
xdz  =  ííí  j  cd  in  luogo  di  dy  fi  fcriva  zdx  -t-  adt ,  e  I'  e- 

quazione  averá  folamente  z  ,  dt ,  dx  con  le  cofíanti  da- 
te 5  ed  aíTunte  ,  ma  non  piü  x  .  Si  faccia  a  ^  a  i:  dx  , 
dt  5  ed  in  luogo  di  dt  fi  aponga  da  pertuito  uix_  ,  no 

a 

vcrrá  un'equazione  libera  dalle  quantita  differenziali  , 
in  cui  fi  avranno  le  fole  «  ,  z  ,  e  le  collanti  per  una 
curva  algebraica  .  Per  mezzo  di  quefla  curva  fi  trove- 
ranno  i  valori  real!  della  u  ;  fieno  adunque  qaeííi  ^  , 
B ,  C  ce.  in  modo,  che  fia  u~  A,  u  =  £  j  ti  ~C  te, 
faranno  ^ ,  B  ec.  date  folamente  per  z  ,  e  per  le  co- 
Üanti  j  e  fará  dx  ¿¿a?  ~  adt  ec. ,  e  perché  dt  = 

A  B 

xdz  ,  fará  dx  —  xdz  ,  dx  —  xdz  ec.  ;  onde  finalmente 

dx  =  dz,  dx  =  dz  tc.j  ed  i  logaritmi  della  x  faranno  d¡- 

rett  amenté  proporzionali  agí  i  fpaz]  comprefi  dalle  cur- 
ve ,  dclle  quah  le  aíBífe  eflendo  z  ,  le  ordinate  íieno 
reciprocamente  proporzionali  ai  valori  di  fopra  ritrovati 
della  quantitá  u  ,  e  tante  faranno  le  curve  ,  che  fod- 
disfaranno  ^  quanti  faranno  i  valori  reali  fra  fe  diverfi 

deíla 
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della  leñera  u,  awcrrendo  pero,  che  I* aggíungere" la 
coflante  nelle  integrazioni  delle  equazioni  dx  :=  dz  , 

X  A 

dííj^dz  ec.  pu&  nuovaraeate  diveriificare  le  curve_.  , 

che  fodciisñinno  alqnefito,  e  raddoppiare  fpeíTe  volte 
il  numero  loro  .  Sara  dunquc  Isc  ■=.  alio  fpazio  di  quel- 
la  curva ,  che  abbia  per  aíTiíTa  s  ,  e  per  ordinata  i  , 

A 

I  ec, ,  cioé  eguale  alí' intégrale  di  dz ,  dz  ec. ;  quindi 
B  IT 
prendendo  z  arbitraria,  il  logaritmo  della  a?  fara  dato, 
e  per  confeguenza  anche  data  la  cor rifpon dente  se  or- 
dinata nella  logaritmica  ,  Daca  adunque  la  a?  ,  per  mez- 
ZQ  dell*  equazione  y  z=.  xz  ,  fará  anche  data  la  y  ,  cioé 

ambe  le  coordinate  dell'equazione  difFerenziale  propofia, 
o  fía  della  curva  ,  che  fi  cerca  .  A  mifura  de'  díveríi 
valori ,  che  fi  daranno  alia  z ,  faranno  anche  diverfi  i 
punti  della  fteíTa  curva  cercata  . 

E  S  E  M  P  I  O  . 

Applicheró  la  regola  ad  un'efempio  :  fia  1'equazio- 
ne  xxdy'^-^  xydxdy  =  ¡axdx^ .  Si  faccia  adunque  y  —  xz, 

a 

e  coUocato  quefío  valore  neli'equazione  in  luego  di  y  , 

ave- 
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averemo  axxdy"- xxzdxdy  — axxda^ ,  e  fatta  la  divifio- 
ne  per  ,  fará  ady^'^zdxdy  r;  ad^^  ,  onde  fi  vede  , 
che  A?  ,  e  le  fue  funzionl  interamente  fparifcono,  re- 
ñandovi  folo  z  ,  dx ,  dy  con  le  loro  funzioni  .  Ma  per- 
ché coUocando  in  luogo  di  dy  il  ftio  valore  zdx  -h  xd-z 

a 

s'introdurrebbe  di  nuovo  nell' equazione  la  a?  ,  íi  faccia 
xdz  zz  dt ,  c  peró  dy  —  zdx  -h  adt ,  e  1'  equazione  fara 

zzdx'  +■  %azdxdt    aadf-  +-  zzdx  -f  azdxdt  —  adx'^  ,  cioc 

2zzdx^  +~  ^azdxdt  aadí''  =  aadx^ ,  in  cui  entraño  le  fo- 
le  z  ,  ,  ¿íí  con  le  loro  funzioni  .  V>\  nuovo  fuppoíía 
dt  ~  udx  j  e  fatta  la  foíBtuzione  ,  ü  arriva  alia  efpref- 

a 

fione  puramente  algebraica  zzz  +-  ^zu^-mt  ~  aa  ,  adun- 
que  averemo  il  valore  di  «  dato  aígebraicamente  per  z, 
e  le  coÜanti  .  Ma  íÍí  =  ffdz  ,  qaindi  dx  =  dz  , 

nella  quale  equazione  eíTendo  ti  data  per  z  ,  fono  fcpa- 
rate  le  variabili  .  Defcriíte  adunque  le  curve,  delle-qua- 
li  le  aíTiíTe  eífendo  z  ,  le  ordinate  fieno  reciprocamente 
proporzionali  ai  valori  di  « ,  averemo  h  x ,  tá  indi  la 
y  ,  per  la  foftituzíone  fatta  di  _y  =  a;z  , 

lé.  Di  queíía  equazione  peró  ,  che  ó  prefa  per 
efempio  ,  ficcorae  d'altre  ancora  fuccede ,  che  fenza_, 
fervirfi  di  queflo  método ,  ü  poíTano  ridurre  fácilmente.- 

al 
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al  método  del  num-.  14.  Ed  in  fatti  ,  fe  all'uno  ¡  ed 
all'altro  membro  della  fuddetta  equazione  xxdy'-i^ 

siydxdy  ~  xxdx'-  aggiungaíi  il  quadrato. j_)/ía?S  eflk_, 
fará  x^dy"- xydxdy  ■^yydx'^  z:  xx.dx.^     fydx"-  ,  e  ca- 

I 

Vando  la  radice  ,  xdy -h  -ydx.  —  dx  ^xx-^yy^  ed 

4 

cola  ridotta  al  faddetta  método  genérale  del  num.  14. 
O  puré  trafponendo  il  termine  xydxdy ,  ed  agg  i  ungen- 
do  il  quadraío-  -^yydy"-^  onde  fia  xxdy--^  ^  y-ydy"^  — 

xxdx^  —  xydxdy  ■^■^yydy''  ,  ed  eííraendo  la  radice_.  > 

dy  l^xx  ^-^yy     xdx — ydy^  ridotta  alio  fleíTo^  método 

17-  Le  equazionr^  che  contengono  diíFerenziali  fra 
lora  mirti  ,  ed  elevati  a  potella-  qoalimque  ^  non  folo  pof- 
fono  coflruiríl  nel  cafo  confiderato  al  nura.  15*,  ch^ 
fuppane  egualc  ía  famoja  degli  efpohenti  dclle  variabíK 
in  ciafcun  termine;  ma  generaímente  in  qualanque  mo- 
do fieno  eíTe  equazioni  ^  parché  T  una  delle  due  inderer- 
minare  x^  o  y  manchi.  Ció  íi  fará  ponendo  dx  =  zdv^:. 

a 

fe  manca  la  x;  o  dy  —  zd:^^  íc  manca  la       eíTendo  la^ 

z  una  nuova  indetcrminata  ^  cd  a  una  coílante  qaalun^ 

1 .1  que- 
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que  .  Traperciocché  con  tale  foftítuzion« ,  per  efempio , 
di  zdy  in  luogo  di  4x  neild  propofía  equazione ,  é  mani- 

feflo  ,  che  ne  nafcera  un'  altra ,  la  qnale  fara  divifibile 
per  la  potefla  della  dy  per  modo  ,  che  fi  trovera  corn- 
pofla  di  fole  quantitá  finife  ,  e  peró  fi  avera  la  z  data 
per  ia  fola  y,  e  le  coftarjn,  e  la  relazione  della  y  alia  z 
fará  efpreíTa  da  un'  equazione  ^  o  fia  curva  algebraica  , 
Nella  equazione  acjunque  dx  =■  zdy  pofio  in  luogo  di  dy 

il  valore  ,  che  fi  jcicavera  da  tale  equazione  algebraica, 
fj  averanqo  feparate  le  yariabíli . 

E  S  E  M  P  I  O  ,  r. 


SlsL  y  equazione  ydyydx  =:  adx'^  f-  zadx'dy"-  +.  ady'' , 
Ppngo  dx  =  zdy  ;  fatte  le  íbllituzioni  in  luogo  di  dx,  e_i 

fue  potefia ,  averenap  1'  equazione  zydy*  ~  z^dy^-^ 

a  a' 

zzzdy''  -h  ady^  ^  e  dividendo  per  dy^,  fara  zy  — 

a  a 
+■  2ZZ  +-0  3?  pero  y         t-  22 -h-aa^,  q  dy  ~  i%zd%  4- 

tdz  —  aadz,  adunque  z^- dx  ~  $z'dz+  zzdz  —  adz  . 

Si 
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Si  faccia  paíTaggio  ali'integrazioni  ,  fara  dunque  =: 
+       —  Iz  ,  prefo  il  logaritmo  nella  logarítmica-. 
4a  *  a 

deíla  fottangente  a  .  Quindi  fi  ánno  1  valor  i  delle  duc 
coordinace  a?  ,  y  della  equazione  diííerenziale  proporta_, 
per  mczzo  di  due  curve ,  che  ánno  la  comunc  indeter- 
minata  z  .  Per  avere  la  cofiruzione  íi  proceda  cosí . 

Nell'aíre  QE  (Fig.t.)  prefe  le  affiffe  ,  fi  defcriva 
la  curva  DAH  d¿ir  equazione  y  =:     -h  22-t-¿2a  ,  c  la_. 

curva  RIK  dell'  equazione  x  =  33  +  4- —  tz,  faranno 

le  EH~yy^  EK=zx  le -coordinare  dalla  propofía  cur- 
va diíFerenziale  ,  per  la  coftruzione  della  quale  ,  fattsu, 
CM  parallela  ad  EK,  fi  producá  KM  in  JV,  onde  íia 
ferapre  MN  =  EH;  e  la  curva  NBN  fará  la  ricercata  , 

E  S  E  M  P  I  O  It 

Sia  r  equazione  y^dx^  -h  aaydydx  a^dy^  .  Pongo 
dx  =  zdy  i  fatte  le  foflituzioni  ,  avererao  z^y^dy^  -k-. 

aaz*ydy  ^~  a^dy^  ,  e  dividendo  per  i)/' ,  z^y^  -h-  a^z^y  = 

tf'  ;  fara  adunque  la  z  data  per  la  fola  7  ,  e  le  coílan- 


variabili . 

Per  avere  la  curva  della  propofia  equazione  dífFe- 
renziale .  AlP  aíTe.  CE  ^  (  F¿g.  )  fi  deferida  la  curva  IK 
deirequazione  z'y'^a'z^y^a^y  eíTendo  le  CM  =  j  , 
MK  —  z  ;  in  KM  prodotía  fi  prenda  MM  eguale  alio 
fpazio  CMKI  divifo  per         fara  MN::::  r zdy  ::z  x  ^ 


ed  il  punto  A'^  in  curva  - 

i8.    Si  puó  rendere  piü  genérale  il  método  del 
num,  14,  col  trasformare^le  equazioni,  che  non  ánno  la 
condizione  dclle  fommc  egaali  degl' erponenti  ^  in  altre^ 
cTie  abbiano  elTe  fomme  egualí,  e  íiano  in  confeguenza 
foggette  al  canone  di  eíTo  numero .  Ci6  in  due  maniere 
íl  puo  fare  .   L'  i3na  fará  di  ferviríi  di  congrue  foíl:Ítu- 
zioni  y  delle  quali  per6  non  v'  é  regola  alcana  ,  ed  i 
foli  efempj  poíTono  farcene  acquiÜare  1' indufiria  ;  Lval- 
tra  alterando  gli  efponenti  della  propoíia  formóla  ,  o 
cquazione  a  fine  di  determinare  almeno  ,  in  quali  caíij 
e  con  quale  follituzione  poíTa  nufcire  di  trasfor.maría  in 
una  equivalente  ^  in  cui  fi  verifichi  la  condizione  pre- 
fcritta  ;  cosí  fe  non  ü  potranno  generalmente  fcparare 
lé  variabili  3  fi  determincranao  ir^finiti  c^fi  ^  ne'  quali  la 
feparazione  fuccede  * 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  L 

E  quanto  aüa  prima  irsaníera  :  fia  1'  equazioae.* 

ñx  V  aaxsí  i-az^  ~  zzdz  ,  che  non  á  la  neceíTaria  con- 
dizione.  Faccio      =  ayy,  e  difFefenziando  zzdz  —zaycly; 

  3 

e  per6,  fatte  le  foflituzioni ,  dx\^  aaxx  -i-aayy  —  zaydy^ 

i 

efpreífione  ,  che  pnó  trattarfi  col  método  del  num.  14. 

Si  puo  avere  1' intento  anche  ponendo  i^^axx  -f-^íz'  =¡3«, 
e  pero  aaxx az^  ::=.aauu,  e  dífierenziando,  zaaxdx-t- 
^azzdz  =  zaaudii ,  cioé  zzdz  zz  laudu  —  laxdx  \  e  fatte 

Le  foílituzioni ,  udx  =;  zudu  —  ixdx  , 

i 

E  S  E  M  P  I  O    I  t 


Sia  r  equazione  x  ^  dx    xxdy  =  áy .  Faccio  v.a-^yrz.%^ 

é  pero  a-i~y  =  zZi  e  dy  —  %zdz  ,  eToÜituendo,  xHx-^ 
zxxdz  =  zzdz  .  Ma  que  lia  ricerca  in  oltre  un'  altra  pic- 
cola  riduzione;  pongo  per  tanto  xx  —  u,  ^  petb  x'^zzuUf 

e 
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e  4x''dx'=.  2íidUy  quindi  furrogad  i  valori,  fara  finalmen- 
te udu  4-  2udz  ^  zzdz  ,  il  che  ec, 

ip.  PaíTo  alia  feconda  maniera  con  alterare  gliefpo- 
nenti,  e  peró  prendo  1'  equazione  genérale  di  tre  termini 
ay^x^dx-^  bylxPdx-i-cíí^y'  dy^o,  in  cui  i  fegni  poíTo- 
no  eíTere,  comunque  fi  vuole,  pofitivi  ,  o  negativi.  Sé 
foíTe  m~q-i-  p~r  -h  s  ,  farebbe  il  cafo  del  num.  14. ; 
ma  fuppoíío,  che  ffa  le  fomme  degli  efponenti  non  v] 
íla  quefla  egiiaglianza  ,  fi  ponga  y  ~  ,  onde  dy  zz 
tz'^~  ^dZjy^  —  z"^,  yizzzli^y^—z^* ,  e  fatte  le  debite  fo* 
ílituzíoni  nella  propofla  equazione  ,  fará 
az*'*¡>e'^dx-i~bz^^ xPdx-^tcM^z^^'^^'~' ^dz  —  o  .  Ma  per 
la  condizione  del  fuddetio  num.  14.  fa  di  meílieri,  che 
íia  -h  f»  =  2*?  +■  p  r  +'St  -i-í  —  I ;  dalla  prima  equazio- 
ne adunque  nt  m  ^  qt -i- p  careraffi  il  valore  dell'efpo- 
nente  aííunto  t  =  p  —  m,  il  quale  foílituito  nella  fecon- 

n  —  q 

da  qt  ^p  —  r-i-st-i- 1 —  i ,  ofia  s  —  q-¥-  iXt  =  p  — 

ci  dará  j-  —  q+-i  X  P  —  ^  =P  —  ^  X  «  —  q  j  che  é 
la  condizione  ,  che  devono  avere  gli  efponenti  della.^ 
propoíla  equazione  ,  vecificandoü  la  quale,  fará  fempre 
xiducibile  al  canone  del  num.  14. ,  e  la  folUtuzione  da 

p  —  m 

farfi  fará  y  zz        ^  * 

Se 
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Se  in  luogo  di  porre  y^%^  aveíTi  poílo 

averei  trovata  la  raedelmia  condiztone  tia  verificarfi  ne- 
gli' efpünenti  ,  m^' farebbe  t  —  n^q^  e  pera  la  foíU- 

p — m 

tuzione  da  faiTi  ^  s 

p  m 

Puó  darfi  ,  che  la  foílimzione  y  ~z  «~?  diven- 
ga impoíTibile  ^  cioe  quando  Cía.  p  =.  m  ,  o  n  =  q  ;  ina_. 
fi  avverra  j,  che  in  qucíH  cafi  le  indeter mínate  fono  fe- 
parabili  íen?;a  bifogno  di  riduzione  , 

Nella  equazione  canónica  ay^^x^" dx +- by"? xTdx +- 
cx'^y^dy  =  o,  fe  oltris  la  fuppoíizione  di  ^  =:  z* ,  {i  porra 
ancora  a;  —  «* ,  fatte  tutte  le  foflituxioni  ,  fi  trovera 
,r  equazipne  aiz  ^^u'^^^^^du  +-  biz       -H  *  ^»  íá«  -1- 
ctü^^z^^-^  *'-'^dz  —Q  i  da!  paragone  dcgli  efponcnui  del 
primo ,  e  fecondo  termine  caveraíli  nt^  im^t-i  —  i  —  qt^ 

íp-h  i  • —  I ,  cioé  t  =z  i  X  p  —  ím  ;  dal  paragone  di  qoeiii 

del  fecondo,  e  terzo  fi  trovera  íV -h- ?  ~  i  —  qt +- 
ip+'i  —  I ,  o  íia  í  X  í  —  q-^  i  ~  i  X  p  —  r+-  I ,  e  poflo 
in  bogo  di  t  il Tuo  valore,  i  X  p  —  m  X  s  —  q+^i  = 

¿X»  —  ^Xí  —  í'-ei,  che  é  la  candizione  ,  che  de- 
'vono  avere  gil  efponenti  dell' equazione  propoik;  ma^ 
la  lettera  i  fparifce  dalla  condizione  ,  dunque  é  ííata 
affáito  fuperñua  la  fecopda  foUitu?;¡one  dí  nc  —     ,  dal' 

che 
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che  s'inferifce,.  che  tütte  le  farmoíe  al  canone  detnum, 

1 4.  mú-  poíTono  ri  d  u  r  fl  ge  n  er al  tue  nte , ,  ■  ma..  folo  qu  elle , 

ih' cui  íi  VeFífichi  la  condiziorie ''p'— X  -s"  —  í*"^  — 
n  —qVs  f  —  r  +•  i  .  líleíTamente  fi  difcorra  dell'altre, 
che  quanto-  prima  maneggiero  y  compofte  di  maggíor 
numero  idi  termíni  . 

20.    Crefcendo  íl  numero' de' ternTÍni  ol'tre  il  tre,, 
crefce  irteíTa  mente  íl  tí  □mero  delle  condizioni  ,  che  de- 
vono  ave  re  gíi  efponenti  delíe  equazioni  ,  acció  fieno 
riducibiU  al  método  del  num.  14.  Prertdo  l'equaziorie' 
canónica  di  quattro-  itviñmí  '  ax'"y*'dk  ^  htcPy^d»!  +•■ 
CKf^y'-dy-i^fx^y^'dy  .  Voñá  y  tz        dy  ~  fz*— ,  e_D 
fatte    le    fortítuzioni  ,  íara   az^^x-^^^dx -i-^  bz'i^xPdx  '4-' 
tcx  z  ííz        ^  z  ¿z  .  Deve  adu nqüe_» 

eíTere  »r+^  w  —  f  ,  onde  íí  .caverá  il  valore  del?  ef- 
ponente  aíTunto  t    p — m  .  De  ve  eíTere  pare  r+.jí  -h 

n  — 'q-  ' 

t —  X  =  qt~i-p  s  o  Ü3.  s$~-qt^t  :=:p  —  r  +•  T  ^  e  pofío» 

il  valore  dj  t ,  íara  s  —  q-^tXp' —  m—p  —  v-^-  tXw~?» 
prima  condiziosé'.  Ma  in  oltre  deve  eíTere  í -t-  m-i-t- — izz 
qt-hp  3  o  fta  tu-.—  qt  -^t  —p  —  ?-t-i  ,  e  .  poílo  il  valore 

■  di  t ,  ü—~.q+- 1;  X  p-^ ^  ^  P —  í  I  X  »  — ^ ^'"j'  féconda 
condrzione  . .  Se .  .adíirique  gli;  efponenti  d"  una  pi'opoüa_,. 
equazione  faranno-  tali  ,  che  ambe  le  ritrovate  condh- 
zíoni  fi  verífichino  ,,  fará  eíTa  riducihile.^a|  .cafo,  dei 

num» 


ÁNÍ^UTICHE  LIB.  IV;  885 

num.  14.5  e  la  fortituzione  da  farfi  fara  ?  . 

Se  le  equa2;ioni  avranno  cinque  termini  ,  le  condi- 
zíoni  da  yerificarfi  faranno  tre  ^  e  cosí  fi  vada  difcor- 
rendo  . 

E  S  E  M  P  I  O  . 

Sia  Tequazione  ay^xdx^  byyx^d:^  ^  cxdy  .  Parago* 
nata  queíU  con  la  canónica  ^  fará  n  =  ^  m  zz  i  ^  q  —  z^ 
pzzl^rzzi^s  — o;e  perché  nel  prefente  cafo  fi  ve- 
rifica ia  coadizione  i-  —  q-n  i  X  p — m::zp~r-^  i  Xn — 
dandoci  —  iX  — '^—7X1?  che  é  una  veritá  ^  fara 
riducibile  al  método  del  nara.  14.  l'equazione  ,  e  la  fo-f 

üituzione  da  faríi  fará  y     z'^  —  í  ^. Pongo adun- 

— ^    —  i  —  j 

e  fatte  le  foffituzioni  ^  trovo  az     ^xdx-^bz^  ^ x^dxzz 

€xz  ^  dz  5  ed  eccola  ridotta  al  cafo  del  fuddvtta 
numero ,  - 

21.  Ma  fenz-a  rapportare  le  partlcolari  equazioní 
alie  cano  ni  che  ,  tarnerá  forle  piü  cómodo  il  .maneggiai:- 
le  folc  eolio  ílcífu  método  . 

m  m  ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  I. 

I  11 

Sia  adunque  l'equazione  ay  ^  x  ^  díc  —  hx^dy  =: 

y 

e-xxydy  .  Pongo  a?  =:  z« ,  da  =:  íz^—  dz  ;  fatte  le  fofíi- 

tuzioni ,  fará  tay  s  z  *  dz  —  bz'í^y"  ^dy  =  cz^^ydy^ 
ma  deve  eíTere  i  +-  tn+  t — i  =  gí-^i  »  quindi  rica- 

vo  í  =  2  ,  il  qual  valore  pofto  in  iuogo  di  f  mi  da  I*e- 
I  14 

c[uazÍone  iay  ^  z"^  dz — bz^ ^dy  — cz^ydy  ^  chs  h  ap- 
punto  il  cafo  del  num.  14.  La  íbílituzione  da  farfi  é 
adunque  x  ^  zz , 

E  S  E  M  P  I  O  IT. 

JL  á  X 

Sia  l'equazione  x  *  dx-i-y  ^  dx-^  x^ydy  m  y^dy  , 

Pongo  jjí  z:  z*  ,  e  dy  ^  tz*—^dz  ,  fatte  le  foliítiizioni  , 

fará  x'^  dx-i-  z  *  dx-i-tx  *  z  * ¿íz  =  /z  í  *-f-  f ■  ííj;. 
Ma  deve  eíTere  7  =     ,  quindi  ricavo  í  -  l  ,  il  qnal 

valo- 
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valore  pofío  in  luogo  di  t  mí  da  i'equazione 

-  i.  i  I*~  ^-  i.  * 

*     -f-  z  *  áA-  +-  -|  A- *  a  4        =  -|  K  *     ,  che  appun-. 

to  é  il  cafo  del  numero  14.  La  foftituzione  da  farfi  é 
aduncjue  j;/  =  z  ^  , 

E  S  E  M  P  I  O  III. 

Sia  I'equazione  ¿jjy)/A?Ari^  +-  bdx  -h  í'^jí-^íaí  ~i-  fx'^yydy  —  o . 
Pongo  _jí  =  z* ,  ¿jíy  =  íz*—  '  ¿¿z  ;  fatte  le  fol'íituzioni ,  fa- 
ra,  az'^^xxdx  4-  ¿-í/j?  -f-  cz* .vía?  -h  ¡f/V'*z**  +■  =  o  . 

Má  deve  eíTere  2í-(-  2  =:  f +- 1  ,  quindi  ricavo  tzz —  i  , 
il  qual  valore  poflo  in  luogo  di  t  mi  da  I'equazione^ 
üxxdx  +-  bdx  4*  cxdx  —  fx'^dz  ~  o  ,  che  é  appunto  il 

ZZ  Z  Z" 

cafo  del  num.  14.  La  foftituzionc  da  faríi  é  adunque^ 

z 

22.  Refo  piú  genérale  il  método  del  num.  14. , 
paíTo  ad  un'  altro  ,  che  é  puré  genérale  nel  fuo  gene- 
re .  Comprende  queílo  tutte  quelle  equazioni ,  nelle  quali 
né  le  indeterminate  ,  né  i  loro  diflerenziali  ohrepaíTano 
la  prima  dimenfione  . 

Sia  per  tanto  I'equazione,  diíferenziale  genérale,  che 
abbraccia  tutti  i  cafi  paflibili,  ne'  quali  le  variabilij  e  loro 

m  m  2  dif- 
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diñerenziali  non  afcendono  oltre  la  prima  dimetifione 
axdx  +-  bydy  +-  cydx  -ir  gxdy  -t-fdx  +-  bdy  =  0.1  coe£Eicienti 
a,  b  te.  poíTono  eíTere  afFermativi  ,  o  negativi,  cd  anche 
zero  ,  conforme  portano  le  circoíUuze  dell'equaziono 
particolare  ,  che  íi  vuole  coíiruire.  Intorno  a  queíla  equa- 
zione  oííervo  in  primo  luogo  ,  che  fe  fara  c  —  g,  cffen- 
do  c ,  e  g  ambe  pofitive  ,  o  ambe  negative  ,  l'equazio- 

ne  potra  integrarfi  ;  imperciocché  fará  4;  c  "Xydx  -t-xdy^s 

—  axdx      bydy  —  fdx  —  hdy  ,  ed  integrando  t±cxy^ 

—  axx  —  hyy  — fx  —  by  .  Ma  non  eíTendo  c—g  ,  fac- 

cío  x  —  p-^A,  yzzq^B;  p  ,  e  q  fono  due  nuovc^ 
indeterminate  ,  e  le  ^  ,  B  due  coflanti  arbitrarle  da  fif- 
farii  nel  progreíTo.  Sara  dunque  dx  —  dp^dy^dq,  xdx  ~ 
pdp  -H  Jdp ,  ydy  =  qdq  +•  Mq .  Collocati  quefti  valori  nella 
equazione  principale  propoíía  ,  nafcerá  la  feguente 

úpdp  +-  aAdp  4-  bqdq  •^•h'Edq  -t-  cqip  4-  gpdq 

•hcBdp         +  gAdq  =  o. 

fdp  -H  hdq 

Se  in  qucíla  equazione  fvaniíTero  i  terminj  fecon- 
do  ,  e  quarto  ,  farebbe  eíTa  il  cafo  del  num.  14. ,  e  ü 
íaprebbero'  feparare  le  indeterminate ,  ma  fvanirá  il  fe- 
condo  termine  fe  íia  aA  CB  -^f  ~  o  ,  ed  il  quarto  fe 
fia  bB-^  gA+-h  ~o  \  quindi  da  queíle  due  equazioni  fi 
dcíerminano  i  valori  dclPaífunte  A,  B  ,  talché  la  nuova 

equa- 
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equazione  fia  il  cafo  del  fuddctto  num.  14.  Sara  per  tanto 
A  :=  — cB — /,       —  gA—      c\oh  A  ~hf  —  ch^  e_> 

¿i  h  cg  —  ab 

B  =:  ah  — fg  .  Se  adtinque  fi  faranno  íe  foflítuzioni 
cg  — ab 

5í~p  +-  bf —  ch  3  y  —  q  -i-ah  — ,  nafce^á  un'  equazio- 

cg —  ab  cg  —  ab 

E5e  da  maneggiarfi  col  método  del  num.  14. 

Se  in  ■  una  particolar  equazione  fuccedeíTe ,  che  foíTe 
bf~cb  ,  ovvero  ab  =fg  di  modo,  che  o  V  una  3  o  l'altra 
delle  coftanti  aíTünte  folfe  zero,  farebbe  indizio,  poterfi 
ottenere  I' intento  con  una  fola  foílituzione .  Sia  per  ca~ 
gion  d' efempio  bf — ch  —tA  z~  o  ;  in  tal  cafo,  Iafciata_- 
cg  —  ab 

la  quantitá  x  colle  fue  diíTei'enze,  bafíerá  in  luogodi^f 
foíHtuire  q-i~B,  e  profeguire  a  norma  di  quanto  é  flato 
detto  di  ibpra  . 

Che  fe  foíTero  nulle  ambe  le  grandezze  ^  ,  B,  in 
SI  fatta  ipotefi  averebbcfi  bf  —  ch  ,  ab  ~  /g ,  ed  ío  con- 
feguenza  cb~ah'=.f\  dunque  cg  —  ab,  conche  non-* 
T  T 

ánno  piü  luogo  le  foftituzioni  praticate  .  Ogni  qual  volta 
adunque  üsLCg^ab,  fi  faccia  la  foílituzione  ax-i-cy^z, 
e  fi  tolga  dall*  equazione  Isl  y  ,  e  dy  ,  Sara  adunque.» 
yzzz  —  aa,  dy     dz  —  adx  ;  fatte  le  foñituzloni  nella 

equa- 
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equazione  príacipale,  íl  avrá  axdx-+- 

hzdz-^  ahxdz — ahzdx  4-  aahxdx  -i-  zdx  —  axdx  +- 

ce 

gxdz  —  agxdx  -i-fdx  4-  bdz  —  abdx  r=  o  ,  cioé  elidendo 

c  c 

il  primo  termine  col  fettimo  ,  e  riducendo  al  común 
denominatore,  bzdz  —  ahxdz  —  abzdx  +-  aahxdx  +■  cczdx-h- 
cgxdz  —  acgxdx  +-  ccfdx  -t^  chdz  —  achdx  =  o  ;  ma  poiché 
cg  —  ab  ,  il  fecondo  termine  elide  il  fefio  ,  ed  il  quarto 
il  fettimo  5  onde  rimane  bzdz  —  ahzdx  cczdx  +-  ccfdx  -t- 
chdz~  achdx  ,  cioé        bzdz  4-  chdz       r:  dx 

ab% — ccz  —  íc/i-  ach 

ESEMPIO  L 

Sia  1' equazione  axdx  -j-  ^aydx-'\^  hxdy —  ahdy  —  o  , 
Faccio  x~p+-  ^¡y^-q  +-By  dx  —  dp^  dy  zz  dq\  faite  le 
foíVituzioni ,  1'  equazione  fará 
'  apdp  +-  aAdp  +-  2aqdp  +■  hpdq  +-  hAdq  =  o  , 

+•  ^aBdp  —  abdq 

V  ultimo  termine  fvanirá ,  fe  íia  bA—ab  =  o  ,  cioé 
A—a  \  fvanirá  il  fecondo  ,  fe  fia  zAB+~  aA=:o  ,  cioé 

3  —  —  f ,  le foflituzioni  fono  adunque xzzp-^  a  ^yzzq  —  la^ 

e  1'  equazione  fi  riduce  al  cafo  del  num.  14. 

Sva- 
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Svaniti  i  fuddetti  termini  nell'  eqaazionc  ,  fi  pu6 
cíTa  integrare  per  raezzo  del  num.  4.  fenza  fervirfi  del 
num.  14. 

E  S  E  M  P  I  O    I  I. 

Sia  1*  equazione  laxdx  —  ^bydy  —  ^aydx  bpídy  ■ — 
aadx—o  .  In  cjuefia  il  coeíEciente  2a  corrifponde  ad  a 
della  canónica  ,  —  2b  alia  —  4a  alia  c  ,  b  alia  e 
fi  da  il  cafo ,  che  fia  cg  ;=  ab  rifpetto  alie  coftanti  della 
canónica;  faccio  adunque  la  foííituzione  ^ax — ¿^ay  =:  z, 
e  pero  y  —  zasi  —  g ,  dy  =  zadx — dz  ;  quindi  elimínate 

4¡3(  4^ 
le  y  ,  e  dy  y  averemo  zaxdx  — 

Saabxdx  +■  ^abzdx    ^ahxdz  —  zbzdz  —  zaxdx-i-  zdx  +- 
i<>aa 

ZahxAx  —  bxdz  —  aadx  ~  o  ,  cioé  ¿^ahzdx  —  zbzdz  -í- 

4i7 

1 6aa%dx  —  i6a^dx-ziOit  pero  dx  =  zbzdz 

^abz-i-  i<5aaz. — i6a* 
23.  Si  le  nótate  equazioni  ,  come  qaelle  ancora  di- 
grado  fuperiore,  poíTono  maneggiarfi  per  mezzo  di  una 
füla ,  ma  piü  compoíia  foQltüzione .  Ripiglio  1*  equazio- 
ne canónica  di  fopra  axdx  +-  bydy  +-cydx  -^gxdy  -t-fdx  -p- 
fciy  =;  o  ,  perché  quelle  di  grado  fuperiore  portano 
calcoli  troppo  longhi,  e  ció,  che  diró  interno  a  queÜa, 

ba- 
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baOerá  per  fdc  vedere  ,  come'  debbano  quellc  trattarfl ; 
Pongo  adunque  sí  ^  Ay  -hp  -^B,  nelk  quale  equazíone 
fníTidiaria  h  p  e  una  nuova  indeterminata  ,  a  cui  noii^ 
li  prefigge  coflante  al  cu  na  ,  perché  farebbe  fuperflua  , 
come  fi  puo  conofcere,  facendo  l'operazione  ;  le  ^  ,  B 
fono  due  coftanti-da  fiíTaiTi  nel  progreílo .  Pofta  adun- 
que. X  =  Jy  -h  p  ~h  fará  dx  —  Jdy-^dp ,  xdx  ~  JAydy-h 
Jpdy  -H  ABdy  +~  Aydp  h-  pdp  4-  Bdp  ,  quindi  furrogati  quefti 
valori  nell'  equazíone  canónica  ,  Cara  eíTa  trasformara-j 
nella  feguente 

aAAydy  -i-aApdy  -i- a  Aydp  +-apdp  -i^aABdy  -f- aBdp 
bydy  4-   gpdy  -h   cydp  +•  gBdy  +-  fdp  zz  o . 

cAydy  .  4-  fAdy 

gAydy  hdy 

■  Conviene  adunque  procurare  di  fare  fvanire  aícuni 
termini.di  queíía  equazíone,  íiírando  opportunamente  is 
arbitrarle  aíTume  A^  B,'e  con  ció  renderla  capace  del 
■fine  5  che  fi  pretende;  quando  pero  fi  Verifichino  alcu- 
ne  condizioni  ,  cíie  n  afeo  no  da'  valor  i  delle  ./í  ,  B  .  Se 
adunque  mancaíTero  i  due  lermini  fecondo  ,  e  terzo , 
farebbero  fe  par  ate  le  variabili ,  ed  integrabiie  i'  eqaazlo- 
ne  .  Ma  acció  fieuo  nulli  eíTi  due  termini  ,  bifogna,  che 
aA  -^g  —  o  rifpetto  al  fecondo ,  tá.  aA  c  rif- 
petto  al  terzo  ,  ed  in  coníeguenza  g—c  ;  ma  pollo  ció, 
1'  equazíone  principale  era  glá  integrabiie  fenza  i'  ajuto, 
d'  al  cuna  operazíoop  . 

Se 
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Se  foíTero  nulli  i  dae  ükimf  íermini  jl'equazíone  fareb- 
be  ridoita  al  canone  del  num.  14.,  raa  accio'  eíE  fparifca- 
no.,  convien  ,  che  frá  aB^~f—  o  nfpeuo  all' ultimo  , 
cioe  B  — /,  ed  aAB-^ gB  -hfA  ^hzzo  rífpetto  al  quin- 

to  ,  ma  furrogato  il  valore  di  B  ,  fara  —  Af —  +• 

Jf+h  —  Oy  ctoé  ah  —gf.  Non  pofTono  adunque  fpa- 
rire  gli  ultimi  due  termini,  e  cosí  per  eíTi  ridurfi  Tequa- 
zione,  fe  non  nel  cafo  particolare  ,  che  ii  verifichi  la_. 
condizione  ab  zzgf. 

Si  proctiri  adunque  di  togliere  il  prima  ,  e  quinto 
termine  ,  con  che  T  equazione  fará  ridotta  al  cafo  de' 
numeri  4.  ,  e  6.  Adunque  fará  rifpetto  al  primo  termine 
aJA  +.b'^cA-h  gA  ~  o  ,  cioé  A  A  ^  c  A  -t-  gA  —  —  b 

da  cui  fí  ricaverá  il  valore  delí'  afTunta  A  ;  trovato  que- 
ílo  5  fcopriraíTi  quello  di  E  dal  quinto  termine  ,  e  fara 
B  =' — f-^  —  ^ j  e  la  nuova  equazione  verrá  ad  eíTere^ 

aA+-g  Xpdy  h-  a  A  -hc  X  y<ip  ~  —apdp  —  aBdp  — ■  fdp^  che 
fi  coñruirá  per  mezzo  del  nura.  4. ,fe'i  co&fficienü  de" 
due  primi  termini  faranno  ambi  pofitívi,  o  negativi ;  e 
per  mezzo  del  num.  6..^  fe  uno  fia  poíitivo  ,  negativo 
1*  aliro  . 

n  tx  Ma 


f 
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Ma  per  ottenere  la  bramata  feparazione, 'bañera far 
fvanire  il  primo  termine  dall'  equazíone  fuíTidiaria  ,  po- 
nendo  aJJ-i^cA  gA-i-  b  ~o  ,  mentre'  poíh  =  o  la_. 
íjoftante  aOunta  B  ,  che  in  querto  cafo  riefce  fuperflua, 

reflerá  i*  equazione  — ■  apdp  —  fdp  =z  aA  -t-g  X  P'^y 
fA  ^hX  dy-taj'^cXydp,  neíla  quale  fi  feparano  le^ 
variabili  col  método  ,  che  prenderó  a  fpiegare  nel  nu- 
mero j  che  fiegue;  o  puré  con  1' antecedente  per  mezzo 

di  una  facile  preparazíone  ,  cioe  faceridp  Aa-hgX  p-^ 
fj-i-hzzq  ,  e  diñerenziando  Aa-^  gXdp^  dq\  dunque 
ípíliíuendo  ,  —  a^dp — fdp  =  qáy^Aa+-  cXydq  ,  Si  dee 

per^  riflettere,  che  nel  fare  ufo  di  queíle  formóle  bene 
fpeíTp  s'  infinuano  le  quantita  immag!nari§  nafcenti  dalla 
equazione  quadratica  affetta  dal  lato  aAA  ^  cA^  gA-i- 
b  —  o  i  ed  eíTe  non  folo  rinvengono  nelle  grandezze 
coefEcienti  j  ma  paíTano  talvolta  negli  efponenti;  e  per- 
che fm  ora  non  fi  fanno  maneggiare  ,  fa  d' uopo  evi- 
tarle j  e  fea  varj  metodi  valer fi  di  quello  ,  che  piíi  cade 
jn  acconcio , 


ESEM- 
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,^  _^„E  S  E  M  P  I  O. 

Sía  l'equazione  abxxdx  -h  bbyxdx  +  a  ^ydx  -t-  aabydy-h  > 
a '  xdy  —  o  .  Pongo  y  ^  Ax  p  ^-B  (  foíHtuifco  in  luogo 
delk  piuttoílo ,  che  della  perché  preveggo  U  cal- 
cólo piü  breve)  Siáúnqut  dy  ~  Mx -k- dp .  Fatte  pertanto 
le  fortiTuzioni ,  averaíTi  1'  equazione 

ahxxdx-^bbpxdx+- bbBxdx-na ' pdx~i-'^^  Bdx^aahJxdp^  aahpdp+-aahBdp 

4-  aahAAxdx 

OfTervo  ,  che  fe  ia  que  fía  equazione  fpariíTero  i  termi- 
ni  I  ,  5  ,  5  ,  e  íf.,  avrebboaíi  le  indetenuinate  fepara- 
bili ,  perché  farebbe 

bbpxdx  +-  a^pdx  -í- aabpdp  +-  aahBdp     o  , 

4-  aabApdx 
e  dividendo  per  p  , 

hbxdx     a^dx  +■  aabAdx  =  —  aabdp  —  aahBdp  .  Acció 

adunque  fparifca  il  primo,  bifogna  ,  che  fia  a -i-^^^: o, 
ciüé  A  —  — e  con  ció  fparifcono  puré  il  quinto  ,  e 

ferto  fenza ,  che  nafca  condízione  alcuna  .  Accíó  fparif- 
ca il  terzo  ,  conviene  ,  che  fu  bbB  ^  za'^  A  -<r-  mbAA  —o, 
e  furrogato  il  valore  di  A  ^  bbB~~za^     a^b  :^  o  ,  cioé 

T  ir 

nn  2  B  ~ 
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B  =  4!*.  La  foflituzione  adimcjue  fara_y=  — ¿ia? -t-p +-áf 

b  f' 

e  I'equazionej  che  indi  nafce  ,  bhxdse-=^'^aahdp — £^^> 

24.    Confiíle  il  nietodo  di  queíío  nninero  nel  diC- 
porre  prirnieramente  l'equazione  propolU  in  maniera  , 
che  le  quantitá  differenziali  refliao  accompagnate  rifpet- 
tivamente  dalle  loro  indeterminate    e  fi  faccia  ,  per  co- 
sí.diré  ,  una  dimezzata  feparazione  ,  rigettando  .ne'  co- 
muni  moltiplicatori ,  o'  divifori  quelle  grandezze  ,  che 
turbano  roperazione;  indi  preía  la  fommatoria  della^ 
differenziale  cosí  preparara  compota  di  düe  incognítc  , 
ü  deve  porre  eguale  ad  una  variabile  aílunta  ,  e  col 
mezzo  d'una  eqoazione  aufiliaria  daré  una  nuova  forma 
alia  principale  .  Finalmente  fatta  oíTervazione  a  ció,  che 
fuccede  ,  deve  rinnovarfi  I'operazione  fino  a  tanto  ,  che 
ÍI  confeguifca  la  bramata  feparazione  ,  o  fi  vegga  eíFe- 
re  la  formóla  fuperiore  alia  noÜra  indu liria  . 

•A  di  vantaggio  queÜo  método  fopra  degli  altri , 
chevalendofi  noidelle  foílituzioni ,  nel  tempo  fleíTo  ci  infe- 
gna,  quali  fieno  le  legitime  ,  e  quali  le  inutili  .  Si  oirer- 
vi  petó  ,  eíTervi  delíe  eqaaüioni  ,  che  non  ammettono 
Tanificio  del  pr?fente  método,  fe  prima  non  vengano 
con  qualche  indafiria  pteparate  .  11  ñuto  s'intenderá  n:ie- 
glio  dagli  efemp]  . 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  L 

Ci  venga  propoíía  l'equazíone 
x^  dy-hy^dx  -z:  dz  ^  nella  qualc  la  Í2  é  una 

XX  ^yy  y  XX  ^  yy  —  xxyy 

funzione  qualunque  di  x  ,  ovvero  di  y  .  Metto  da  parte 

la  quaniita  ¡^x^yy  V  xx^yy — xxyy  ^  che  é  una  affe- 
done  cumuoe  a  due  termini  ,  che  cornpongono  la  pri- 
nía  pane  deirequazione  ,  refíerA  la  difTerenziale  nuda.^ 
x\dy  ^y^dx  .  Divido  dx  per  x'  ^  dy  per  y^  ^  c  pero  fa* 

ra  x^dy  -Hy^  dx  'z:  x^y^  X  dy-^dx  ,  onde  la  propofta^ 

y^  x^ 

equazione  prenderá  il  nuevo  afpetto 

x  ^  y^  X  dx     dy  ~  dz  .  Ottenuta^ 

xx-^yy     XX -^yy  —  xxyy 

queíia  dimezzata  feparazione  ,  in  cai  le  fluíTioni  dx  ^  dy 
vengono  combinare  femplicemente  coUe  fanzioni  deile  loro 
fluenti  5  o  fia  variabilí  x""  ^y\c  ^\  altri  termini  cortituiíco- 
no  una  quantitaquaü  ertranea,che  fa  figura  di  moltiplicatore; 
pongo  dx^dy  :z  —  dpj  e  peio  integrando^  ^  a'  zzp^ 

x^     y^  2XX  2yy 

qumdi  ritrovato  il  valore  ,  per  efempio  di  xz:       y  ^ 

%yyp  — 

e 


898  INSTITUZIONI 

e  fonituito  queíío  in  luogo  di     ,  e  —  ^  ^^^S^ 

a' 

dx  4-  dy  nell' equazioae  ,  fará  eíTa  —  dpX  aV  a  —  dz, 
il  che  ec. 

Raccolgafi ,  che  prefa  ad  arbitrio  una  quantitá  in  qual- 
fivoglia  modo  data  per  p  ,  come  p  —  a  ,  fará  a  =  a 

,  cioé  ^  =  ,  con  che  in  un  battcr  d'  occhio  á 
ayy  Vxx-^yy 

fcoprono  le  infinite  foííiruzioni  ,  che  fervono  alia  bra- 
mata  feparaz;one  .  Tutte  le  altre  poíTibili  fono  inutili , 
e  la  fe  i  a  ao  le  varíabili  piíi  di  prima  con  fufe  . 

Si  noti  di  plü,  che  coíle  fpiegate  folliituzioni  fpeíTe 
volte  accade  ,  che  in  un  membro  dell'  equazione  ci  reííi 
qualche  funzione  dell'  una ,  o  dell'  altra  variabile  ^  ,  o 
puré  y  \  nel  qual  cafo  fe  la  d%  foíTe  data  per  la  varia- 
bile ,  di  cui  reíía  la  funzione  ,  una  femplice  divifione 
fupplirebbe  al  bifogno  . 

E  S  E  M  P  I  O  U. 

Sia  1*  equazione  2ydy  -i-  xd'^  +-ydx  =  iz ,  in  cui  la  dz 

a-^x-i-y 

fia  data  in  qualfivogíia  modo  per  y  .  Per  ridurre  al  mé- 
todo 
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todo  quefla  equazione ,  prendo  1'  intégrale  del  numera- 
tore  della  frazione  ,  cioe  _jíy  e  lo  pongo  =  p  , 

qiiíndi  falta  fvanire  dall'  equazione  h  x  ^  Q  dx  ,  coilo- 
candovi  il  iuo  valore  ,  9  la  nueva  equazione   dp  —dzy 

y 

ehe  í"^  ríduce  alia  feguente  ydp  r^pdz  —  aydz ;  e  queíla  pre- 
párala fecondo  il  método,  fi  trova  eífere  pXdp^dzzzadZo 

Faccio  dp  —  dz  "dq  ,  e  peró  Ip-^  f  dzj=.lq  ;  pongo 

í       y     i  J  y 

jn  oltrey^  =  e  qn  logaritmo  coflante)  far» 

Ip  —  iq  =ulm>  e  paíTando  dalle  quantita  logaritmiche 
alie  efponenzialia  p  zim",  Fatte  adunque  nell'  equazio- 
T 

jie  ridotta  le  fofiituziotii  dj  dq  in  luogo  di^— ííz,  e  di 

3  P  T 

m"q  in  luogo  cli  p  ,  fara  m^dqzz  adz  ,  cioe  dq  ~  adz  , 

in  cui  fono  feparate  le  variabili ,  per  eíTere  tanto  4z, 
quanto  m"  date  per  y  ,  il  che  ec. 
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E  S  E  M  P  I  O    II  I. 

Sia  r  equazione  2xxdx  +-  xydy  -j-yydis  =:  s^m^ydy . 

M^^Hxyy-^a^  l^xx-h  yy 

Prima  di  tentare  quefla  formóla  fara  bene  ridurla  .  Of- 
fervo  j  che  il  fecondo  membro  é  integrabile ,  e  la  fuá 

fomraatoria  é  ^xx-t-  yy  .  (  num.  lo.  )  Pongo  per  tanto 

Í/XX+- yy  =  3  j  e  fatta  fvanire  la  y  ,  attefo  che  le  fue_, 
funzioni  montano  al  quadrato  ,  coUocando  zz  —  xx  la. 
luogo  á'í  yy  9  e  zdz  — íídx  in  luogo  di  ydy  ,  averemo 
1'  equazione  zxxdx  +■  xzdz  —  xxdx  -f-  zzdx  —  xxdx  ~dzs 

xxzz  +-  a'*- 

cioe  xzdz    zzdíí  —  dz  ,  la  quale  preparata  al  folito  fara 
xxzz-h  a* 

%  y^xdz  -H  zdx  ~  dz .  Faccio  xdz  -t-  zdx  —  dp ,  ed 
''iíxzz+-a'' 

integrando  xz~  p  ,  e  fatta  fvanire  la  a?  ,  averemo 

zdp      ■=.dz¡f  t  finalmente      dp      zz  dz^  il  che  ec. 
fp^-  aa  pp-^  aa  z 
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E  S  E  M  P  í  O    I  V. 

Sia      equazione  ultima  dell'  antecedente  numero 

—  apdp—fdp  —  üA^  g  Xpdy  ^f^^  bXdy-h  aA^  (^Xydp^ 
che  ó  promeiro  di  collruíre  .  Pre parata  queíla  fecondo 
^  il  método  ,  e  fatto  per  brevitá  aA-^  g—e  ^  fA-^b:i:m^ 
üA  -^c  zzn^  fi  riduce  ad  eíTere 

"  apdp  —  filp  ^  y  X  dy  ^  ndp  ,  Pongo  adunque  dy  ^ 
ep-h-m^  y      ep^-  m  y 

ndp  ~  dq  ^  ed  integrando  /jj;  4-  ^  /|?  -h    n  /  ^^  e  peró 
ep-h  m  q 

y  ~     q      5  e  fatta  fvanice  la  ^  ,  averaífi 

n 

m  e 

"'^P^y.r^f^P  ^  J  ^^^^  —apdpj—fdpXp^  7  ^  -¿í, 

ep^m       ^  ep  - 

m  o 

il  che  ec. 
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E'S  É  M  P  I  O  V. 

Sia  I'equazione-  gia  prepárata 
X  »fdx  -h  ydy  =      X       —       »  che  fcrivo  cosí 
^  m  _  a  )/  ^fdx-hydy  =  ydx  —  xdy  ,  a  fine  di  rendere  in- 

,v"  y  y 

tegrabile  il  fecondo  membro  .  In  quefla  far6  ufo  d'una 
doppia  foflituzione  ,  e  pero  pongo  xdx -i- ydy  ~  pd-p , 
cd  integrando,  xx  +■  yy  =pp ;  pongo  in  ohreydx  —  xdy  -  dq , 

yy 

ed  integrando  x-  q  .  Fatte  le  foflituzíoni  ,  averaffi 

"F" 

yfn^z     p¿p~  dq\        yy-  pp  —  Ptx  ,  ed  íííí  =  qqyy 

adunque  fara  yy^pp  —  í'^j'J'  s  cioé      -_PP__  * 

j/ff)  — a~     pwr-.i     j  x^  —  q"p"   ;  foílituiti  per  tanto 

aa-hqq  aa^qq^ 
queíli  valor:  di  ^í™"*  ,  e  di  x"  ^  averaífi        «— '¿(pz: 

gf"í¿g'X  *      5     che  ec. 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  VI. 

Sia  rcquazioae  %p:dy  —  %ydx    dz  ^  in  coi  dz  é  data 

in  qualfivoglia  modo  per  x  ^  o  \>tT  y  ^  OfTervo  ,  che  il 
numcratore  del  primo  membro  zxdy  —  ^ydx  é  integra- 
bile  quando  fi  divida  per  xx  ,  ed  il  fuo  intégrale  é 
%y  ^  e  per  6  dírpongo  ¡'equazione  cosí 

I  X  "^xdy  —  lydx  —  dz  ;  pongo  ty  —  p  ^  onde_»" 
X — y 

fará  ixdy  —  lydx  —  dp  ^  '  c  Pequazione  fi  mulera  nella^ 

XX 

fcguente     dp     —  dz  ;  ma  2y^px  \  ed  yy  zz  ppxx  , 

 ™  ti         xoa  4 

X  —y 

dunque  fatte  le  follituzioni ,  4p  ~  dz  ^ 

xx—pxx^ppxx 
4 

e  moltiplicando  per  xx  ,        dp      =r  dz  5  in  cui  fono 

4 

feparate  le  variabiii  .  Paífo  avanti  all'iotegvazione  5  ^ 

00  2  pero 
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pero  fará   2    -f-  c  =:  ^ ;  e  pofl-o  il  valore  di  p  , 

^J*dz,  e  riducendo  al  común  deriomina- 


+-  c 


X 


loxQ,ix  +-  ex  —  cv  ~  jfí/s.  Polla  la  coíhnte  ff=:o,avre- 


■f 


X  ,   y 

roo  %x  -  Cáz ; pofla  o 2 , fara ^%)^  =  ídz^  altro  inte- 

x^y    J  J 

grale  della  propofta  formóla  diverfo  dal  primo  ;  pofia 

finalmente  ¿7  =  ~  i ,  nafcerá  il  terzo  intégrale  ^m-j;  r:  T ¿¿2;  • 

^  y  7 

25.    I!  método,  che  ora  prendo  a  fpiegarCj  quan- 
tunqoe  moho  limitato  ,  é  pero  di  grande  ufo  ne*  cafi 
particokri.  Con  queflo  íI  íeparano  .le  yariabili  nell'equa- 
zione  Q2.v\omc^  ady  —  yfdx  ^  hy^' qdx  ^  in  cui  le  qnantilá 
q  s'intendono  date  tn  qualcnqae  modo  per  x;  le  h 
fono  cQllanti  ^  i  fegai  poíTono  eííere  poGtivi ,  e  negativi 
a  placeré  ,  e  I'  efponente  n  puo  eíTcrc  imiero  ,  retro  ] 
pofitivo,  negativo^  ed  anco  zero.  Sia  adonque  1' eqga- 
2¡ione  ady  zz  ypdx     by^qdx  -  Si  faccia  y^zu  y  (z^  cd  u 
fono  due  nuove  variabili)  e  diíFerenziando,  dy~zdu  4-  udz^ 
e  follítuendo  in  luogo  di  dy  ^  ói  y  ^  e  di  j^'^  i  valori 
zdti  '^udz^  uz  y  íi^2;%  averaíE  i'eqiia^ione  azdu  ^audzzz 
uzpd:¡c bzHi'' qdx ^  neUa  quale  fe  due  termini  fparifferOj 

íi 
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fi  feparerebbero  Ic  i nde termínate  .  Per  far  ció  íi  finga 
un'  equazione  tra  due  terniiai  ^í/iz;  :::  uzpdx  ,  dunquc^ 

.  adz    fáx ^  ed  integrando ,  alz::z pdx^  e  paíTando  da' 
logaritmí  alie  quantitá  efponenziali  ,  z^  —  m  fí^^^^  o  fia^ 

ffdx 

^  \  fuppoíla  Punitá  :=ilm.  Quefl:' ultima  equazio- 
ne mi  moíka  il  valore  di  e  infegna,  che  per  ri- 
durre  1'  equazione  proporta  a  due  foli  termini  3  e  farej 
che  gl' altri  due  íi  difirüggano  ^  íl  doveva  in  vece  di 

/  p^jf  f  pdx 

yzzzu  porre  y  :^  um    ^  ^  cioé  ly^m  ^  ^  o  fia  /y  —  lu^ 

íi 

/pdx  y  e  diñerenziaodo  ^  ady' — adu  =  pdx  ^  e  pcró  ady^ 
a  '  y  u 

ypdx^aydu  .  Sortituifco  adunqiie  nell' equazione  canoni* 

li 

ca  ady  —  ypdx  +  hy'^qdx  in  luogo  di  dy  il  valore  ritro 

vate  3  e  {^r^ypdx-^  áydu     ypdx^  by'^  qdx  ^  cioé  aydu^ 

ti 

hy^qdx  5  e  petó  adu  zz  hy^^~  ^qdx  ;  y  zzzu  ^  ed 
y^—  '  zzzz^'^^u''™^^  onde  finalmente  adu  ^bz —  '  qdx^ 

equazione  in  cui  fono  feparate  le  variabili  ^  per  eíTcríi 
tro\  ata  la  z  data  per  x  ,  Qua.ndo  íiafi  giuoto  alP  equa- 
zione alz^  I  pdx  j  egíi  é  ceno  ^  che  fe  p  data  per 
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X  fará  tale  ,  che  T  intégrale  j' pdx  dipenda  dalla  qua- 

dratura  deiriperbola ,  o  fia  da'  logaritmi ,  e  la  qnantita 
a  fia  un  numero  qualunque  ,  fará  algebraica  la  relazio-, 
ne  di  2  ad  w  ,  ed  in  ogni  altro  cafo  trafcendente  . 

E  qui  fi  olTervi ,  acció  una  data  equazione  fia  il 
cafo  della  formóla  canónica  ,  eífere  neceíTario  ,  che  fi 
adem piano  le  fegnenti  condizioni  ,  cioé  che  la  differen- 
7.a.  dy  poffa  refiar  da  fe  fola  ,  o  al  piü  molriplicata  per 
una  cortante  in  una  parte  dell'equazione  ;  che  nell'altra 
parte  dell'  equazione  il  primo  termine  contenga  la_. 
differenza  dx  mbltiplicata  per  qual  íi  fia  funzione  di  x 
efpreíTa  ptr  p  ,  e  per  l'indeterminata  /  ,  che  nell' al- 
tro termine  la  q'jantitá  qdx  data  per  x  venga  molti- 
•plicata  per  una  dignitá  di  ^  ;  in  una  parola  ,  fatta_. 
Ja  divifione  per  y  ,  fi  richjede  ,  che  da  una  partíL* 
dell' equazione  relH  la  ñuíTione  logarítmica  adv  ,  e  neU* 

y 

altra  il  primo-  termine  fía  libero  dali'  indeterminata  y, 
ed  il  fecondo  moltipiicato  per  la  dignitá  y""^.  Man- 
cando l'uno  de'premeíTi  requifiii,  non  á  piü  luogo  que- 
í\o  método,  come  non  lo  avrebbe  nelle  feguenti  equa- 

zioni  ady  rzyypdx  +  by^'qdxrady  zzypdx  -i^ayy-^-y^X  qdx, 
Alcune  formóle  pero  fi  riducono  con  tutta  facilita 
al  canone  col  folo  prepararle.  Per  efempio  fia  1' equü- 
zione  ady  ~ypdx  +-  byqdx  -^yyqdx  ;  fatta  rifleffione  ,  che 

la 
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la  quantiiá  fdx^bqdx  viene  moltiplicata  per  y  ,  e  che 
il  binomio  p-^bq  c  dato  per  x  di  maniera ,  che  fi  pao 
jn  fu  a  vece  furrogare  la  quantira  r  data  ugualmeate  per 
Xy  l'efpreflione  fi  muterá  nella  feguente  ady  ^yrdx  ^ 
yyqdx  ,  in  cui  trova  luogo  il  método  fpiegato,  e  ció  ba- 
fiera  per  indicare  il  modo  d*  operare  in  íimili  caíi- 

E  S  E  M  P  I  O  L 

,  Sia  1*  eqüazione  ady  ^fydx  -^yydx.  Pongo  y  nzu  ^ 

X 

e  pero  ady  —  azdu  h--  audz ;  e  fat te  le  debite  fallir uzioni^ 
averemo  azdu  +-  audz^fuzdx  ^zzuudx.  Sia  audz':^fuzdxj 

cioé  adz  ^  fdx  ,  integrando  fará  a  l  z:::fl  x^  e  pero 

z^-^xf. 

Se  le  cortatiti  a  ^  f  faranoo  numeri  razionali  Ínterin 
rottij  afFermativi^  o  negativi  ,  la  z  fará  data  algebraica- 
nieote  per  x.  Sia  per  efempio  ¿j™  i ,  /:::  2 ,  eo^i  che  fia 
z::z  xx.  Dunque  dileguandofi  i  termini  audz  ^  fuzdx  ^ 

reíleranno  i  dne  azdu  ~  zzuudx  ,  ma  z~  xx  ^  dnnque 
fara  adu^xxdx^  equazione  5  in  cni  fono  feparate  le  va^ 

riabili  • 

PaíTan^ 
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PaíFando  airintegrazione  ^  íará  —  a_-^c^x^  5  ma^ 

í¿  r:  y^  'y  3  adunque  —  axx  -i^c  ~       ^  cioé  jrj/  — 

z     Kx  y         ■  3 

3¿3^x  =  ;tf^j/,  che  é  l'equazlone  aigebraica  nafcoíla  fotta 
la  diflerenziale  propofU  . 

ESE  M  P  I  O  li- 
sia requazione  dy  ^  ayd^   ^ y '  dx .  Faccio ^  conve 

fopra,  y  =  zu,  e  dy^  zdu  +-  udz  ^  e  pero  fatte  le  foílitu- 
zioni  3  averafli   i'  equaziooe  zdu       udz        azudx  n- 

XX — aa 

zUi^dx^  e  fuppoflo  udz  ~  azudx  j  cioe  ¿¿2;  n   adx  ,  cioc 

XX  —  aa         z     XX — aa 

J  adx 

z^m  ^^^^^  ,  averaíTi  Vequazione  zda  —z^u^dx^  o  fia 

du  =  zzdx  5  in  cui  fono  feparate  le  vanabili  ,  eíTendo  % 
7'  x' 

data  per  x  .  Ma  ü  óíTervi  j  che  la  quantitá    adx  Ci 

XX  —  aa 

pu6  ridurre  ad  una  HuíTione  logarítmica  ponendo  x  z: 
JT-irx  a  ,  poichc  fatte  le  foííituzioni  debite  ^  fará 
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=  dit^i  quindi  ,       =:  dn  ,  e  peró  zz  =  n  ^ 

a  X  X  —  a  5  e  poflo  querto  valore  in  luogo  di  zz  nell' 
eqoazione  fínalcj  averalH  du  :^  axdx---aad^  ^  ií  che  ec. 


Senza  fare  la  foílimzione  di        ¿3  4-    X    ,  fi  puó 


a  —  n 


ridurre  la  quantitá    adx    ad  una  fluíTione  iogaritmica 

XX  —  aa 

per  mezzo  del  num.  21.  del  Libro  IIL  ,  ed  averaS 
^^x     =  — ■    dx     4-  ~dZj  ed  in  confeguen- 

X  ^  a 


E  S  E  M  P  I  O  IIL 

Sia  l'equazione  dy  —  — ydx  ^y^^dx.  Faccio y:^zUf 

dy  =  zdu^  udz  ;  adunque  foílituendo  ^  zdu^  udz  — 
—  uzdx  ^  u'^z^'^dx  •  Suppongafi  udz     —  uzdx  ,  o  fia 

n  —  dxy  ed  integrando  5  z  — ^  j  avraffi  1*  equazioneLp 
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zdu  =:  z'^ít'^^dx  ,  cioé  du  =:  a"'"*»;?)?,  o  fia   dtt  =, 

E  S  E  M  P  I  O  IV, 

Qualche  volta  é  neceflarU  una.doppia  pperázione, 

¿ome  in  certe  eqnazioni,  che  ánno  piu  di  tre  termini. 

Sia  pertanto  l'equazione  mdy-^ydx  —  uátt  +-  ícdUi  e  s'iii- 

tenda  u  data  in  qualqnque  modo  per  la  y  .  Difpongo 

1*  equa2Íone  nella  feguente  maniera  adu  +•  xdu  —  ady  —ydx , 

o  puré  adu  +■  iedu  —  xdy  ^ dx ;  pongo  x  =  p^,c  dx  :=ipdq+- 

~T      y  y 
qdpf  onde  fatte  le  foftituzloni ,  fara  adu-i-.pqdu—pqdyrz 

y        y  y 
pdg+  qdp  >  Chi  yoleíTe  ridurre  con  una  Tola  operazione 
la  formóla  ,  bifognerebbc  porre  pgdu^pgdy  "pdq,  cioé 

y  y 

'¿jf     ^y  —       con  che  fi  fcopre  la  q  data  per  y  ;  roa 
T    y  ^ 

piü  elegantemente  fi  opererá  utl  fegü^ñte  modo .  Fac- 
ciafi  —  pqáy  ~  pdq  ,  dunqiie  —  ^  =  J^^,  ed  integrando, 

y  y  ,  ? 

a-.q;  prefi  peftafiíó  gli  aUrl  termiái  déirequasioneL. 

y  ■ 

adu-h  pqdu  ~  qdp  ,  ed  i n  vece  di  q  poflo  íl  valoré 

y        y     ■  _  ,  y 

'    ■  íará 
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fará  ¿tdíi  4-  apdu  =  ^ ,  cioé  du  +■  pdu  r:  dp  .  Sia  p:=.mn, 

dunque  dp  =  mán  4-  «i?»  ,  e  fatta  la  foííiíiizione  ,  dti-h 
mndu  =  mdn  -h  «im ;  ii  fupponga  mn.iu  ~  mdn ,  cios  du  -  dn¡ 
y  y  "  "Tí 

fara  dunque  n  data  per  y  ^  e  nell'equazione  reliante  , 
dopo  elfece  fvíiniti  i  terniini  mndu^  mdn^  cioe  nell'equa- 

2Íone  du  =  ndm  faranno  feparate  la  variabili ,  e  fará 

du  z:  dm  > 
n 

26.  In  altra  maniera  ancora  fi  póíTono  feparare  le 
variabili  neirequazíone  canónica  dy  ~.  pydx  -t-  qy^dx  . 
Si  faccia  pdx  =    dz      ,  dx~      dz       ;  fatte  le  fofli- 

I — »Xz  i~-nXpz 
tuzioni  ,  fara:  dy  —     ydz  qv^dz     ,  cioé  ¿¿y  = 

1'^ — n  Xz    I  —  íiKpz 

pyiz  4-  gv"¿?g  a  o  fia  I — w  X  ízííy  —  ,  e_» 

1  — n  Xpz 


pero  'i — n  X  zdy  —  ydz  ~  qdz  ,  dividendo  p^i"  f^^j  '  C» 
finalmente  dividendo  per  zz  ,  fará 


i  —  «  X  zv'*'dy  —  y^~»dz  qdz  ,  ed  integrando  ¡ 
y^"""  =  r qdz  f  cioé  y^~"  —  z  f qdz  ;  e  poiché  le  ;í , 


pp  í  e 
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e  q  íi  fuppongono  date  per     ,  e  la  z  puré  ,  per  la^ 

foflituzione  pdx  =:       dz      ,  é  data  per  x  ,  almeno 

I — »Xz 

t rafee nden teniente  ,  faranno  feparate  le  variabili  . 

Riprefa  adunque  l'eqaazione  dell'  efempio  prima 
ady  —  fyáse  ^ yyásc  i  vale  a  diré  áy  ■=.  fyda  4-  yyAx  ,  fará 

p  —  f,q~-^,n:=.2;  quindi  furrogati  quefti  valori 


xiell'equazione  finale  jj/ 1  — »  ~  z  f  qdz_,  fará  eíTa  ^  = 
z  fsídz  ,  e  la  foflituzione  pdnc  —      dz       fará  fdx  =: 

—  Jz  ,  e  pofla  /=  2  ,  a  =  I  5  avremo  2dx,-=  —  dz  , 
cio^  2;  =  ,  e  per6  j  = ^  xxdx  ;  ed  inte- 
grando,^ =  -¿r^"*Í'*^'"^'^'  $cy'—^.xx-x'y, 
come  prima  .  IfleíTaraente  fi  difcorra  degli  altri  efemp]. 


esem. 
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Sia  l'eqtiazione  aí<í''ydy  —  bx^ydy  =  ayyx^dx  — 
hyyx  ^dx'i-a^dx  —  x^dx¡la.  quale  divifa  per  ax ^y  —  bx 
íi  trova  eíTere  dy  =  ydx     a^dx  —  x'dx ,  che  e  il  cafo 

X       ax'^y  —  bx'^.y 
dell'equazione  canónica  .  Sara  adunque  p      i  ,  q  — 


X 


ji*—x^  y  fi  —  —  I ,  e  per  Uíoñkxizhn^pdx-  dz  , 
ifará  íÍAf'=:  dz,  quindi  z~xx  ',  onde  potVi  queñi  valori 


nell'equazione  íinale  canónica  y'^'~^  -  z     qdz  ,  avere- 

pzz 

mo  yyzzxxj' —      X^^dx  ,  in  cui  fono  feparate  le 

■  ax"^  —bx''  Xa?' 
variabili  .     ■  -  .¡rv^,;,,,  • 

27.  Se  I'  equazione  canónica  foííe  j/"""  *  dy  pdx  +- 
fy^dít  ,  eíTendo  parimente  le  p  ,  e  ^  date  in  qualunque 
iBodoc  per .  ;i? ,  fi  feparano  le  indeterminate  ,  ponendo 
qd}í~;>dz-,  Q>\dx  —  /dz.  í  iraperciocché  fatie  le  foíliiuzioni, 


«a  «53 


fará 
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fará  y^^^^  dy  ^  pdz  ^y^dz  ,  cioé  nzy^~  ^  dy     y^^dz  r: 

nqz  nz  ^ 

pdZj  e  dividendo  per  z  ^  nzy  ^~  ^  dy  • —  y^^dz     pdz  ,  ed 

integrando,  ÍpM^  J'"  =^  2í  J^pdz  j  eqaa^ione, 
in  cui  fono  feparate  le  variabilí . 

E  S  E  M  P  I  O  . 

Sia  I'equazione  taaxydy  —  aayydx  ihx^dx  y  cióé 
j/iy  z:  bxxd:^    yydx  .  Sara  ?z      z  ^  |r  —  ¿^v^ ,  ^  z:  ~  , 

e  pero  averemo  yy—J*  ^bx^  dz;  ma  ^fi^^c  ^  dx  ^  3  cd 
X  -^z  ^  adunque  fara  yy  —  C  ihxdx  ,  ed  integrando  j 

,  ^        J  aa 

yy  zz  bxx  ¿L  c  y  curva  algebraica  . 


Potevaíi  anche   coílruire  la    formóla  géíieralO 
y^^^dy  —  pdx    qy^ ix  ^      m  confegucnza  la  partico- 
lare  dell*eÍ€:mpíO:,per  mez^o  dd;  método  ^cle^^ 

28*    Aggiuíip  una  rifleíiióa^^pifima  ^di  fi^ 
fío  Capo  5  cioé  cbe  '  tal  vblía  íi  fírildppano'  le  iníícterroi^ 
íiaie  miíie  ^  e  confufe  coUe  quantitá  differenziali ,  quan- 

do 
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do  ci  venga  permefTo  ñi  rrtodifícare  le  granckzze  coeíE- 
dientí  5  e  ci6  rpazialíiieme  fue  cede  cjuando  gli  erpooenti 
fi  formano  dalli  cocíñcieoti ,  eosi  portando  il  giro  della 
ríduzíone  •  *A  principalmente  Inogo  que  tío  anifizio  ne* 
Problemi  Fifico-Matemadci,  ne' quali  accoppiaodoíi  gran* 
dezze  di  genere  afFa tro  diverfo,  ílamo  in  maggior  liber- 
ta" di  fer viril  di  quelle  quantitá  coQanti ,  che  meglio 
vengono  al  propofuo . 

Per  un  efempio  mi  propongo  Vcqmziono  x^dx-^ 

hy  ^yy  X      ^y^y^      <\núñ  preparara  gíaíla  il  método 

del  num.  74.  hú  x''^dx    bcyi^  =yyX^y  —  cdx .  Faccio 

adunque  dy  —  cdx  :z      ,  ed  ó  il  valore  di  y  :^fx%  ' 

y  ^  p 

€d  yy  zz  fpx'^    Queíli  valori  opportunamentc  fodituiti 

mi  danno  Pequazione  x'^^dx  ^b€px^~  ^  dx  =  x^^pdp  ^  e 
dividendo  per  x    ,  fará  x        dx  ^  hcpx  "      ^  dx  —  pdp . 
Egli  é  evidente  5  che  data  l'egoagliímza  fra  gli  elpont^n- 
ti  delta  indetermiHata  x^  cioé  fra  m —  2^5  e — c—i^ 
le  incognite  íbno  feparate  ^  avendofi  folamcnte  a  divi- 
dere  l'omogeneo  di  comparaziooe  pdp  per  il  binomio 
I  ^  hcp  .  Ora  poflo  m  —        — c  —  i  ^  ne  fegiie  ^  che 
íia  m í       ^  quindi  erpoíU  la  coílante  c  per  i 
abbiarao  Vimento  *  Se  lar  fa  figura  di  unitá  ,  il  che.* 
^%oa  ci  e  vietato  di  íupporre  ,  íará  m"o;  eíe^:— 2, 

fará 
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fará     r:  I  ,  e  cosi  vadafi  di fcor rendo  . 

L'  artifizio  fpiegato  fi  applichi  a  tutte  le  altre  e.qua- 
zioni  di  limil  genere  ,  per  efe m pío  alia  feguente 
sí^'dx  -h  chy^'dx  ^gy^dx  —y^dy,  pofto  pcr6  f  =  r  —  i, 

ovvero  —n  — i  ,  onde  fi  poíTa  abbreviare  la  formóla., 
uíando  i  logaritmi .  .  . 


CAPO 


ÁNALlTíCHE  LÍB.  IV.  pr? 


C    A    P    O       II  1. 

Dslla  CofimziQne  d'altre  Eqmztoni  p'tu  limítate 
per  mezzQ  di  varíe  foftituzioni  . 

25>.  Sí  fepareranno  fempre  le  ín determínate  nell' 

equazione  x«dx±.ay^dy  Xp  ^  — y^>^  X  ?  >  nella_. 
qüale  \q  p  ,  q  q  fono  date  promifcuamente  per  at  j  edy 
in  qualunque  modo  ,  purché  algebraicameme  ,  quando 
per6  in  ogni  termine  della  qaantitá  p  la  fomma  degli 
efponenti  di  ^ ,  ed  _y  fia  la  ÜeíTa ,  e  cosj  la  fteíTa  íia-^ 
vjn  ogni  termine  della  quantitá  q\  non  richiedendoíi  pe- 
ró ,  che  fia  la  medefima  m  p  t  ed  in    ,  Le  fortituzio- 

ni  da  farfi  fono  /  =  ,  x~t  X^'+zazs  ; 

Stirrogati  i  rifpettivi  valori  in  luego  di  a?  ,  dx  ^  y  ,  dy  , 
efatte  le  debite  operazíoni,  arriverafli  dopo  lunghiífimo 
calcólo  alia  feguente  equazione 


Ma  poiché  fi  la ,  che  in  ciafcun  termine  di  p  la_ 
fomma  degli  efponenti  ái  x  ,  eá  y  h  egaale  ,  ficcome 

qq  puré 
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pure  in  ciafcun  termine*  di  q  ,  fatte  in  effi  ancora  le  fo- 
fliluzioni  de'valori  dati  per  ?,  e  per  z ,  in  ciafcun  ter- 
mine di  'p ,  averá  t  la  medeíima  poteftá  ,  ficcome  purc 
in  ciafcun  termine  di  q  una  raedefima  potetU  ,  vale  a 
diré  ,  che  fara  l'omogeneo  di  comparazione  moltiplica- 
to  per  una  poieíía  polltiva  ,  o  negativa  di  t ,  cioé  fará 
per  effa  püteííá  divifo,  o  moltiplicato  il  primg  membro, 
e  peró  feparate  le  variabili , 


E  S  E  M  P  I  O . 


Sia  l'equazione  xdx'-h  aydyyy  ^  xdy — ydxya  ;  fará 

nz:  i  ,  p-Vy\  q  :~  i^a  ,  s  peró Jt  —      dzi^a  , 

t  ^  

ma    q:  ís;""'"^  =  íz;  adunque  fará  dt  =  dzv^a 

Nella  fteíTa  equazione  íi  feparano  le  indeterminate, 
quando  anche  fia  negativo  l'efponenie  «,  cioé  quando 

fia  1' equazione  íc^^'dxiz  ay  —  "dyXp~  xdy  — ydx  X  q 3 

a  1 

e  le  foílituzioni  fono  r  =  í2i'~"  ,     =  í  X  a^-^azz 

le 
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le  qaali  cí  danno  Tequazione 

I  +.  n 

~~  dzX  q  ,  h  fteíTa  di  quella  di 

'Y 

a'—  azz 
fopra  ,  mutati  i  fegni  alia  «  . 

E  poiché  Pequazione   é  anche  efpritnibile  cosí: 

y^'dx  ±:ax^dyX  p  =  xdy — ydxX  3'  5  ne  viene,  che 
X  ^  y  ^ 

querta  puré  pef  la  íieíTa  foítítuzione  é  coíímibile. 
30.   Sia  piü  generalmente  l'equazione 

—  K  —  I  —  e 

x^á^±,ay       ^       dyXp  —  xdy  ^  cydx'K  q .  Si  fepara- 

Eo  ferapre  le  vanabili,  fatte  le  foííiruzionl  diy~  z*^'f 

■  I 

—  s  _  t-  

—  —  «  4_  t 

Af  =  í  ^  X  a±¿icz  "  ,  C  r  ,  ed  r  fono  naraeri  a 
piacere  )  fuppoflá  pero  la  condizione  ,  che  le  .guantita 
j& ,  q  fieno  date  algebraicamente,  e  in  modo  tale,  che 
in  ciafcun  termine  della  quantitá  p  l'cfponenre  della  y 
prefo  tante  volre  ,  quanto  é  il  numero  fuperi,  o  fia^ 
fuperato  dall'efponente  della  x  col  medefimo  éccefTo  , 
e  COSI  in  ciafcan  termine  della  quantitá  q  ,  non  impor- 
tando poi  ,  che  l'ecceíTo  in  p  fia  b  üeíToj  che  in  q  . 

qq  2  Cosí 5 
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Cosí  ,  per  efempio  ,  eíTendo  í  =;  5  ,  fu  í  -  hyy^"  ^■ 

fy^x^'  ec,  e  j  fia=:.á:)í*A"  -^hy^'^m'-  ec.  E'facüea  ve- 
dere ,  che  la  c  non  puo  eíTere  zero  . 

Fatte  le  debite  folHtuzioni  in  luego  dclla  m ,  e  della  y 
ncll'equazione  propofia,  averemo  la  fegueme  equazione 

» 

E  S  E  M  P  I  O  . 

Sia  aási^ay-'^dy  X"^  =  a^^K J'^* X •  E  fia j  =  i, 

»-=2,faráM  =  i,c=i,/'=-p,?  =  «je  fatte-  le_. 

foflituzioni  nell' ultima  equazione  di  fopra  ritrovata,  ave- 
remo  ^í-'áf  =  á% X  xy_  .  Ma  per  le  foflituzioni  fat- 

1 

te,  =  X¿í -«-¿12"*  *  s  ed  =  rz  ,  dunque  ay  ~ 
z  X^^-ár~^      onde  averemo— _^  =:  %á%  ,  il  che  ec. 

31. 
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31.    Ma  piü  generalLTieote  ancora  fia  l'equazionc 

x^'dx  ±úy  ^  dy  X  p  —  f^^y  cydx  X  q  ^  la  quale 
comprende  come  caíi  particolari  le  dne  canoniche  dei 
ntjmeri  antecedcnti  ,  cioé  quella  del  num,  30.  ,  quando 
üa/:=  I ;  e  quelIa  del  num.  29. ^  quando  fia/n;  i ,  ¿rr;  ~  i  . 
Si  fcparano  le  indeterminate  per  mezzo  della  fofii- 


eíTendovi  per6  la  condizione  circa  le  quantita  p  ^  e  q  ^ 
che  in  eíTe  l'efponente  della  y  moltiplicato  per  c  fuperi^ 
o  ña  fuperato  dall'efponente  della  x  moltiplicato  per  / 
col  medeíirao  ecceíTo  in  ciafcun  termine  *  Le  íleíTc^ 
quantitá  _p  ,  q  poíTono  anche  eñere  frazioni  ,  o  n]ííle  di 
frasíioni  ^  ed  ínter  i  razionali  ^  o  irrazionali  ^  comunque 
fianii;  e  faranno  fempre  nelle  equazioni  feparabiH 
indeterminate  ,  purché  le  e  q  fieno  in  tal  modo  date 
per  X  y  y^  che  fatte  le  foííituziooi  aíTegnate  ^  na! ca- 
no in  lüogo  loro  quantitá  tali  j  che  íieno  il  pcodotto  di 
due ,  una  delle  quali  contenga  la  Zy  c  non  la  í  ;  1  altra 
la  r  5  e  non  la  z  • 

Fatte  le  detue  follitazioni ,  averemo  la  formóla 

^fc  —  fsn^sü  y^fn — / 


a±.  ac%  ^ 

-y  ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  I. 


Si  a  xxdx  -i-  ay^dy  X  y  =  —  $xdy  ydx  X  íía?  •  E,  fia^ 
come  Ibpra ,  j  n  i ,  r  r:  2 ,  fará  /=  —  3,í?=:r,»=:2, 
q  —  ax  ,  p-^  y ,  e  fatte  le  foílítuzioni  nell'  ultima  for- 
móla ritrovata  di  fopra,  avremo 


i 

  1 

¡e  —  t—^Y,  a  —  ¿íü"*  3  ,  dunqne  fara  —  dt^  — 

T  '      -  « 

ladz  »  il  che  ec, 


3Z  X^  — ^az  — *  í  . 

E  S  E  M  P  I  O  ir. 


I  i.  Ü 

Sia  x"  dx  ^ay-'-dy  X  ¿íy''  x-^-yyx  *  ~ 


txdy  +■  lydx  Xy  '  ^  —yxx  ;  e  fia  j  =  i  ,  r  =  i  ,  fara 
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^  '-^  «-* 

yxx  ^  e  "faite  le  íoflituzioni  ^  fará 


t  —  ^  '   ? 

Jn  CU!  fono  ftparate  le  variabili,  il  che  ec. 

32.  Nelle  cquazioni  i,  fxy^^^  dy  zz  py'^^dp^  4- 

2.  pxy^''^  dy  — py^^dx-h  qdx 
^.apxy  ^'^^  dy  zz  hfy  ^ dx  +-  qdx 
4,  ¿?p ATj;  ^   *  áy  1= — bpy  ^  dx  -^qdx 
eíTendo  \z  p  ^  e  q  date  in  qualunque  maniera  per  x^  íí 
feparano  le  Indeterminatea  pdnendo  rifpetto  alia  priiJia^ 
y  —  xz  f  rifpetto  alia  feconda  y  —  z  \  rifpetto  alia  tcrza 

y  —  x'^  %\  rifpetto  alia  quarta  y  —  k  ^  'z 

ESEMPiO. 

Sia  I'equazione  zhhxyydy  —  ix^yydy  —  hx^dx  — 

%hhy '  dx  4-  l^QXy '  dx ,  che  fcrivo  cosí :  hh     xx  X  zxyydy  — 

hx'^dx  -h  hb  •—  xxX  —  ^y^dx  .  Rifcrita  queíla  all*  ultima 

delle 
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delle'  quauro  canon  ¡che,  fará  p^hb  —  scx  ^  az::2,  n^.^, 
h  z=  ^,  q  —  hx* .  Adunque  ñ  dovra  porte  y  ~   %  ^dyz:, 

\ 


*  X  i 

tuzioni,  avererao  i/^^aí  —  2;^'  X  — ^ic'zHxt:: 



ksí''dx  -f-       —  JATA?  X  —  z^áx  ,  cioé 

A?  1 

  .,   17   

2¿¿  —  2A?Af  X  AíSScfe  —  -^Z^dx  —        *  ÍÍA?-}-         —  ^XX  X 

—  K^íÍAT  ,   e  facendo    le    attuali  inoltipliche  ,  fará 

ihhxzzdz  —  ix '  %zdz  ~bx  ^  dx  ,  cioé 
IL 

33.  Sia  l'eqtjazione  axdy^  hydx-^  cy'''x''^-'  ^dx-h' 
f¿í»iy»-i dy  —  O  .  In  quefta  generalmente  íi  feparano  le 
indererminate 5  ponendo  x  =  u^^  ^  z"~"^ ,  eá  y  ziz^"''", 
poiché  faite  le  dovute  operazioni ,  fi  arriva  all'equazio- 

ne 


« 
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ne  i—m  X ¿idz  +fu '««"^ '  dz+-n—i X^dz-i'cu'''"^"'~^^'+^  dz  = 
«^iX  —  bzu "^du  —  czu - «  du  ,  cioé  íiz  = 


« —  I  X  —  bu  —  ''  du  ~~  cu""^  —  JM—  H 
i —  mX^  +-fu*^^  — ^  +  K  —  I  X & """^ "■  «■  -í-  * 

E  S  E  M  P  I  O. 

Sia  I'equazione  a"^  scdy — b^ydx  ~  cyy^tdse-^fxísydy  , 
Sara  dunque  «  =  2  ,     ~  2  ,  quindí  pongo  x  ~üz  ,  ed 

=:  í3íí ,  cioe  X  —  fj^3  e  peió  dx  —  aydu  —  audy  ,  onde 

Z  y  yy 

fatte  le  doviire  foftimzioni ,  ave  remo 

a''udy  —  b^X  ciydu  —  audy  —  caayttdu  —  caauudy  —  faauudy, 

y  y  y      .  .•  ~~y 

cioha^udy+-  ab '  «iy-H  aacuudy-^faauüdy^ab^ydu-h  aacyudü» 

e  peró  dy  ~        ab  ^  du  -i-  aacudu   . 

y     a*u    abHt  -h  aacuu  +-  aafau 
34.   Sia  requazione  ydx  —  dy  1  e  piú 

'  m 
1 

generalmente   x^^-'^ydx  =4y.Sifeparauoleindetermi- 

,  í¡) 

r  r  nate 
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.  ,    m 


nate  poneiido  hx^  ^  ay^.x''  =:  zx"^^  ,  qmndi 


a 


n 


tí! 


A:'^^¿/arX  z""  A?^""^  —bx*~''  ,  pofio  neli'equazion^ 


"z 


genérale  propofls  il  valore  di  j)/  ,  ed    » ,  qmnái  ém- 


dendo  per  z'^x^'^^  —  hx^-'^  5  fara 


-  X;^  Af*-''z"^  áz-Ht— rX2^A?*-»'-M;í'+f— rX— f;^*-'-- 


cioe 
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I    1 

j  '  i — i  I  1^^- 

cioé  -  2;  ^  ^  í— rX  2; ^  -  ^  ¿¿^  -t-  r  X  "  "  '  ^í^  - 
nz   x^^dx  —  nbx ^ ¿at  ,  e  pero 


íííJíZ     -H  mr  —  mt\z  mr  —      X  —  — 

Se  vi  foíTero  termini  con  fegni  negativi  ,  fi  proce- 
da nelloJleíTo  modo,  e  nell'equazione  finale  non  vi  fará 
altra  difiere nza ,  che  ne*  fegni  ííeííi . 

.3  5,    Anche  prefa  l'equazione  piü  □niverfale  cosí 

J^'"^J|r      -  í  w  íiy  fi  feparano  le 


indeterminate  colla  fleíTa  fofiituzione  . 


E  S  E  M  P  I  O  I. 

Sia  l'equazione        aay  ix        ■=.  háy  .  Pongo 


l^bbxx  —  ¿3! 


Vbhxx  —  a^y  —  xt  ^  e  per6  y  ~  bhxx  —  zzxx ,    dy  ~ 

— 

ibbxdx  —  izzxdx  —  ixxzdz  ,  e  fatte  le  fofíituzjo- 


rr  2  nij 
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ni  ^  aadx  X  hbxx  —  zzxx  zz  ib  ^  xdx  —  tbzzxdoc  — '  ihxxzdZj 
xz 

doé  aahhxdx  —  aazzxdx  —  ib^zxdx  ■ —  zbz^xdx  — 
ibxxzzdz  ,  o  fia  ibxxzzdz  ~  2b '  zxdx  —  zbz  ^  xdx 
aazzxdx  —  aabbxdx  j  e  per6 

ibzzdz  ^      dx  n 

zb^z  —  zbz^-^  aazz  —  aabb 


E  S  E  M  P  I  O  II. 

Sia  l'equazione  xydx  dy  •  Pongo 

•  1/ — bbx'^^a^xyy  ^ 


\^ — bbx""^  a^xyy^zxx^t'pcxhy~/zzx^^  bbx  \  t'dy  — 
X '  zdz  -f- 1  zzxxdx  H-  I  hbxxdx .  Fatte  perunto  le  foflitu- 


^^  ^  /zzx^  -hbbx^ 


zioni  ^  averafli  xdx  /  zzx^^  -h^  bbx  • 
zxx  ^ 


se '  zdz  +.  "  zzxxdK  4-  -  bhxxáx  ^ 


íioé 
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ciohhzzxxáx-h  h  ^  xxdz    x  ^  zzdz  -h  ^     xxdx-h  ^  bhzxxix  , 

o  ña  bzzxxdx  ^  h  ^  xxdx  —  ^z  ^  xxdx  —  7  bbzxxdx  zz  x '  zzdz  y 
e  pero  dx  ~  zzdz   . 

%6.   Con  la  íleffa  foñituzione  ufata  di  fopra  fi  íe- 
parano   le  indeterminatc  anche  nell*  equazione^ 

yujy        —  ex  ^  ^A?.  Pongo  adun- 


bx^  ^  ay^x 


_m 

Y 

  m 


que  bx^'^ay'^x^   —  x^^z  ,  í^tk  y  zz 


1 

n 


a 


i  -  m    ^    1  n 


mn  ti 


1 

n 


a 

c  fatte  le  foílituzioni ,  averaíTi  l'equazione 


   ^   ^~ ^ 


^í'^^^      dZ'^t'rXz'''X^^''''dx^r-tXbx^--''-''dxX^^'''z'^-bx^'^  = 


:  mn  n  n 

a  ^  x^'^'z 


ex  «  dx  .  Dividendo    pcrtanio  il  nume- 

ratO' 
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ratore,  e  denominatore  del  primo  membro  dell'equa- 

zione  per  x^"  ^  e  rnoln pilcándola  tutta  pee  a  "    Zs  Ccl 


íi-H  I—» 


in  luogo  di  ¿tf*"^'' zra  —  ¿Ai*-''     "  fcrivendo 

tií  —  tn  -t^  t-*  rtt  +•  «t*  j   

.V  X  z  ffl  —  ¿     "     ,  che  é  lo  íleíTo, 

ed  unendo  le  dimenfioni  della  leítera  a?  ,  troveremo  effe- 

re  l'equazione  divifibile  per  x       "  j  e^» 

divifa  fara 


I  —  JW 


mn 

e  £ 

—  « 

I  ^ 

I  -  m 

■¿X 

y  fará 


í j  ■  n '  I 


/ 

I  —  m 


M  n-  11-  i 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O. 
Sia  í'equazione  yHy  —xxdx.'^on- 

vhhxx  —  aaay  —  ahxy  ^ 


go  V  hbxx — aaxy  —  ahxy  —xz^t  pero  y  zz  bbxx  —  zzxx  ~ 

aax  -H  abx 

hbx —  zzx  ,  e  dy  —  bhdx  —  zzdx — 'ZxzAz  .  Fatte  clun- 
4i¡*-ab  £ia+-(ib 


quelefofliruz¡oni,fará¿'¿'Ar — zzx  X  ^^dx — zzdx—txzdz  — 


7^xdx  j  ed' in  Inogo  di  bbx  —  zzx  fcrivendo  x^Xbb  —  zz  , 


e  molíiplicando  tulta  Tequazione  per  a.a  +-  ab  X  z-v, 
averemo 


x^Xhb  —  zz  Xhbdx  —  zzdx  —  ixzáz -aa^ab  Xzx'^dx^ 


e  dividendo  per  w'X  ^¿  —  zz^í^Atkbbdx — zzdx — 2xzdz:=^ 
aa  -t-  ah  X     —  X  zdx  ,  cioé 


hhdx,—  zzdx     aa  -h  ab  ){bb ^zz     X  —zdx^^xzdz^ 

c 

e 
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e  peró  dx  =  zzdz  

tb  —  zz  —  zX    —        Xíi^-^^b  . 

c 

'  57.  Servirá  la  medefima  foílituzione  rimilmeme»» 
per  l'equazione  piü  genérale  hx^  ^-fy^x"  X  y^^dy  — 

K.i^j^i~Mtj—wv   *  Jw^-  ...   __  -r 

  m 

itt  ^ 71  ^  tmn  ^ru  ^  t ^r-^nti 

ex  ^  dx  *  Anzi  fervira  pore  anco 

per  regiiazíone         y^~^dy        ^  fx^^^'^^'^'^^dx  y 

_____  m 

hx^  4-  cx^  ^  ay''^x^ 

 m 

ponendo  hx^ -^cx""-^  ay'x''  =  x'^'H  ;  la  quale  ,  fe  fu 
I  y  fara  un  cafo  par  ti  colare  del  oum.  27.  ^  e  fe  íia 
£■  —  o  5  fará  un  cafo  panicolare  del  num.  ^6.  Di  piii  fi 
potra  coílroire  anche  ?equa2Íone 

"   m 

qnando  pero  fia  ch::zhk  ¡  ufando  della  ñeíTa  foílituzione 

 \  m 

ax^  ■^hx''^  cy"íí*'  =x^»H. 

Che  fe  faranno  in  oltre  =:  o  ,  ¿  =  o  ,  l'equazio- 
ne fará  un  cafo  panicolare  della  prima  di  queílo  nu- 
mero , 

38. 

í 
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38.  Si  coíkuiranno  le  equa^ioai 


ponendo  per  k  prima  cy^-^fx  -^z^c  per  la  feconda 


cy'-hfx^  =  z  .  R  quanto  alia  prima,  fará  dunqoe-p 


r  1  —  n 


1  n 


n  i  —  u 


I  I 

1— í 

n  ^  n 


e  per  6  fatte  le  foílituzioni  ^  ave  rem  o  az  dz  r: 
nubcgdx  V  nucgzdx      aufdx  ,  cioé 


r  —  u 


ü%       dz        —  dx.  Rifpettoalla  feconda  averema 

mhcg  ^  mcgz  4-  auf 


1 

n 


y  —  z  — /^^   j  e  peró  dy  zz 


I 

1  ^  « 


n 


¿Xg""/v"     X  4z  "  íía^í»/;tf'«-"MAí ,  e  fatre 

ff  le 
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le  foílitU2Íoni  ,         ^dx  az  ^  dz 

bcgnu    cgmz  4-  mafu 

Ma  anche  fe  requazione  piü  generalmente  prefa.^ 
fia     ay^^^^dy     zz  gqdx  y  eíTendo  in  qualunque  moda 


le  p  y  t  q  date  per  x  j  e  le  coftanti  ,  piirche  fia^ 
q  —  dp  ^  fi  íepareranno  le  indeterminate  ponendo  fimil- 


1  n 


mente  cy'^hp  Impercjocche  fara y^z""  — p  ^  e 


I 


n  I  —  « 


per6     =  ^  Xz      p      X'^z  «  dz  —  dp  ,  é  íms  k 


fofiituzioni  ,  fará  1'  equazione  az  ^  4z  =  nhcguqdx  +■ 
ncguzqdx-^  audp  j  ma  fx  fuppone     =  ^dx  »  adunque  fará 


1  —  « 


az  *'  ¿í?;       =  gíají . 


nbcgu  +-  Míg«z  +-  au 


ESEM. 
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E  S  E  M  P  I  O  I. 

Sia  l'equaztone  aHy  —  ób^áa^ ibbd^  x^cy-^bx  , 
cioé        aHy        ~  s^bdx.  PoÜa  i^cy-^bx^  z  ^  fará 
zh  —  Kíjí  -híw 

y  —  zg— ,  dy  —  2zdz~bdx  ,  e  fatte  le  foílituzioni , 

c  c 
za^zdz  ■—  a^bdíí  =  ^bbdx  ,  o  üa  za^ zdz  =  tf^ ' ííaí  — 
l^f  —  cz 

Zbbczdx bdsí  i  e  pero         2¿!'zí?s  dx  » 

tíb^c  —  ibbcz-^a^b 

E  S  E  M  P  I  O  ir. 

Sia  l'equazione   ayydy  =  aadx 

ihxdx  .  Pongo  y '  ^  aax  —  bxx  ^  zzz  y  fará  y  zz 
I 

% '  —  ac7J^  -h  ¿*?ír;^  i  ^  e  pero  dy  ^ 

^  X3^^dz  —  aadx-H2!ixdxj  quindi  fatte  le  folíicuzioni  , 

  z 

z  — aax  -^bxx  5 
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fará  Tequazíone  ^  X^'^zdz  —  aadx     tbxdx       ¿^^dx  — 

ihxdx^cioh  ^azzdz  ^  dx  —  ^ahxdx-^  ^aahdx—^hhxdx-\--^ 
^aazdx  —  óbzxdx  ^  e  dividendo  per  a-^^b-^      ^  fará 

$azzdz     ~  mdx  —  zhxdx  . 
¿í  i-  3¿  3^ 

gp,  L'equazione^  o  formóla  canónica  ax^dx^ 
cyyx'^dx  —  dy  non  á  generalmente  fcparabiíi  le  indeter^ 
mínate  5  quaitinque  fiaíi  Pefponente  m  ;  le  á  pero  fepa- 
rabíli  in  infiniti  cafi  ,  cioé  infiniti  fono  i  valori  deli*  ef- 
ponente  m  ,  pofli  i  quali,  fnccede  la  bramata  feparazione  / 

^    Per  deterrainarli  m\  fcrra  di  un  método  ílmile  k 
fuello  del  num.  23*  Si  ponga ^;c?Hr- :v^í  ;  (la  quan- 
tita  ^  ^  e  gli  efponenti  p  ^  r  fono  coílanti  arbiirafie  da 
determinaríi  nel  progreíío  ,  e  la  t  é  una  nuova  variabi- 
le  )  fará  adunque  dy       A ^  dx  +-  nx ^  dx        dt ^ 
cd  yy     A  A  x^f -t- 2  J  x^''^ -h  Ux  -'^ ,  quindi  foílituiri 
quefii  valori  nella  propolla  formóla  ^  daranno  la  íeguen- 
te  ax'^dx  4-  cJAx^P^''dx  -h  icAtxP-^^^^dx  ^ 
ctt  x'^'^^  ^dx      pAxP~'dx  ^-rtx ~  '-dx  -h  x^di;  .  Si 
fupponga  cAA  ^  pA  ^  2p  -nn  ::z  p  —       r  ^'ícíÉ^ 
cioe  p  zz  — n —  i  ,  Aiz  —  n  —  i  ^  r  zz  —  2?^  —  2^  con^ 

ché'-in  quefl*  üítinía  formóla  fpariranne  il  íecondo,  ter- 
zo  j  quinto  ,  e  feílo'  termine  ^  e  fi  rldurrá  ad  círc- 

re 
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re  ¿zAf'»i«' -1- c/f;í'— í''  — *íí.v  =:  a?  — "  — *¿íí  ,  chh  divi- 
dendo per  —  *" ~  ¿?Aí  "í"  ^«  * ■»-  ettx"^  n-^*dx  =  dti 
o  fia  ( D)  «.v-f^ íí^-    mx  ^dx  :^dt ,  fatto  K ;=  w    2«  -h  2  j 

Rípiglio    la    propoíía   equazionc  ax^díg 

cyyx'^dx  ~  dy  ,  la  quale  ponendo  y  —  -^^  fi  trasformi  íi-l- 

quefl*altra  ¿!ZZAr"'i¿v  =  —  dz  ,  in  cüi  íi  ponga, 

cotne  fopra ,  i;  =  BA??-i-Af'«  fono  fimil  mente 

coflanti  da  determinarfi  ,  ed  u  una  nuova  incógnita^) 
fará  dunque  dz  —  q  Bii;^'^  ^  dx iux''^  ^  dx  -i- x' du  ¡ 
zz  ~  BBx^i zB x^+^^a-i-uux"  ,  e  foftituiti  queíli  va- 
lor! ,  averemo  aBBx^^-^  ^dx -i- laBuxi-^  ^ -^-^^dx  -h 
amx  "  dx-^.cx"dx  qB x^'~  \ dx  —  iux '^dx  — 
x^  du  .  Si  fupponga  aBB  ~  —  Bq  ,  iq-hm  =  q  — ^i, 

—  i  -  iaBi  ciüé  q  -i-  m~ —  i  ,  B  —  m^i-  i  ,  i—  —  ^m  —  2, 

con  che  in  qneiV  ultima  formóla  fpariranno  il  primo  , 
fecondo  ,  quinto  ,  e  feílo  termine  ,  e  íi  ridurrá  ad  eíle- 
re  amx  —v^^  —  ^dx  +-  ex  "dx  —  —  a?  —  ~  -  dii  j  cloe  di  vi- 
cie tido  per  X  —     ~'',.cx''"-^^+-^dx-^ auux  —  ^« ~ » dx ~ 

—  du  ,  o  fia  (G)  cx^dx  auux'^dx  —  —  drj  ,  fatto 
J'=:2f».-+-M+-2,«  =  —  m  —  2. 

Ora  riella  propdÜa  equazione  fono  féparabili  le  in- 
determiriate  j  quandüi'fia  m  ~  7i  '¡  adunque  anclie  nelIsL.' 
formóle  D ,  G  faranno  féparabili  le  indeterm¡nate_»  , 
quitado  fía  íw    2jí  +-  2  =  —  —  2 ,  2rá  -t-  «  h-  2  =  —  m  —  2 , 

dai 
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dal-cHe  íl  ricavano  dus  valor  i  ái  m  ,  cioé  m~  —  5»  —  4, 
m~-rr  n  —  4„4poÜ!  i  quali  ,  fuccede  la  fepacazionej 

delíe  indeterminate  .  Toiché  adunque  nella  propoíla^ 
equazione  íl  feparano  le  indeterminate  quaudo  fia,. 
m  —  —  n  —  4,  fi  fepareranno  anche  nelle  formóle  D, 

G  quando  fia  X  =  —  X~-r4  ,  J  ^^^g  —  4  ,  dal  cJie.^Q 

ricavano  altri  due .  valori  di  m  ,  cioé  mz:  —  5«  —  8  ¡ 

i 

Ripetendo  lo  íleífo  difcorfo  ,  fi  averanno  infínítí 

altri  valori  della  m\  come  a- diré  m  —  — jn — .''43éíj 

- 

m  =  —  5?? —  1%  j  f»  =  —  9n  —  !<?  5  ffí     —  7r  — 1<5  ec. , 

'     7  7  p  ' 

valeadire generalmente  »2=:2¿ i:  i  X  —  n  —  (\h  ¡  prefo  per 

j&  un  qualunque  numero  intiero  pofitivo  principiando 
dall'unitá  ;  pofli  i  quali  valori  nella  propoila  eqnazioney 
ci  daranno  leparabili  le  indeterminate. 

Si  aggiunga    eíTere  in  oltre  feparabili  le  indeter- 
minate nella  equazione  propoíh  ,  quando  l'efponento  ' 
m  íia  tale  ,  che  col  método  del  num.jp;  poíTa  eíTa  ri- 
durfi  ad  eíTere  il  cafo  del  num.  14, 

Sa- 
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Sarebbc  qaefto  il  luoga  di  fare  ufo  di  duc  diíTerta- 
zionl  del  dottiffimo  Signor  Eulero  inferiré  negli  Attí 
deir  Accaderaia  di  S.  Pietro- Burgo  Tomo  6,^  ma  per- 
ché la  fot  tile  maniera ,  con  cui  procede  V  Aurore  ^  mi 
fembra  okrepaífare  i  limiti  ,  che  ío  mi  fono  prefifTa  ái 
una  femplice  Inítituzione  ^  lafceró ,  che  a  fuo  talento  la 
yeggano  i  Lettori  nel  citato  libro  . 

PROBLEMA  I. 

40.  Ritrovare  la  curva  ^  la  di  cui  fottangente  J1(L^ 
eguak  al  quadrato  deirordinata  divifo  per  una  coftante  * 

Pofle  le  affiíTe  zz  x  ^  le  ordinate  —y  ^  la  fottangen- 
te é  fempre  ydx  ^  dunque  de  ve  eíTere  egaale  ad  yy  , 

dy  ~ 
e  pero  avremo  Tequazione  ydx  ^yy  ^  onde  adx  =  ydy  , 

dy  a 

ed  integrando  ax  ^yy_9  ^  —yy^  Parábola  apol- 

loniana  . 

Se  la  fottotangente  doveíTe  eíTere  eguale  alia  dop- 
pia  afliíTa  ,  áverebbefi  Tequazione  ydx~2x  ,  c  peró 

dy 

dx  ~  dy  ,  ed  integrando  ^  Ix  -^^  l  la  :z  ly  (  aggiungo 

h  cortante  |  la  per  adempire  la  icgge  degli  omogenei  )| 

cioé 
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cioé  liyaxzz  ¡y  ,  c  togliendo  i  logacitrai ,  l^^a?  =:  , 
cioé  asQ  ~  yy  ^  parábola  puré  apolioniana  . 

Debba  efiere  cortante  la  fottonormale  ,  fará  yáy 

cioé  yiy  ~  adx  ,  ed  integrando  j/y  =  a ,  o  fia  yyzziax, 

z 

parábola  puré  apolioniana  . 

Debba  eíTere  la  fottangente  tripla  dell'affiíTa  ,  fari 

ydx  —     ,  cioé  dx-dy_y  ed  integrando  /  ]/ nax^ly, 

dy  i«  y 

O  fia  aax^y^  parábola  prima  cubica. 

Debba  eíTere  la  fottangente  moltipla  delI'aíTiíTa  fe- 
condo  un  qualunque  numero  m  ,  fará  ydx  =  mx  ,  cioé 

dy 


4x  ~  dy  ,  ed  integrando  l  y  a'*^'"  ^x  zz  ly  ,  o  fia^ 


a»»-"  ^x  ^ y^,  curva  del  genere  delle  parabole  . 

Debba  eíTere  ,1a  fottotangenre  —  lax^-xx  ,  fará  l'e- 


quazione  ydx  ^  ^¿ix  4-  xx  ,  cioé  aydx  ^yxdx  zz  zaxdy  ^ 
dy  a^x 

xxdy  9  o  fia  adx  ^  xdx  =  jíy  j        integrando  /j/r: 
2ax^xx  ^ 

^  liaxTlcx^  e  per6  xx-^  2ax~yy  ,  equazione  all'iper- 

bola . 

Deb- 
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Debba  eíTere  la  fottangentc  —  zaxy  —  jjí'  ,  fará 

ay  +-  jííAf 

l'equazione  yáa  —  ^axy  —  5Ar*,  cioé  ayydx +• '^yxxd»  :^ 

áy       ay-i-  ^xAf 
2í¡xydy  —  3«'iy  .  Secondo  ció,  che  é  flato  detto  al 
mm.  18.  procaro  di  ridurre  queiía  equazione  al  cafo 
del  num.  14. ;  pongo  adunque  y  =2  zz  ^  dy  =  izdz  , 

fatte  le  foíliruzioni ,  hvk  z'*dx^$zzxxdx  =  ^xz^dz-^ 
éx^zdz,  ed  eccola  ridotta  al  fuddetto  cafo;  quindi  íi 
fepareraniio  le  iiideterminate  ,  fe  fi  porra  z  zz  xp  , 

d%  =  xdp-^pdx  ,  e  fatte  le  fofíituzioni  ,  fará 


p*x*dx  -H  ^ppx ^dx  =         '  ^  ^^P  +■  P^^  — 
¿J*  aa  a'  a  '~ 

^>!*P  X  ixdp    pdx  ,  cioé  ¡taapdx  —  ^p^dx  —  ¿^xppdp  — 

a  a 

€aaxdp  ,  Q  pQib  dx  =  4ppdp  —  Saadp  ,  ed  integrando  , 
Ix  —         Im  ,  e  reííituito  il  valore  di  p  ,  cioé 

avay^,  fará  x  zi  m  I  cioé  finalmeme-> 

1 1  Le 
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Le  due  foñituzioni  fatte  di  y  z^:  sz  ,  f  di  %^  xp  ] 

fjQj:  feparare  le  índeterminate ,  ci  fanno  vedere  ^  chtj 
ful  bel  principio  baOava  farne  una  fola  ,  cioé  y  —  tuxpp^ 

a' 

Ma  aOai  piü  fpeditameníe  fi  otterrii  I'  intento  fcri- 
vendo  l'equazione  cosí:  lysssed:^     -^xHy  —  ^axydy 
ayydx  ,  la  quale  diviía  per  ase  fará  '^ydx  -h  ^scdy  ~ 
zaxydy-^ayydx  ,  ed  integrando  ,  ^xy  —  m_  »  cioé^s: 

AíAf  5  parábola  apolloníana  ,  quando  fi  pmmetta  la  cq- 
ílantc  m  • 

Debba  eíTcr  la  fotrangente  —     ^  —-  at^y  ^  fará  l'e- 

3Ar¿v  —  ay 

qaazione  4^:^  —  axy  —  ydx  y  cioé  ¿s^x^dy  — aticydy  z: 

^ocx —  ay  dy 
'^xxydx  —  ayydx  ^  che  fcrivQ  in  qciefl'  altra  maniera  : 
'  ^x^dy  —  "^yxxdx  —  axydy  —  ayydx  -  OíTervo  ,  che  il  fc-N 
condo  membro  farebbe  integrabíle  fe  foíTe  divifo  per 
xxy  ;  divido  adunque  tutta  1'  equazione  ,   onde  fia^ 
^j^^y  „  ^'^dx  zz  axdy—aydx  ,  pongo  ? intégrale  di  eíTó 

y  XX 

fecondo  membro  ay  ::::  z  ^  e  fatta  fvaníre  dall'eqaazione 

3C 


ia  y  j  fará  elTa  4Jí  X  —  $zxdx   —  dz  , 
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cioe  ^xdz  -H  zdx  —  dz  ^  la  quale  fi  potra  cortruire  col 

método  del  m\n,  14.  ,  b  pntc  prepafatil  giutU  il  mé- 
todo del'  num.  24.,  fará  x  X  ^dz±-dx      dz  o  Faccio 

adunque  ¿^dz  -h  dx  ^  d¿  5  éd  integraado  Iz^x  ^ta^p  j 

Z  X  p 

é  Cn  z^x  a^p  ^  t  pétb  fattá  fvá'nire  daIi'€quazione_* 
^  fioale  la  x  ,  averemo  finalmente  a^p  X  dpzz  dz  ^  cioé 

p 

a^dp  ^  z'^dz  5  .ed  integrarido  ^  a'^p  ^  z^  ^'m  cui  reftitai- 

5 

to  il  valore  di  p  ^  indi  quello  di  ^  ,  fará  xx  ^  ay  pa- 

fábolá  apóllófiiafta  *  ' 

Debba  eíTer  la  fottangénte  =       x  la^  x  ^  íárlt 

l'equazione         / ¿3  -h  x  ^ydx  j  cioé     =  ¿jíj^  +- ¿a;  laf-x^ 

a-h  y      a-i- X  l  a  +- X 

Per  paíTare  áll'integra^Iórii  ,  pongo  á  =^xla+^$í  s:  z, 

é  per6  dz  =:  dxla-^x-^-  adx  ;  (  fuppoth  la  logar itmiírá' 
della  fottangente  —  a)  fofiituiti  i  valori  nell'equazioae, 

fará  dy~dz  ,  ed  integrando  y  —z,  cioé  ^  —  a+- Ar/a+-íí, 

curva  -trafcéndente  ,  ma  che  fácilmente  íi  défGfivStj  , 
Vfuppoília  la  logarítmica  . 

tt  a  PRO- 
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PROBLEMA  IL 

41.   Rítrovare  la  curva,  il  di  cui  fpazio  fia  egude 
a  due  íerzi  del  rettangolo  delle  coordínate  . 

La  formóla  dello  fpazio  é  ydx  9  e  pecó  averaífi 
J'ydx  =:^xy  f  quindi  ydx  —  ^xdy  -t-  ~ydx  ,  cioé  ydx  =: 
2*iy  ,  O  fia  dx  -  dy  i  ed  integrando  come  fopríL-, 

/yax  =■  ly  ,  cd  ax  ~yy,  la  ileíTa  parábola  . 

Debba  lo  fpazio  eíTer  eguale  alia  quarta  poteíla 
dell'  ordinata  divifa  per  un  quadrato  coílame  ;  fará 

J*ydx  y*  f  cioé  ydx  ~^  4y  ^  dy ,  o  fía  aadx  ¿^yydy,  ed 
integrando  ,  ^aax  —  y^  ^  parábola  prima  cubica. 


4 


Debba  lo  fpazio  eíler  eguale  alia  poteíla  m  dell*  . 
ordinata  divifa  per  una  collantc  ,  fará  f  ydx  —     ^™  , 

cioé  ydx  —  my  «^—^  dy  ,  o  lía  a''"-^dx     my*"~^Hy  , 


ed  integrando,  m  —  i  X  a"^,"- x  ~  tny"- ~  ^ ,  curva  del  ge- 


nere' 


ANALITICHE  LIB.  IV.  945. 
nere  delle  paíabole  ,  o  dell'  iperbole  ,  fecondo  che  fara 
fn—i  pofitivo  ,  o  negativo  . 

P  R  O  B  L  E  M  A   I  I  L 

42.  Date  infinite  parábale  del  medefimQ  genere  qua* 
Imque  ;  ritrovare ,  quale  Jla  quella  curva  ,  che  tutte  It^ 
taclia  ad  angola  retto  . 

Sia  I'equazione  p'»-báí»  —y^^  laqiiale  (confideran- 
do  ,  come  arbitraria  la  ,  e  fufcettibile  d'  infiniti  valor  i ) 
efprime  infinite  parábolo,  e  íimilmente  confiderando  le 
wí ,  ed  n  ,  efprime  qualunque  genere .  E  fieno  eíTe  iii_* 
primo  luogo  tutte  al  medeíimo  aíTe  AE,  {Fig.  5.)  ver- 
tice  J ,  diverfe  folo  nel  parámetro  .  Una  di  quefte  in- 
finite parabolefia  JC,  in  cu  i  JB  =  x  ,  BC—y  . 

Da  un  qualunque  punto  Cfi  conduca  la  tangente^ 
CT ,  Q  la  nórmale  CP;  gia  fi  fa ,  che  fará  BT  ~  mx  . 

n 

La  curva,  che  fi  cerca,  fia DC;  e  poiché  queíla  deve 
normalmente  tagliare  la  parábola  ael  punto  C ,  per  una 
porzione  infiniteíima  dovrá  confonderfi  con  la  nórmale 
CP  nel  pumo  C;  adunque  Cotangente  della  parábola  AC 
fará  aíTieme  nórmale  alia  curva  DC  nel  punto  C,  ed  in 
confeguenza  BT  fará  nelío  íleíTo  tenipo  e  fottotangente 
della  parábola,  e  fottonormale  della  ricercata  curva  DC. 
0b,  che  dicefi  della  parábola  AC ,  cotiviene  a  qualun- 

que 
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íjlié  aítta  del  ítiedc-fitiio  generé  .  11  jifóblfffiá  aáunqtis 
confifle  a  ritrovare  ,  qiJale  íU  lá  éilrs^a  DC  >  la  di  cui 
fotionormale  fia  —  mx  .  L'efpreíTione  genérale  della^ 

n 

fottonormale  é  ydy  ,  che  in  queíío  cafo  deve  prenderfi 

ne'gativa ,  perche  nella  curva  DC  crefcendo  ^JS  (x) , 
cala  BC  (y),  e  pero  Tara  í'eqLiazione  diffecenziaíe  mxp 

ti 

—  ydy ,  e  fepararido  le  váriábill  ,  rfiis^^  21  ^  j'rf)',  ed 
integrando ,  mxx  =1  —yy^aa  ,  o  fia  ^  z:  %naa  —  , 

zñ  z  m  m 

equazione  ali'ellifli  .  E  perché  in  ñeííbn  modo"  c i  eritra 
'il  parámetro  p  j  la  foliizione  fara  genérale  per  le  infi- 
nite parabole  cosí  defcritte  . 

Se  l'efponerite  n  ddía  equ-izione  p'"-'»x"  TLy^  fi 
fuppófra  negativo,  onde  I'eqaazione  fia  ^«^^'^  zip'"'^ « j 
in  cui  ora  é  pofitivo  ,  fara  eíTa  all' infinite  iperbole  del 
hiede  fimo  genere  fra  gíi  afintoti  ,  le  di  cui  focidtangen- 
jfí  fono  —  inaf  i  t  dcve  puré  eíFers  a  quefie  agúale  la^ 

foítonoÉHíale  delia  curva  DC;  adunque  fara  —  mx  =^ 

—  yáyi  ÓQh'mxAx  —ydy^  ed  integrando^  mxx~yy  +.  aa, 
0  fia  XX  —  ^naa  ~  nyy,  equazione  all' ipérbolá... 

Se 
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ge  ie  infinite  par^boíe  JC ,  QC  ce.  áclV  equazione 
■pmWnzf^  j?*^  ayeranno  riitte.  lo  jíeírp  parametrp,  ma^ 
ciafcuna  div^erío  il  yerdce  ful  medeHaiQ  ^íTey  yak  a  dlre, 
fe  una  fi  niuova  femprc  fülI'aíTe  paralleU  a  fe  medeíi' 
ipa;  chiarnanda  da  un  punco  fiíTo  ^(Fi^.  4.)  una  qua- 
ipnqu?  48  ~  5  e  prefa  una  qual  fi  fia  QC  ,  la  di  cui 
aíTiíTa  j^E  r:  s  ,  ordinata  BC  —  y  ^  fara  porc  — ydy^  la^ 

fpttpnormale  della  ri  cerca  ta  curva  DC  ^  e  pero  egualc 
alia  fottotangente  BT  della  parábola  QC;  quindi  l'equa- 
zíone      ydy  =  mz  ;  ma  per  IVequazione  dellá  pár^bob  fi 

m  m 

a  z~  y  "  ,adunque — ydy  ^    my^    j  cioé  íat  = 

p    H  úfy  ^  ed.  integrando  , 

^^j^nnp    «   y    "     j  equazione  della  picercata  carya  DC* 

Le  parabole  fieno  apoUoniaiie  ,  cipe  2  , 
e  1  ;  l'equazione  integrara  non  fervirá  in  quefto  ca- 
fo 5  perché  fatte  le  foftituzioni  de'  valori  di  m  5  ed 
X  ,  avcraffi  x  zz  ^ —  p  ;  ma  prefi  la  differenziale  ^  fará 

o 

effa  ¿ÍAT  :^  —  ^    X  ¿  j  equazione  alia  logaritmica  .  Lal^ 

curva 
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curva  adunque, -che  taglia  le  infinite  parabole  apollonia-» 
ne  ad  angolo  retto,  fara  la  logarítmica  MCN,  la  di  cui 
fottangente  é  egu ale  alia  meta  del  parámetro  delle  para- 
bole . 

Le  parabole  fieno  prime  cubiche,  cioé  m~^,n~i^ 
fara  a?  =  —  ppy  " ' ,  o  fia  xy  —  p;)  ,  e  la  curva  D  C  fara 

—  í  J 
Piperbola  fra  gli  afintoti  . 

Le  parabole  Heno  le  feconde  cubiche ;  cioe  7w  ~  3 , 

.'«á'2 ,  fara  x  py ,  o  fia       1=:  !^py e  la  curva^ 

DC  la  parábola  ordinaria  .  Prefi  altri  valori  per  le  m  ¡ 
ed  Wj  altre  curve  fi  averanno  . 

Se  le  parabole  JC,  QC  éc.  oltre  ¡*avere  ful  me- 
defimo  aíTe  diverfo  il  vértice,  averanno  variabile  il  pa- 
rámetro ,  cioé  uguale  in  ciafcuna  alia  riCpettiva  di  fianza 
del  vértice  dal  punto  fiíTo  E  ,  prefa  una  qualunque  Q  C, 
fia  EB~  X,  affiíTa  della  ricercata  curva  DC ,  BC  ordi- 
nata  =  y  »  EQ  =  71  =  al  parámetro ,  fara  QB-x  —  p  , 

c  l*eqiiazioíie  delle  infinite  parabole  —  p  •=:ym^ 

e  la  fottangente  BT  -  m^X  x  —  p  ,  t  peró.  i'equazione 

—  ydy  z-m  y,  X  —  p' 

da  n 

Le  parabole  fieno  apoUoniane,  cioé  m~%^  n~i^ 

fairá  p  =  xji  ^xjc^—'  yy  ^  quindi  fatte  le  foílituzioni 
3     í  4 

neii' 
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Bell'equazione  —      ~  mX  x  —  p  ^  fará  eíTa  — ydy 


x:^  1 XX  —yy  ^  che  íi  potra  ridurrc  col  método  del 

numero  14.  alia  feparazione  ^  per  indi  paíTare  all' inté- 
grale 5  che  fará  algebraico  . 

Se  !e  infinite  parábola  AC  ^  QC  ce.  dell'eqnazione 
pm-^n^n  ^ ym  averaono  lo  fleíTo  parámetro  colante  ,  gli 
aíTi  paralíeli  ,  ed  i  vertici  varisbiÜ  nella  perpendicolare 
agli  aíTi  5  vale  a  diré,  fe  una  íi  mueva  ia  maniera^  che 
ciafcua  punto  di  eíTa  defcriva  delle  perpendicolari  agli 
affi  .  Prefane  una  qualunque  EC  (Fig.  e  chiamata^ 
JM^^EB  zz  MC  =r    j  e  condona  alia  pa- 

rábola EC  la  tangente  CT  prodotta  in  ^  fará  MT^  h 
fottonorm:ile  dcUa  ricercaía  corva  D  C;  ma  poiché  ET^ 
mz  y  fará  mzxj  quindi  averaüi  l*equazione  mzx 

n  '  ny  ny 


—  xdx  5  e  foflituito  in  luogo  di  y  il  valore  p 

dato  dall'equa2;íone  p^^^-^^^      —  y^n  ^  f^^^i  finalmente^ 
mzx      ^  ■ — xdx ^  cioe  — -      mzdz     ::z  dx  j  ed  íúr 

m'~*>i     n     ^  dz  m^n  n 

np  ^   z^.  -  np 
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2;»  ^  » 

legrando ,  ^  =  —      mmz  ^  9  equazione  dqlta 

cutva  ricercata  DC. 

Le  parabole  fieno  apoUoniane,  cioé      2 ,  »  =:  i ,  fará 
i 

x~  —  42*  ,  o  fia  9pscíi  zz  %^ ,  e  pero  la  curva  DC  la 

I  i6  ■ 

feconda  parábola  cubica ,  il  di  cui  lato  reuo  fara 
quello  deiia  parábola  ¿ÍC,  come  il  p.  al  i<í. 

Avvertafi ,  che  in  queílo  cafo  la  pofizione  della  cur- 
va D  C  non  fará  la  fegnats  nella  figura  5. ,  ma  averá  il 
vértice  in  A ,  tagliando  ad  augolo  retto  ]a  parte  infe- 
riere delle  parabole  apolloniane,  cioe  inconirando  il  con- 
veíTo,  come  pella  figura 

FiíTato  ¡altro  genere  per  le  parabole  A  C  ,  fará  puré 
nna  parábola  d'altro  genere  la  curva  PC. 


PRO- 


# 
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P  R  O  B  L  E  M  A    I  V. 

45.  Sulla  retta  AD  (Fig.  7.)  infifia  la  retta  AG 
in  angolo  femiretto,  Jl  ricerca  l'eqmzione  dslla  curva  AB, 
la  di  cui  proprieta  Jta,  che  l*applicata  BD  abbia  alia  fot* 
totangente  DF  la  ragions  á'ma  cofiante  a  alia  BG  . 

Chiamate  AUzzss^  DB  =  y  ,  fara  CB  —  y  —  i<¡  ^ 
quindi  per  la  condizione  del  Problema  íi  averá  y  , 
y&íi  : :  a,  y  —  a?,  e  peró  1'  equazione  adx  —  yiy  —  xAy , 

dy 

Per  feparare  le  indeter, mínate  mi  fervo  del  método  del 
num.  25.,  pongo  perianto  x-Ay-i-p-h  Bytdx  —  Jdy  -i-dp; 
fatte  le  foílitnzioni ,  fará  aAdy-i-adp  =  ydy  —  Aydy  — 
fdy  —  Bdy,  ma  in  quefla  equazione  íi  feparano  le  inde* 
termínate,  fe  fparífcano  11  primo,  e  fecondo  termine^ 
dell'omogeneo  di  comparazione ,  cioé  fe  fia  -¿í  =  i ,  e  £í 
rimane  arbitraria ,  che  porro  per  brevitá  =  o ;  adunque 
la  foííituzione  da  farfi  h  x~y  py  dx  —  dy-i-dp^e  l'equa-. 
zione  lará  adp=:  ^aáy —  pdy^  cioé  adp  =  —  dy,  curva 

a-i-p 

trafcendente,  e  che  dipende  dalla  logarítmica . 


uu  2 
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PROBLEMA  V. 

44.   Ritrovare  la  curva  ¡  la  di  cui  atea  fta  axy  +■ 
foxí^yS  cbiamando  al  falito  le  ajjijfe  x,  le  ordinate  y. 

Dcve  adunqoe  eíTcre     ydx-=^  ascy  ■>rhíi^y^  \  e  pero 

ydx  =  axdy^ayáx  +■  chy^ü^'*'^  díí  +-  ebx^y^"  ^dy\  o  fia  , 
fatto  a  ^  i  7=.  m  ,  mydx  -i- a.vdy  •^cby^x'^-'^dx  +• 
ehx^y^'^'' dy  —  o.  Per  feparare  le  indetertninate  in  queíía 
equazione  fi.  potrebbe  ferviríi  del  método  del  nura.  jj. 
ponendo  x  =  a^~'s^"'  ,  ed  _y  =  z^"" ,  onde  dx  = 

i  ^  c  Xz'-^dz'y  ma  fatte  le  foftituzioni ,  ci  fi  prefen- 
terebbe  un' equazione  molto  compoíla  ,  la  quale  richie- 
derebbe  un  lunghiílimo  calcólo  . 

Per  venirne  a  capo  con  brevita :  riprefa  1'  equazio* 

ixtj" ydx  —  hx^y^    axy  ^  pongo  x^y^~q,  onde  I'e- 

quazione  fia      ydx  —  bq  +-  axy  ,  e  pero  ydx  zz  bdq  +- 

axdy  -^aydx  -  Ció  poíío  ,  mi  fervo  del  método  del  num. 
24. ,  a  norma  di  cui  fcrivo  1'  equazione.  cosi : 

^'^y  X  i  —  a  X  dx  —  dy  -  bdq  ;  indi  pongo 
a  X  y 


—  a X  dx  —  dy zzdfj,  e  per6  integrando J^^^-lp, 
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6  fia  A?  ^  p  ^  Fatte  per  tanto  le  dovute  fo- 
flituzioni  5   averafíi    1'  equazione      ax    dp  —  bdq  . 

Ora  per  efprimere  la  ^  per  le  aíTunte  p  ^  q  ^  Ci 
rifletta  5  che  x^y^  =  q  ^  cioe    ^  ^    ?  cioc  y  ~  ; 


ma  íi  á  puré  x  ^    z:  _y  ,  dunque  a?  ^       ^  %  o  fia^ 


PC 

^      —  q  ^  p  ^  c  finalmente  a:^  :^ 


€ 


^e^ae^ac  p&^ae^ ac  ,  Fatta  adunquc  queíla  foílituzio^ 
ne  in  luogo  di  a?  ^  ,  averemo  P  equazione 

-  'ií  ■ 


&0  ^  aa 


hq^—  ^i^^^io^q  ^  ed  integrando  , 

de  —  au  e  >^as  -H.ic  ^  i 

ae  —  ac  e—ae     ac—  i 

equazione  della  ^^curva ,  che  fi  cerca. 
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E*  manifeflo ,  che  quefia  curva  fará  per  lo  piu  al- 
gebraica quando  le  qaantitá  a,  c,  e  faranno  razionali , 
ed  all'opporto  trafcendente  quando  una  di  eíTe  fará  icra- 
zionale.  DiíTi  per  lo  piü,  perché  anche  poíle  razionali  le 
a,  Cs  e¡  fari  peró  trafcendente  la  curva  ,  fe  fia  ?  =:  c ; 
o  puré         —  í;oe  =  i,  ed  afficrae  ¿í  =  i;oa  =  o, 

ed  aífieme  ezzi  in  diverfi  altri  cafi,  che  non  fecyc 
tutti  accennare . 


CAPO 
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CAPO  IV. 

Della  riduzione  delle  Equazioni  differenziaU 
del  fecondo  ^rado . 

45.  C^JJíindo  le  equazioni  diíTerenzíali  del  fecondo 
grado  fono  tali ,  che  poíTano  loro  adattarfi  le  Rególe  fpie- 
gate  dell'integrazioni  si  ne'cafi  delle  variabili  feparate,  co- 
me ín  quelle,che  fono  miíle,nullaoccorre  di  p¡ü,che  fer- 
virfi  delle  dette  rególe,  e  cosí  per  mezzo  dell' integra- 
zioni  ridurle  a'primi  differenziali ;  e  peró  intorno  a  ci6 
nient'altro  fa  d'uopo  aggiqngere  .  Che  fe  poi  le  formóle 
COSI  ridotte  al  primo  grado  non  averanno  bene  fpeíTo  fe- 
parabili  le  indeterminate ,  pe  faranno  coílruibili  in  verun 
modo ,  la  colpa  non  fará  della  maniera ,  con  cui  fi  fvi- 
luppano  le  feconde  diñerenze ,  ma  piuttoíío  di  quella , 
con  coi  fi  maneggiano  le  prime  .       '  ^. 

Dovrá  adunque  verfare  la  noílra  índuflria  circa  il 
ridurre  le  equazioni  differenzio-differenziali  ad  eífere  atte 
per  le  aíTegnate  rególe  dell'integrazioni ,  il  che  li  pu6 
tentare  in  piü  modi . 

4<í.  Una  maniera  potra  eíTere  di  fervirfi  de'foliti 
ripieghi  dell' Algebra  volgare  trafponendo  i  termini  ,  di- 
videndoli ,  o  moltiplicandoli  per  qualche  quantitá  ,  ed 
altri  ilraiU.  Ma  prima  d'ogn'altra  cofa  é  neceíTario  ri- 

cordaríi 
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cordaríi,  o  fapere,  fe  nel  paífare  dalle  prisje  alie  fecon- 
de  difTerenze  fiafi  prefa  qualche  fluíTione  per  coflante , 
c  quale  fia  íhta;  ed  in  oUre,  che  ficcome  nell'ioíegra- 
zioni  dalle  prime  diflerenze  alie  quantítá  finite  fi  aggiun- 
ge  fempre  la  coHante  ,  cosí  nulla  meno  devefi  aggiun- 
gere  nelle  integrazioni  dalle  fecunde  alie  prime  diffe~ 
renze  .  Gio  pollo  ,  fía 

E  S  E  M  P  I  O  T. 

Sia  proporta  l'equazione  hy^  ~  zayddx  ^  aáxdy  ,  in 

c''"  dudy 
cni  la  du  —  Vdx^-hdy'-  e  l'elemento  della  curva,  e  fi  fup- 
pone  coLUnte  \  la  fcrívo  cosí  by'^dydu  =  zayddx  -i-  adxdy  , 

11  primo  membro  5  eíTendo  coííanre       é  integra-  v, 
bile,  quando  anche  fi  multiplichi  ,  o  fi  divida  per  qua- 
lunque  fanzione  di  y  ;  ed  oOervo ,  che  lo  farebbe  puré 
il  fecondo  ,  fe  fi  dívideíTe  per  íi^y.  Divido  adunquc. 
tutta  1' equazione  per  zyy  ,  q  fará  by'»  dvdu  zz 

Ic^Wy 

layddx'ir' adxdy  >  ed  integrando' fara  by  

adxVy  -H  adu  Va,  equazione  ridotta  alie  prime  difTerenze, 
Nell' integrare  ó  aggiunta  la  du  appunto,  perché  é 
coQame  5  e  l'ó  moltiplicata  mav^a^^i  gU  omogenei . 

ESEM. 
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ESEMPIO  II. 

Sia  1'  cquazione  /  =  dx  -  —  yddy  ,  in  cui  Ci  é  prefa 

yin  per  coflanie;  la  raoltiplico  per  ^dy^  e  fará  ifiy  = 
zdKi'-dy  —  tydyddy ,  cioé  zfdy  ~  idy  —  zdyddy  ,  ed  inte- 
y^dx^  y^  yydx"- 

grando^per  eíTer  coflante ,  íará    zfdy  — 

—   I    —    dy^  -^nyydx^^' 

yy  yydx"- 

ESEMPIO  III. 

Sia  l'equazione  /  -  du^  —  yddy  ,  in  cui  dx  fia  co- 

y^dx^ 

ílante,  e  du  V  elemento  della  curva,  cioe  \^dx  ~+-dy''  :=.du. 
Poiché  düiique  é  coííaare  dx  ,  fará  dyddy  =:  duddtt ,  £_. 
per6  fortiiuendo  il  valore  di  ddy  nell'  equazione ,  fará  f = 
dydu''  —  yduddu  ,  e  moltipHcando  per  ly  ,  zfy  — 

y '  dydx  *  \^ 
iydydu"-  —  lyyduddu  ,  cioé  2fdy  -  lydydü"-  —  zyydaddu  , 
y^dydx"-  y^dx^ 

XX  cd 
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cd  integrando  n-J'fdy  =  —  du"-  -hndx^  * 

yydx  * 

In  queíl'altra  maniera  ancora:  poflo  nell' equazíone 
in  luogo  di  du  ii  fuo  valore,  fará  eíTa/  =  íat*  +  dy  — yddy , 

y^dx^ 

e  moltiplicando  per  3ydy,  tfydy  —lydydx  *  -^^ydy '  -  zyydyddy, 

y^dx' 

cioé  2/4y  =  2)íi)/i>?  ^  +.  %ydy  ^  —  sy^i/iá)»  ,  ed  integrando, 


'//#  = 


E  S  E  M  P  I  O  IV. 


Sia  l'equazione  adx  ^  :^yddy  +-  pcdy"-  ^  jn  cui  ía:  fia 

coflantej  moltiplicata  per  dx^  e  divifa  per  x  fará  ¿z^íj^^  zz 

yddy+'dy^j  ed  integrando  ,  giacche  ¿ía?  é  coftanre  ^ 
adxlx-h  Jdx  =zydy*  Che  fe  faraíTi  la  cortante  aggiunta 
Azz  a  ^  averaffi  aixlx-^  adx  zz  ydy  ,  e  paífando  avanti 
con  rintegrazione^  axlx  =yy  ,  ^ 


ESEM- 
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E  S  E  iVl  P  I  O  V. 

Sia  1'  equazione  /  —  dxdydu  ^  -i-ydu  "'dd^f  —  ydxduddu, 

ydxdydt  * 

in  cui  du  h  l'archetto  della  curva  ,  dt  h  data  per  c 
per  y ,  e  neíTuna  fluífione  prima  é  flata  prefa  per  co- 
ílante  ;  la  divido  per  y^dx^ y  e  la  moltiplico  per  2  ,  c 
fará    2/  =:  zdxdydu^  •\~  tydu^ ddx — íydxduddu  ,  o  íia_. 

y^dx^  y'^dx'^dydt'- 
zfdydf  —  2ydx  ^ dydu  ^  +-  zvydu  -  dxddx  —  %yydx  ^  duddu , 
yydx^  y''dx'^ 

€d  integrando  ,  2 J'fdydt^  =  —   du^  +;«. 

yydx'^'  yydx^ 

Ma  fi  puo  ben  diré,  eíTere  cofa  impoíTibile,  il  fare 
ufo  di  quefto  método  nell'equazioni  ,  le  quali  fieno  al- 
quanto  comporte  ,  quando  a  un  di  preíFo  gia  non  fi.  fap- 
piano  le  integrazioni,  che  devono  farli ,  onde  paíTeró  ad 
altri  metodi .  ,  . 

47.  Nella  foluzione  de*Problerai  paíTando  dalle», 
prime  alie  feconde  diíferenze  puó  tornare  molto  cómo- 
do il  non  aíTumere,  qualora  fia  libero  ^  fíLiíTione  alcuna 
per  cofiante  ,  per  potere  quindi  con  la  formóla  forto 
l'occhio  determinare  queila  tale  cofiante  ,  per  cui  l'ef- 
prcflione  venga  in  tale  modo  ad  abbreviarfi  ,  che  fia_. 

XX  2  fácil- 
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fácilmente  integrabile  .  Gíi  efempj  firanno  meglio  in- 

tendere  il  método  , 


E  S  E  M  P  I  O  L 

Sia  l'equazione  /=  ¿jfy '  ^  dx  ^  dy  —  xdyddx  +-  xdxddy  , 

2x^dy^ 

h  quale  íiafi  avuta  íenza  aíTLimere  alcuna  fluíTione  co- 

Üante  .  Per  abbreviare  queíU  formóla :  confidero  ,  quale 

poíTa  eíTere  quella  fluíTione  ,  che  prefa  per  coíUnte  mi 

dirtrugga  nell'omogeneo  di  comparazione'due  terraini , 

due  foli  lafciandone  ,  e  trovo  che  due-  poíTono  cíTere  , 

cioé  xdy ,  e  dx  . 

« 

Sia  dunque  xdy  —  p  ,  e  prefe  le  dífferenze ,  xddy  +- 
dxdy  =  p  ,  e  pero  anco  molti pilcando  per  dx  ,  xdxddy 
dx^dy-^o  ,  con  che  fparifcono  nell'omogeneo  di  com- 
parazione  dall' equazione  principale  il  fecondo  ,  e  quar- 
to  termine  cosi  ,  che  fi  avrá  fzz  dy^  —  xdyddx  ;  ma_ 

2x '  dy ' 

eílendo  xddy  -f-  dxdy  ~  o  ,  fará  dy     —  xddy  ,  quindi 

da 

foftituendo  ,  fara  /  =  —  xdy^ddy  —  xdyddx  ,  cioé 

SA" '  dxdy '  dy^ 
f  ~  —  xdy  '  ddy  —  xd xdyddx  j  o  fia  /=  —  dyddy  —  dxddx  , 
2JÍ '  dxdy '  ixxdxdy  * 

ma 
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ma  xáy  —  c  ,  adunquc  f  zz  —  dyddy  —  di^ddíí  ,  e  final- 


xccdx 


mente  fdsí     —  dyddy  —  dxddx  ,  qd  integrando  , 


fdxz: — dy*  — dx''  +:«,o  íia  J'fdxz;.  —  dy"-  —  dig^^^n, 
^cc  ¿[xxdy'- 
Quando  íiafi  giunto  all'equazione  /=;  4y^  —  xdyddx  ,  Ci 

2x^dy^ 

puó  piü  brevemente  paíTare  all'  integrazione  moltipli- 
candola  per  dx  ,e  difponendola  cosiifdx    dx  —  dxddx, 

tx  ^    %xxdy  ^ 

raentre  eíTendo  xdy  coflante  ,  fará  ffdx  =  —    i  — 

dx*    izn  i  come  fopra  , 
i^xxdy ' 

Fscciafi  ora  coíUnte  la  quantita  dx  ,  Una  tale  íup- 

"  "ps  " 

pofizione  dando  xddx  —  dx''  :=  o  ,  e  pero  anco  -~ 

XX 

xiyddx dx* dy  ^  <^  i  toglie  íl  fecondo  ,  e  ter^o  termi* 
ne  dall'equazione  principáis  ,  e  la  muta  ín  qucfta  /  = 
dy  *  4-  xdxddv  ,  c  moltiplicando  per  dx ,  fdx  « 
^x^dy* 

áxdy  ^  4-  xdx  *  ddy  ,  il  di  cui  intégrale,  a  cagione  di  dx^ 
zx'dy^  ~^ 


I 
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o  iís'  eoflante j  fi trova  eíTere  ffdx  =: —  t  ~^dic\  í: 


poíTa  prenderfi  per  coftante  ,  fi  oílervi ,  fe  néll'equazio- 
ne  propofta  vi  fie  no  due ,  tre  ,  o  piü  termini  ,  i  quali 
moltiplicati ,  o  divifi  per  una  quantita  a  loro  comune, 
poíTano  ridurfi  ad  eíTere  integrabili  findi  fatta  1' integra- 
zione ,  la  loro  intégrale  fi  prenda  per  colknte  ,  e  íl 
proceda  nel  modo  fpiegato  .  Se  non  fempre  ,  qualche^ 
voka  almeno  avrem'o  1' intento  . 

Ripiglio  l'equazione  /  = 
áy^  ■^dse^d'/  —  fcdyddx  4-  xdxddy  ;  oíTervo  ,  che  i  due.» 

lermini  dx'-dy  ^xdxddy  diviíi  per  dx  nmangono  dxdy  +- 
ñ?á¿íy ,  quantita  integrablle  ,  e  che  il  fuo  intégrale  é  xdy  \ 
ccco  adunque ,  per  qual  cagione  dovevafi  prendere  que- 
fla  quanútá  per  cortante  .  Si  mil  mente  offervo  ,  che  i  due 
lermini.  dx^dy—:xdyddx  ,  fe  fi  dlvidono  per  —  x.xdy  , 
ci  danno  —  dx^ xddx ,  qumúú  inzsgvsbilc  ,  il  di  cui 


intégrale  é  dx ;  potevafi  adunque  prendere  per  coílanre 


anche  la  ílnfíione  dx_^. 


X 


ESEM^ 
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E  S  E  M  P  I  O  - 


Venga  propofia  la  formóla  X  dxdd^y  ~  dyddx  ~ 
ydydx^  - — yydzdy"-  ' —  xdxdy^  ^  in  cui  ia  variabile  2  é  ia 
qualunque  modo  data  per  y  • 

La  difpongo  cosí :  xydxddy  ^yydzdy  ^      yxdyddx  4- 
ydydx^  —  xdxdy""  ^  ed  oíTervo  ,  che  fe  fi  divida  pee 
yydy  r  omogeneo  di  comparazione  ,  fará  egU 
yxddx  -^ydx"" — xdxdy  ,  il  di  coi  intégrale  xdx  *  Pren- 

do  adunque  per  coflante  xdx  y  e  pero  xdx-^  c^  ed 

y  y 
xyddx  4-  ydx  ^  —  xdxdy  ~  o  ^  quindi  la  propoíU  cquazío- 

yy 

m  yerra  ad  eíTere  xydxddy  4-  yydzdy"-  ~  o  ,  cioé  dz  = 
—  xdxddy  ,  ed  integrando  ,  per  eíTere  xdx  coflante^  , 

ydy^  y 
Z  —  ^dx  iz  ^  • 

4p,  Quando  in  una  equazionc  del  fecondo  grado 
manca  l'una,  o  I'altra  delle  due  iodeterminate  con  tucie 
le  fae  funzioni  ^  e  non  entraño  nelía  formóla  fe  non  le 
fue  dificrenze  prime o  feconde  in  qual fifia  modo  com- 

,  pQÍle 
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porte  ,  ed  a  qualunque  dignítá  elévate  ,  l'integrazione,  n 

0  riduzione  alie  pdrae  diSerenze  fará  fempre  in  noílra 
mano  per  rnezzo  di  una  fortituztone  .  Quefla  fará  di 
porre  la  prima  difFt'renza,  che  flaifce  ,  eguale  ad  una_, 
nuova  incógnita  moltiplicara  nella  fluíUone  aíTunta  co- 
lante, o  che  fi  aíTuma  ad  arbitrio  in  cafo,  che  nejGTuna 
folTe  fiata  fííTata  coflante  .  Per  efempio:  in  una  data- 
equazione  fia  Üata  fuppofla  dx  variabile  ,  e  dy  collante ; 
íi  faccia  díí  —  pdy  ,  e  prenden  do  le  differenze  nell'  ipotefi 
di  dy  coftante,  ddx  —  dpdy .  Falta  qüelta  foítituzione  in 
laogo  di  ddx  j  e  maneggiata  1*  equazione  ,  col  fofl:itu¡re 

1  valori  preíi  dall* equazione  dx  —  pdy,  íi  ridurrá  fem- 
pre  alie  prime  difFerenze  . 

O  puré  fe  tornaífe  piü  cómodo,  íi  ponga  la  prima 
fluíTione  della  variabile,  che  manca  dall' equazione,  egua- 
le ad  una  nuova  indeterininata  moltipíicata  nella  prima 
fluíTione  dell'altra  ,  Fatte  le  debite  foílituzioni  ,•  avendo 
riguardo  alia  fluffione  ,  che  fará  rtata  prefa  cortante  , 
avererao  1' equazione  propolla  ridotta  alie  prime  diffe- 
renze 

E  S  E  M  P  I  O  I. 

Sia  di  nuovo  I'  equazione  dell*  efempio  primo  del 
num.  4íS'.  hy"^  —  2ayddx-h  adxdy ,  in  cui  é  fuppolh  co- 

dudy 

fiante  la  du  .  Fac- 
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Fdccío  perianto  dx^pdu^  e  differenziatido ,  di>i^ 
dpdUf  quindi  furrogato  queilo  valore,  averemo  ¿y"'  ~ 


zaydpdu  +-  apdudy  ,  cioé  by'^  =  2afdp  4-  apdy  ,  e  pero 

-  c  dy 

hy^dy  =  zaydp +~  apdy  ^  la  qual  equazioiie  divifa  per  ak'y 


é  imegrabile,  e  1' intégrale  fl  é  éj/       *  =  ¿í^i^jf' +:  á;.; 


m 


ma  p  ^'dx^y  diinque    by     ^  du~  adxi^yizgdu. 
du  r 

ESEMPIOII. 

Sia  l'equazione  fyydydx"- ^  — duddu  .  La  /  é  data 
per  y  ,  du  e  I' elemento  della  curva,  ed  ydíc  é  la  fiuffio- 
ne  prefa  corlante  .  Faccio  adunque  du  ~  pydx  ,  e  diffe- 
renziandOj  ddu  ~  ydpdx,  e  peró  fatte  le  foílituzíoni,  fará- 
fyydydx"-  -  —  yypdpdx"- ,  cioé  fdy^  ~ pdp  \  onde  inte- 
grando, 2 fdy  =  —  pp+'Zm  ,  ma  pp  =    ¿m*  — 

yydx- 

dx^  -h  Jy^ ;  fatte  pertamo  le  foílituzioni  ,  e  la  riduzio- 

yyd)s  * 

y  y  ne, 
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ne ,  averaífi  dx  :^  dy  ^  ; 

1/  2myy  —  i  —  2yy  J'f^y 

Ridüco  ora  la  ÜeíTa  cquazione  per  mezzo  dell' a}- 
tra  follituzione  indicara  .  Pongo  adijn<jue  dx  =  pdu  ,  e 
y  ddx  =  dpdu  4-fddu  ,  e  pero  diu  =  4dx  —  ápdu  .  Fatte  le 

?■ 

foííituzioni ,  fará  I'  equazione  fyyppdydu '  = 

' — duddx&-  dpdu'-  3  na  e  flata  aíTuma  co fiante  la  fluilio^ 

ne  ydx  ,  quindi  averemo  y  ddx  -i-  dydx  ^  o  ,  cioé  ddx  = 

—  dxdy  ,  o  Ü2l  ddx  ~  ^  pdudy -3  e  furrogato  queíío  va- 

'  y  y 
lore  ancora  nell'  equazione  ,  fara  fppyydy  ^  dy    dp  .C\h 

pofio  :  pa ÍTo  avanti  ^  e  faccio  dy  dq ,  onde  jS/  =  ^, 

e  pero  fqqdy  ~  dq  ,  Q       f dy  ~  dq  ,  cd  integrando, 

/'fdy  —  —  J  f  í»  )  nía      =  ppyy  "yydx^  —  _j/_)/ííjt?*  , 
a^gr  dx^'-i-dy'- 
(Junque  fará  ?  /"/"'í;'  =  —  ¿^a-'  —  .^jk'  +-  zm  ,  da  cu  i  fi  ri- 

_  ^                 yydx * 
cava  f  come  fopra,  íaí  =:    dy   . 


2myy  —  i  —  2yy  f dy 


ESEM. 
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E  S  E  M  P  I  O  I  IÍ. 


Ripiglio  l'equazione  dell'efempio  3.  dsl  nura.  4<í, 
fytdx^  =z  dx^'-i'  dy^ — yddy  ^  ia  cui  é  coílante  dx  ,  ^ 
pongo  dy  —  pdx  ,  e  pero  ddy  —  dpdx  ,  fatta  la.  foílítu- 
zione  ,  fará  fyida^  =  íÍaí  *  -h  dy'^ — y  dpdx  ,  e  fatta  fpari- 
re  la  dx  col  valore  dy  ,  averemo  fy'idy^~dy'^-^dy^  — 

P       _  Tí  tp 

yjyip  ,  cioé  fy^dy^^  dy  ^^  ppdy » --ypdydp ,  e  dividendo 
f 

per        ,  íará  fdy  —  dy -j-ppdy—ypdp  ,  ed  integrando  , 

y  i  yl 

/'fdy  = —    I    —  pp  +-  w ,  e  fatta  la  foílituzione  in_ 
zyy  zyy 

luogo  di  p  del  valore ,  rfdy  ^ —  i  —  dy^  +. 

dx  2yy  2yydx^ 

cioé  2  r fdy  zz  —  dx*  —  iy^  -t-  2    ,  e  pero  ¿a?  =: 

 ^  . 


m  s 


\/  2myy  —  i  —  ^yy  J'fdy 

50.  Che  fe  nella  propofia  equazione  neíTuna  fltif- 
fione  fia  flata  prefa  per  coílante  ,  una  fe  ne  prenda  a 
piacere ,  e  íi  operi  come  s'e  fatto  nel  num.  48. 


yy  2 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  o  . 

.■  Data  l'equaziorie  delVefempio  5.  num.  4^, ,  in  cui 
iieíTuna  fiuíTione  é  aíTunta  coííanie  ,  cioé  fy'dydx'  = 
dxdydü^ ydu^ ddx — ydxduddu  (  pofta  ydx  m  luogo  di 
)  ,  fe  fi  prenda  coftante  dx,  fparira  il  termine  ^íÍmMíía?, 
e  l'equazione  fará  fy^dydx""  =■  dydu"-  —  yduddu  ^  onde^ 
per  ridürla  dovrá  porfi  du  —  pdx  ,  quindi  ddu  —  dpdx  . 
Sur  rogad  qncñi  vúoú  ,  uvevémo  fy^dydx''  —  ppdydx^  — 
ypdpdx  ^ ,  cioé  fy^'dy^  fpdy  —  ypdp  ,  la  quale  equazio- 
ne,  per  paíTare  alie  jntegrazíoni ,  fcrivo  cosu  f y' dy^ 
ppy  X  dy  —  dp  ,  quindi  integrando  col  método  del  num. 


24.  dell' antecedente  capo,  J^fdy  zz  —Jp^  -t-?»;  e  re- 
flituito  il  valore  di  p,  j'fdy  =  — 


¡.yy 

y 

du '  +- 


zyydx  * 

Se  fi  prenda  coflante  du,  fparira  il  tQvm'me  ydxduddt^, 
e  l'equizione  ÍslÚ  fy^  dydx'  ~  dxdydu^  -^ydu^ddx  ,  e-> 
per6  dovrá  porfi  ^a;  =  pdu,  ddx  ~  dpdu  .  Sortituiti  queflix 
valor  i ,  averemo  /y '  £Í/  X    '  ¿ÍM '  =  pdydu '    y  dpdu '  ,  cioé 

fy^dy—  pdy-^  ydp,  e  pero  integrando,  hrkj' fdy  —~  i    +-  m, 

p '  myy 

"  e 
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e  reflimiio  il  valore  di  p  ,  ffdy  ~  —    du""    -t-í»  . 

J  Zyydü" 

51.  II  poterfi  aíTumere  una  fíudione  a  píacere  per 
coííante  nelle  equazioni  ,  in  cui  neíTuna  fia  giá  Íl:ata_t 
prefa ,  puó  rendere  capaci  del  método  del  num.  49;  al- 
cutie  equazioni  ,  le  quali ,  per  avere  ambedue  le  inde- 
terminate  finite ,  non  lo  fie  no  ;  e  ció  aíTumendo  talo 
fluíTione  per  coflante ,  che  faccia  fparire  tníti  que'  ter- 
mini,  ne* quali  fi  trova  l'una  delle  indeter mínate  finite, 
rimanendo  quelÜ  foíi ,  che  l'altra  contengo  no  . 


E  S  E  M  P  I  O, 

Sia  I'equazione  dx^  —  dxdy"-  ydxddx -h  ixdyddy , 
in  cui  neífuna  flüífione  é  prefa  coííante  . 

Se  faremo  coííante  dx  ,  fparira  il  primo  termine^ 
dell'omogeneo  di  comparazione  ,  e  fe  faremo  cortante 
dy  ,  fparirá  1' ultimo;  e  si  nell'uno  ,  che  neil'altro  cafo 
una  fola  delle  indeter  mínate  rimane .  FiíTo  adunque  co- 
ííante dx  i  íará  I'equazione  dx^  —  dx-dy"-  =  zxdyddy  , 
Pongo  dy  =  pdx  ,  ddy  =  dpdx;  fatte  le  fofiituzioni,fará 

dx ^  —  ppdx *  ~  ixpdpdx^ ,  cioé  aadx      ppdx  =  zxpdp  , 
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o  fia  dx  —  2pdp  ;  integrando   adunque  ,  fara  Ix  =. 

X  aa—  pp 

—  ^ aa  —  pp-h  Im,  e  pero  x  —        ,  e  refíituito  iü_' 

aa—pp 

luogo  di  p  il  fuo  valore  ady  ,  fará  x  =        m  , 

dsí  aa  —  aady*- 

Ix^ 

cioé  X  -  mdx  *  ,  o  fia  mdx  *  =  aaxdíí '  —  aaxdy  * . 
flíjá^v*  —  aady^ 

52.  Ma  quando  il  prendere  una  fluíTione  a  place*- 
re  per  cortante  non  ferva  per  eliminare  una  delle  due 
indeterminate  finite  ,  o  la  flaíTione  coflante  fia  gia  ftata 
fiíTata  ,  ficctié  nell'  equazione  riraangano  ambedue  le  in- 
deterrainaie ,  fin'  ora  non  é .  flato  fcoperto  alcün  método 
genérale  per  procederé  avanti. 

I  métodi  fpiegati  poíTono  ave  re  tal  volta  il  loro  ufo, 
flecóme  puré  i  foliti  artifizj  deli' Algebra  comune  con_. 
le  raoltiplicazioni ,  divifioni  ec,  come  per  efempio  nell* 
equazione  x.vydy"-  —  xddx  —  ,  la  quale  diviía  per  xx 
fara  ydy"-  =  xddx  —  dx'\i  e  peró  Integrabile  (fuppofia  dy 

XX  I 

cortante  )  e  1' intégrale  é  yydy  —dx^  mdy . 

a  X 

Tal' ora  una  fortituzione  puó  rendere  la  proporta^ 
equazione  foggetta  al  método  del  num.  4^.  Ed  in  fatti 
1* equazione       ddic  —  yddy  ^  dy'^ yydy"- ^   che  non  c 

.     ■  fog- 
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foggetta  al  canone  del  fuddetto  numero  ^  lo  fara  pero, 
fe  fi  faccia  ydy  zz  dz ,  onde  fia  x  ^ddx  ~  ddz  4-  dz  "-  * 

53.  In  cafo  poi  j  che  nelle  eqaazioni  fia  gia  ílata 
aíTunta  la  fluffionc  cofiante  ,  puo  eíTere  di  molto  ufo  íl 
mutare  Pequazíone  propofla  in  un'akra  equivalente  ^  in 
cut  neíTona  fluíTione  fia  cofiante-  Per  far  ció:  íia  l*equa- 
zione  genérale  dy  ^  pdx p  c  una  quantita  data  iii-* 
qualunque  modo  per  x  ^  e  per  y  )  c  dx  cortante  , 
difierenziando  fará  ddy     dpdx  ;  mz  é  p^  dy^  dunqüe^ 

difíerenziando  fenza  alcuna  fluffionc  coflante^,  fara  dpzz 
dxddy  —  dyddxj  quindi  furrogato  queüo  valore  in  luogo 

di  dp  neirequazione  ddy  —  dpdx  ^  averemo  ddy  =^ 
dxddy  —  dvddx .  Se  pertanto  in  una  qualunque  propoíla 

d^ 

equazíone  ,  in  cui  fia  coflante  dx  ^  fi  ponga  in  luogo  di 

ddy  il  valore  dxddy  —  dyddx  ^  fará  eíTa  niutata  in  un'altra 

d^ 

equivalente,  in  cui  neíTuna  flufiione  é  coíUnte. 

Ma  perché  frequenteoiente  alíre  piu  corapoíle  fíuf- 
fioni  fi  aflumono,  o  fono  ftate  affunte  per  collanti,  fará 
bene  rendere  piü  univerfale  queflo  método  • 

Sia  adunque  l'equazione  genérale  dyzzmpdx'^{\2L  p 
€  fimilinente  data  in  quaíünqüe  modo  pér  x  ^  e  per  y  '^ 
ed  m  e  una  funzione  qualunque  di     ^  o  di  j/,  o  di  ára- 
be 


y  - 
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be  infierne)  Sia  coílante  mdx,  diíFerenziando  faráiáj^: 
mdxdp  i  m3Lp  —  dy  ,  e  difTerenziando  fenza  aírumere_. 

mdx 

coflante  ^  dp~  mdxddy  —  dmdxdy  —  mdyddx,  quindi  fur- 

fnmdx  ^ 

rogato  queílo  valore  in  luogo  di  dp  nell' equaziono 
ády  —  mdxdp ,  aver emo  ddy  —  mdxddy  —  dmdxdy  —  mdyddx . 

mdx 

Se  p'ertanro  in  una  qualunque  proporta  equazione  ,  iJi_. 
cui  fia  coílante  mdx,  fi  ponga  i n  luogo  di  ddy  W  valore 
ritrovato  mdxddy  —  dmdxdy  —  mdyddx  ,  fará  eíTa  mutata 

mdx 

in  altra  equivalente  ,  in  cui  neífuna  fluíTione  é  cortante  i 

Refe  in  queipa  guifa  compítele  equazioni ,  cioé  tali, 
che  non  abbiano  fiufíione  coflante ,  per  paíTare  alU  ri- 
düzione  fará  in  hoflro  arbitrio  di  prendere  per  coflante. 
quella  ,  medíante  la  quale  ci  verra  fatio  di  oitenere». 
rintento  . 

E  S  E  M  P  i  O  I. 

Ci  venga  propofla  1' equazione  da  ridurre  dx'-dy  — 
dy^  —  adxddy  -t-  xdxddy  ,  in  cui  é  coflante  dx  .  Poflo 
•adunque  in  luogo  di  ddy  il  valore   dxddy  —  dyddx  , 

dx 

( poi- ' 
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(  poiché  in  queflo  cafo  m  =  i  ,  e  dm  o  )  fará 
dx'-dy  —  dy^  ~  adxddy  —  adydáx  4-  xdxddy  —  xdyddx  ,  in_. 
cui  neffuna  fluíTione  é  qoftante  ,  quindi  fatta  coílante  la 
dy  \  fi  trova  eíTere  dx"- ^  xddx  ^  addx  =  dy"-  ^  ed  inte- 
grando j  xdx^adx  —ydy^  equazione  allMperboIa  • 

E  S  E  M  P  I  O    1 1. 

Sia  l*equazione  —  xdy""  —  xyddy  — ydydx  :z 

aadx  —  xxdx  ^  in  cui  fia  ílata  prefa  coílante  la  fluífione 

ydx  *  Per  trasformarla  in  luValtra,  in  cui  neíTuna  flaf- 
fione  íia  coílante  j  poiché  in  qoefio  cafo  m  z:  7 ,  il  va- 
lore deUa  ddy  da  foíliíuiríí  fará  ydxddv  —  dxdy"- — ydyddx^ 

ydx 

€  peró  l'equazione 

■ —  xdy  —  dx  —  xydxddy  ^  xdxdy^-t-  xydyddx  zz 

y  ydxdy 

aadx  —  xxdx  *  Per  ridurla  ,  fífTo  per  coílanre  la  iíuílio- 
aa  -H  XX 

ne  xdy  ,  in  confeguenza  di  che  fará  xddy  -h  dxdy  =  0  , 
cioé  —  ddy  zz  dxdy  \   e  per5  fatta  la  foílituzione^  ^ 

X 

„        —  dx     dx     xdy  +-  xddx  zz  aadx  —  xxdx  , 
y  y         dx  üa  s^x 

2z  cioé 
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cioc  —  ddx  -=  xxdx  —  aada  ,  ed  integrando ,  —  //ÍAf  := 

J  aa^xx'^  Udy  (  fottraggo  Ixáy  ^  per  eíTere  quamitá 
coftame),  e  toglicndo  i  logaritmi ,  x  —aa-^xx  t  cioé 

E  S  E  M  P  I  O  III. 

Sia  I'  equazione  —  áxááy  —  .áydxj^  dx '    dy-  >  c* 

jcoílante  h  ñüSione  ydx  ,  Pongo  adunque  in  luego  di 
ddy  il  corrifpondente  yalore  ydxddy  —  dxdy^  — ydyddx, 

ydx 

hth^dxddy  ^^yddxz:  dx"-  ^dy^^  in  .cuí  neíTuna  fluffio- 

'   dy         '    dy  x 

m  h  cortante  ^  quindi  prefa  íoííante      >  í^rá  piddx  =  ■ 
dx*-^dy^  ^  la  quale  pquazione  e  il  gafp  del  num.  49., 
e  pcró  fi  fa  ridurre  , 

54.  II  método  fpiegato  nell*  antecedente  capo  al 
jtium.  24.  pup  avere  ufo  anphe  nelle  equazloni  differen- 
zio-differenziaU  ,  procedendo  a  un  di  preíTo  nella  maniera 
ivi  adoperata  .  Ecpone  la  pratíca*in  alcuni  efempj. 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  I. 

Ripiglío  la  formóla  delPefempio  prima  di  queíío 
capo  hy^zz  layddx  +-  adxdy  y  la  cui  du  =:  Ká»  *  4-  í¿y  '  é 

c*"  dtídy  ' 

aíTunta  coíknte  ,  fará  hy^dydu  :=l  iyddx -h  dxdy ;  la  pre- 


cie 


m 


paro  nellafeguente  maniera  :  ddx-i-dy  X  dx  —  hy^dyAu.^ 

dx  ly  .¿¡í'^Xzy. 
oíTervo ,  che  le  due  quamita  fotto  la  línea  fono  integra- 
bili  per  vía  de"^  logarimii;  faccio  adunque  ddx-^dy  —  dp  ^ 

e  pero  Idx  '\-^l\^y:=ilp-^ldu  (aggiungo  il  logaritmo  di 
düj  per  efíere  du  coílame)  cíoh  dxv' y=i  pdu  ^  Quindi 
foííituendo  nella  propoíU  equazione  in  luogo  di  ddx  +-  dy 


da 


il  valore  dp ,  ed  in  laogo  di  dx  il  valore  pdu  ,  fara 


t 

m ' 


dpdu  —  hy^--'^  dvdu ^  o  fia  dp  zz  by^    ^  dy^  cdipEcgrando^ 


^^pzz    hy^ ^  T     ,  ma    ~  áx  ^yit  per6  finalraen- 


zz^  te 


\ 
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te  hdu+'dxi^y  =  bv''*'^1du  ,  come  nel  citato  efempio ; 

E  S  E  M  P  I  o   I  I. 


Sia  I'equazione  —  ddx  \/  xx  -^yy  ~  ydx  —  xdy  ,  iiL^ 

X  XX  -i-yy 

cui  é  coíhiite  ydx  —  xdy  . 

La  feconda  difíerenza  dd^  divifa  per  la  cortante 
ydx  — xdy  d  da  quantita  integrabile  ,  e  peró  fcrivo  i'e- 
quazione cosí:  —       ddx  X  X  ydx  —  xdy  .  Ma- 

ydx — xdy       xx    yy\^  xx  -i-  yy 
oíTervo  ,  che  nel  fecondo  membro  la  quantitá  ydx  —  xdy 
c  fommabile  ,  quando  fi  divida  per  yy ,  adunque  pre- 
paro I'equazione  fecondo  il  método  ,  e  fará 

—      ddx      —  -Y,  ydx  —  xdy  .  Pongo 

ydx  —  xdy         ^yy    xx  -h  yy  yy 
y^¿ii  —  xdy  ::z  dp       integrando ,  x  =  p  ,  quindi  fatta  la^ 

yy  y 

foílituzione ,  avremo  —      ddx      ~  xyydp  , 

ydx  xdy 

da  cui  fí  far?i  fvanire  la  ^  ,  o  la    per  raézzo  dell'cqaa- 

zione 
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¿íonc  t^zip  ,  Facciafi  fparire  dal  fecondo  membro  la^ 

y 

X  ,  collocando  il  fuo  valore  py  ,  averaíli  —  dd:>e 

ydx  ~  xdy 

pdp  ,  e  paíTando  aU'integra^ione  ^  fará 

aa-^  pp  \^  aa^  pp 

^      dx       zz  —       í        5  cioé  —       dx  ^ 

ydx^xdy  i^^^^p  ydx^xdy 

■ —       y         ^  reftituendo  m  luogo  di  p  il  fuo  vx- 

aayy  -h  xx 
iore  X  . 

In  quefla  integrazione  porevafi  aggiungere  la  eo- 
flante  ydx  —  xdy  ,  ma  o  íi  aggiunga ,  o  fi  ommetta ,  la 
integrazione  dalle  prime  dííferenze  alie  quanntá  finito 
nell'unOj  e  nelPaltro  cafo  ci  da  fempre  le  fezioni  co- 
tí iche  , 

55.  Diíli  al  num.  52.,  che  quándo  le  equazioni  dif- 
ferenzio-differenziali  coniengano  anibedue  \h  variabili  ^ 
non  vi  é  método  genérale  per  ridurle  ;  uno  per  ó  fe  ne 
puo  aífegnare  ^  il  quale  febbene  non  ferve  per  tutte,  é 
iBoito  umverfale  nel  genere  fuo,  ed  abbraccia  tutte  le 
infinite  equazioni,  che  a  tre  canoni  fi  rapportano.  Me- 
diante qoeüo  nrietodo  le  date  equa?;íoni  ü  trafniurano  m 
altrc,  nelle  quali  manca  Tuna  dclle  due  variabili,  eche 

per 
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per  confeguenza  fi  fanno  mancggiare  col  método  del 
num.  4p, 

II  primo  canon e  comprende  quelle ,  che  fono  di 
due  foli  terrajni ,  e  ven  geno  efpreíTe  dalla  formóla  ge- 
nérale anc^dxP —y"  dyP''^^ddy  9  in  cui  fia  prefa  da  co- 
fíante  .  Per  ridurre  queíla  equazione ,  pongo  x  —  c^^ , 
ed  y~  c"t;  la  c  e  un  numero  ^  ü  di  cui  logaritmo  fia 
l'unitá  ,  h  é  un  arbitraria  da  filfarfi  nel  progreíTo  >  ed 
u,  t  fono  due  nuove  variabili.  Poiché  «  =  ed;íz:c«í, 
per  le  rególe  del  calcólo  efponenziale  fará  dx  —  hc^"  dUy 

ddx  ■=  bc^"  X  ddu-hhdu^ ,  dy  ~  c'^dt-i-c'^ídu  ,  ddy  = 
tf «  X  íí^f    ^dtdu  -i-tdu'  -^tddu  .  Ma  poíla  coflante  dx ,  fi 
á  ddx  =:  o  ,  e  pero  hc^"Xddü-h  hdu'  ~  o  ,  cioé  dduz: 
' — hdu^  y  il  che  foflituito  in  luogo  di  ddu  nel  valore  di 

ddy  ,  fará  ddy  —  X  ddt  -h  idtdu  -h  i  — hXidu"- .  SoÜi- 
tuiti  nella  proporta  equazione ,  in  luogo  di  ,  ed  j  ,  e 
fuoi  difíerenziali  ,  i  refpettivi  valori  ,  fi  nniterá  eíTa 
in  queñ'aUra         X      X  c^'^'^du^  -    .  . 

 p-^i.   — •  ;_ 

í "« í «  X c " ¿íí  +-  f  '■' tdu     Xo''Xddt+-  idtdm-h  i — hXtdu^^ 

biiXfn+p  H-l-jp-i  iXít       .  p—z   

ÓQhac         htdu^—c  t^Xdt+tdu  Xddf^zdtdü-^i- 

Ma  per  liberare  que  fia  equazione  dalle  quantitá  ef- 
ponenziaii ,  cioé  per  togliere  da  eíTa  la  c ,  converrá  che 

fia 
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fia  »  +  p  —  I  —  hm-i-hp,  con  che  íi  determina  il  valore 
¿Icll'aíTunta  h,  cioé  h~n^-p  —  i  ,  quindi  1' equazione 

f 

 í 

 ^p-»   \  z=:=  

í"  X  dt-htdu      Xddt-h  2dt4u-i-m  —  «4- 1  X^du^  ,  la- 

quale  ,  perché  contiene  una  fola  delle  variabili  finitc  , 
cioé  la  t ,  viene  ad  eíTer  foggetta  alia  regola  del  fo- 
pracitato  num,  4^. 

Poiché  adunque  ü  trova  il  valore  di  h  ■=zn-^^p — i , 

m-^p 

toño  apparifce ,  quali  foílituziqni  dovevano  farfi.  da  prin- 

cipio  ,  cioé  Af  =  íT  "^í  ,  ed  j  =  í^í  per  ottenere 
1' intento. 

Paffando  avanti  con  l'operazione ,  giuíla  íl  método 
del  num.  4p. ,  pongo  da  ^  zdt  ^  e  peró  ddu  =  zddí  +- 
dzdí  ,  ma  la  füppofizione  8  i  dx  coflante  ci  á  dato 

dda  =i'—hdu'-t  cioé  ddu  :=  i  —  n—p  X  zzdt^;  adunque 

m-i-p 

averemo  i  —  »  —    X  zí^í  *  =  záííí  -t-  Jíáz,  quindi  ¿íáf  := 

i  —  w  —  p  X  Zííí*  —  ^g¿^z;  foííituiti  pertanto  nell'equa- 

zione. 
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zione  ,  in  luogo  di  du,  e  ddt ,  i  rifpettivi  valori  ,  fará 

 f 

a  X  »  +  j>      I  X  z^dtP 
 P 

o  fia  dividendo  per  ¿íff-S  ^  raoltiplicando  per  a  ,  _ 
_  1  f 

 ^   f 

la  quale  equazione  é  ridotta  alie  prime  differenze.  E'fa- 
cile  a  vedei'e,  che  per  ridurre  ful  bel  principio  l'equa- 

zipne ,  baílava  porra  A?    e  '«+"í  ,cáy-c  t, 

In  queíla  genérale  equazione ,  che  ó  ridotta ,  ó  fup- 
pofia  coflante  la  fluflionc  ¿.vj  ció  non  oílanie  pero  non 
fara  difficoítá  alcana  al  método  j  che  in  una  qualunque 
proporta  equazione  altra  fluíTione  diverfa  da  dx  fia  prefa 
cofiante,  poiché  col  método  del  num.  j?.  fi  potra  muta- 
re  la  propoíla  equazione~in  altra  equivalente  ,  in  cui  , 
neíKina  fluffione  fia  cortante  ,  per  indi  poi  fiíTare  co- 
rtante la  füddetta  dx.  s   •  , 

ESEM- 


» 
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E  S  E  M  P  I  O  I. 

SU  I'equazlone  xdxdy  —  yddyy  ia  cui  é  coílante  dííi 
la  fcrivo  cosí;  xdx  ~ ydy-^  ddy  .  Paragon'ata  queíla  con 
la  canónica  ,  fará  a  ~  m~  i  ,  p-  i  ^  n—i^  quindi 
furrogati  queíli  valori  nell'  equazione  genérale  difFeren- 
ziale  del  primo  grado  di  fopra  ritrovata  ,  averemo 

^zzdt  ^     t     X~zzdt-^  ^  tzHt  —  dz. 

E  S  E  M  P  I  O   I  L 

Sh  p  —  i  y  7í  ~  —  1  ^  m  ~  —  I  ,  cioé  requazione 
aAf   '  dx  :r  j  ^^dy-^  ddy  ,  o  fía  adx     ddy  ,  in  coi  é  co- 

X   -  yiy 

ftanie  la  fluífione  dx  .  Rifpetto  a  qoefía  fará  inutile  il 
método 5^  poiché  {i  zyik  p  ^  m  ~  o  ^  ed  ia  confeguenza 
infinito  ciafcLino  de'ferouni  delPequazione  genérale  dif^ 
ferenziale  del  primo  grado ,  a  riíerva  dell'ultimo , 

Ma  in  querto  cafo,  fenz'altro  artificio,  é  facile  la^ 
ridüzione,  Scrivo  adunquL  l'cquazione  cosí:  xddy^aydydx^ 
ma  Piniegrale  del  priiDO  m^mbcQ  h  xdy  ^ ydx  ^  quello 
del  fecoado  é  ayydx  ;  dunque  xdy  ™ ydx  :^ayydx ¿^bdx . 

aaa  jíJ, 
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5í?.   II  fecondo  canotié  comprende  tutte  quello 
equazioni ,  nelle  quali  la  fomma  degli  efponenti  dello 
indeterminate  ,  e  cíei  íoro  djfíerenziali  fia  in  ciafcnn-. 
termine  la  fleíTa  .  S^ppaíte     ,  ed  ^  le  due  indetermi- 
nate ,  e  ¿¿Af  coílante  ,  fi  riducono  queíle  al  cafo  del 
num.  4p.  col  porre  x  =  c^'  9  ed  y  —  c^'t ,  elFendo  parí- 
mente  c  nn  numero  ,  il  di  cui  logaritmo  fia  1' unitá  ,  e 
Je  « ,  í  due  nuove  indeterminate  .  Per  far  vedere  Íl 
método,  prendo  I'equazione  íJaí^'j/ ~ '"-^  '  áí^Piy*  — ? +• 
hx^y  —  ^'^^dicndy'^'^^  —  ddy  ^  la  qnale  ,  febbene  e  di 
una  fola  dimenfione  ,  e  di  tre  foli  termini  3  cib  noi"u 
oílante  il  método  é  genérale  ,  e  ferve  ,  quanti  fi  fieno 
i  termini ,  e  qualunque  la  dimenfiong  ,  purche  vi  lia^ 
la  condizione  notata , 

Pongo  adnnqne  x  c»  ,  y  —  c"t ,  fara  dx  —  c^du , 
e  perché  dx  é  collante  ,  averemo  c^ddu^-c^dW-  =.0  , 
cioé  ddu  ^  —  du- ;  fara  puré  dy  =  c^dt  -t-  c"tdu ,  ddy  w 

c"  X  ddt    idudt  +  td-u'-  -i-  tddu  ,  ma  ddu        du'' ,  adun- 

que  ddy  =  c"  X  tdudt  .  Softituiti  pertamo  queÜi 

valori  nella  propoíU  equazione  ,  fara  eíTa 

.  zi-F-p    a  —  j 

rfáf +-  idudt  .  Perche  adunque  manca  in  queíía  la  inde- 
rerminata  «,  fi  potra  procederé  arantí  col  método  del 
fLiddetto  num.  4pr 

Faccio 
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Faccío  du  z=  zdt  ,  £uk  ddu  ~  dzdt  -h  zddt ,  ma-, 
diü  =: — du^  —  — zz¿?%  adunque  dit  —  —       —  ¡srfí*, 

quindi  furrogati  queí^i  valori ,  a^eremo 

'-  -  i  — í 

 i— 3 

ht^^—^z^dt  X      Sí       =  —     4-  Zííí,  equazíone  dif- 

ferenziale  del  primo  grado  •  Da  ció  fi  vede  ^  che  da^ 
principio  potevaíi  ridurre  la  propoíla  equazione  ponen- 

E  S  E  M  P  I  O . 

Sía  1*  equazíone  xdxdy  — ydx  ^  ~  yyddy  í 
Per  rapportarla  alia  canónica  ^   la    fcrivo  cosí  ; 
—  *  dxdy  — y     '  ¿/a?  ^  =  ddy  ,  fará  dunque  ¿7=13^=1, 
p:i:i  ^  n  —  o  ^       — i  ^  q  zz  z  i  quindi  furrogati  queíH 
valori  nc II' equazione  canónica  diíferenziale  qui  fopra  rí- 

trovara  ,  averemo  I'eqoazlone  ridotta  t^'^zdtXi  -t-zt  — 
í—  ^zzdí  =  - —  dz     zdt  5  o  fia  zdt  -f-  zztdt  —  zzdt  = 

^  tt 
^dz^  zzdt  5  cloé  zzdt  —  zzttdt     —  ttdz  • 

aaa  2  Paf- 
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PaíTando  avanti  per  1'  iptegrazione  ,  fara  ttdt  —  dt  = 

dz  ,  e  pet6  integrando,  ?  +     =  —  ~  +-/  »  ( 1*  /  ^ 

cañante  aggiunta  per  Tintegra.zione  )  cioe  m  Z  " 
—  í  -hfiz  ,  ma  per  le  fofticuzioni  z  =  da_,  x  —  y 

di 

y-c''t  y  fara  du  t=  cl^  t -y_,  dt  zz  xdy—ydít,  e  per6 

X  =     xdx     ,  quindi  furrogati  i  valori  di  ?,  e  di  a, 

xdy  — ydx 
avercmo  xdx+~ydy  —f» 

ydnt 

57.  íl  terzo  canotié  comprende  ttitte  quelle  equa- 
zioni ,  nelle  quali  1'  ana  de  lie  due  variabili  ,  qualunque 
fiafi  ,  aflieme  con  i  fuoi  difFerenziali  forma  in  ogni 
terniine  perpetuamente  nii  medefimo  numero  di  dimen- 
fioni  ,  Ma  bifogna  diriinguere  due  cafi  ;  l'uno  quando 
fia  cortante  il  diíFerenziale  di  eíía  variabile  ,  che  forma 

il  medefimo  numero  di  dimenfioni ;  l'altro  quando  fia_i 

coflante  il  diñerenziale  dell'altra  . 

E  quanto  al  primo  cafo:  fia  requazione  canónica,.' 

cui  la  fomma  degli  efponenti  di  a?  ,  e  di  íaí  in  ogni  ter- 
mine é  la  rteíTa  i  P  >  Q  Heno  funzioni  qualunque  ddía 
y ,  e      fia  cofiante  .  Per  ridurre  queíU  cquazionCj  li 

fac- 


ANALíTiCHE  LÍB.  ÍV.  985 
cía  «  =  ,  eíTendo  parimente  c  un  pumero  ,  il  di  cui 
logaritmo  fia  l'unita,  ed  «  una  nuova  variabile  .  Sara 
adunque  díí  =  p'' da  ,  e  di  nuovo  difFerenziando  ,  prefa_. 

cortante  ,  c"ddu  -h  c"¿íí/''  ~  o  ,  cipe  ddu'=^' — ^íí*. 
Soflitaiti  quelli  valori  nHl' equazione  ,  averetno 
p  dy  '»  +• '  4-  í2  du "  dy  »  —     »» ¿/¿íy  ,  la  quale  perchp 

non  contiene  la  a,  far^  foggetta  al  canone  del  num.  45». 

Pongo  adunque  du  =  zííj  ,  fará  dda  zz  dzdy  -h  zddy  , 
ma  ddu=^ — ''du"-  ,  e  du''  =  zzá^S  adunque  averemo 
zddy  ,-f-  áz¿/  —     %zdy ' ,  e  pero .         —  Rzijt^-  — ¿izt/jy  . 

.Soílituiti  perianto  nella  ritrovata  equazione  qqefli  valo- 
ri di  á«  ,  e  ddy  9  fará 

e  dividendo  per  ¿íy +-  ^  , 

Pdy-i-  Qz'^dy  =r  —  z''*-^''  dy  z^"^  ^ dz  ,  eqqazione  del 
primo  grado  .  Potevafi  adunque  ful  bel  principio  porre 

ígzz  c     ,  e  cosí  in  un  fol  colpo  ridurre  I'  equazione  , 


gU  ÍNSTITÜZIONI 


E  S  E  M  P  I  O. 

Sia  Tequadonc  ladac^dy  +-  axdxddy  =  2Afi.v¿^*  4-^ 
ix:)cdyddy  ,  io  cu  i  fía  coíknte  dx  •  Pongo  adunquo 

fzdy  fzdy 

:^  —  €       j  e  pero  dx  :^  %áyo      ;  ddx  ^ 
/^¿y   ^ — 

c  \%zdy^  ^%dáy  ^  dydz  ^  dx  é  coílante  ,  danque 
zzdy  ^  ^  zddy    dzdy  ~  o  ^  c  pero  ddy  ~—  zzdy  ^  — ¿/^iy  / 

Soflituiti  adunque  neU'equa^iórie  i  valon  di  ,  e  di  dx  ]^ 
avcremo  tazzdy  *  4-  azdyddy  —  izdy  ^  4-  idyddy  ,  e  porto  il 

valore  di  ddy  ,  2azzdy^  ^  azdy  X  — zzdy^  —  dzdy  ~ 

  __  z 

zzdy^  4-  2dy  X  - —  ssísdt)/ —  iz¿íy  ,  cioé  dividendo  per  ¿íj^^^ 
az'dy^azdz  —  —  2dz  ^  o  fia  ady  =       — li^^  .ed  ia^ 

tegrando  ,  ¿jy  z:  — ^  ,  e  finalmente  reílituendo  11 

valore  di  x  dato  dalla  fuppofizione  fatta  di  x  zz  c  , 
cioé  z~  dx  ^  averemo  Tequazione  ridotta 

xdy 

úydx  ^     ^xdy  ^ — axdxdy  * 

58. 
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58.  Rifpetto  al  fecondo  cafo  ,  fia  l'equazione  canó- 
nica Fa*™  dy  "^+-14,  Qx  m—13       fí¿ly  rn  —  n^i~^x       *  ddx  , 

in  cu  i  íia  cQñmtt  dy  ,  e  P  ,  fieno  funzioni  qua- 
lunque  ái  y  . 

Pongo  ,  come  fopra  ,  x     c"  ,  e  pero  díí     c"du  , 
ddx  —  c^'ddu-h  c"du''  .  Fatte  le  foüiíusíioni  nell* equazio- 
ne  canónica  ,  averemo  Pdy^^^  ^  -h  Qdu^dy*"^"'^  ^ 
¿«'«•í-      du'^~-  ^  ddu  ,  la  quale  ,  per  non  conteneré  la 
u  ,  h  foggetta  al  canone  del  nuni.  49, 

Pongo  adunque  du=.  zdy  ,  quindi  eíTendo  coílante 
dy  ,  fára  ddu  —  dzdy  ,  e  pero  fatte  le  fofiltuzioni ,  avremo 

+- 1 ^- Q^%y>dy^^^  'z^z'"i'^dy*"-^^-hz'»^-^dy^dz,Q 

dividendo  per  i/*»  ,  Pdy-i^Qz^dy  z*"-*"  ^  Jj)/ h- z * , 
equazione  del  primo  grado ,  la  quale  potevafi  in  un  fol 

J'zdy 

eolpo  ridurre  ponendo  ,  come  fopra  ^  »     c  , 

E  S  E  M  P  I  O. 

Sia  Pequazione  idxay  =  ¿í^íaí  — yddíí  ,  in  cui  fíaJ 
coQante  íí/  .  Pongo  adunque  a?  =:  c  ,  quindi  dx  = 

,    '    fzdy  f zdy   ■ 

a 
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fi  íuppone  cQÜame  dy ,  dunqae  ddy.^  o  9  e  pe:b-Jdx=i 

c      Xzzdy'--h  dzdy  .  Fatte  pertanto  nella  propofla  eqna- 
zione  le  foÜituzioni ,  avremo  zzdy"-  =  azzdy"-  -h  adzdy 
zzydy^ — ydydz  ,  e  dividendo  per  dy  ,  2z'dy     azzdy -h 
¿j¿lz  ~  zzydy  ~— ydz  ,  equazione  differenziale  del  primo 
grado  .  .. 

Per  paíTare  alia  inte^razíone  ,  divido  1* equazione.* 
per  az — yz  ,  onde  .fia   ^dy  ~  zdy     dz  ,   o  pure_# 

2dy  — dz^  zdy  ,  quindi  facendo  ufo  dül  ijietodo  del 
a — y  z 

num.  24.  ,  fe  cosí  piace  ,  ed  integrando  ,  averemo 
  I        —  —    I    4_«í-,e  finalmente  reílituendo 

 *  a  — y 

a— y 

il  valore  di  z-  dx  ,  averemo  1*  equazione  ridotta-. 
xdy 

ydix^xdy  =  adx,  trafcurando  la  cortante  m  aggiunta  nell' 
integrazione .  ■ 

'A  fervito  queíl' efempio  per  I'applicazione  del  mé- 
todo ,  per  altro  erano  fuperflüe  tante  operazioni ,  men- 
tre  1' equazione  idxdy  —  addx — yddx  fi  riduce  in  uii_. 
baiter  d'occhio  ,  trafportando  il  termine  y-ldx  ,  e  fcri- 
y^náo' idxdy     y ddx-'^ 'áddís  i  poiché  eíTendo  coíhn.- 

l'.  -  '  te 
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te  dy  ,  r  intégrale  del  primo  membro  é  ydx  xdy- ,  co- 
me é  chiaro . 

5p.  Oltre  3  ció ,  che  é  (lato  detto  intorno  alie., 
cquazioni  differenzio -diíferenziali ,  nelle  qudi  neíTuna_. 
prima  fluífione  fia  ftata  prefa  coííanie  ,  fi  puo  aggiun- 
gere  un'  altro  método  piu  univerfale ,  il  quale  ferve  per 
tutte  quelíe,  che  fono  comprefe  fotto  la  formóla  canó- 
nica z'»-*'\dx'«ddic  -h-  dz  dy"'-^  ^~  dy^'ddy,  In  cui  la  z 

z 

é  in  qualunqiie  modo  daca  per  le  funzioni  di  ,  e_» 
áiy  . 

Per  ridurre  quel}a  ,  fi  determini  per  coíknte  la_ 
fluífione  dx  ,  e  üa  puré  la  q  in  qualunque  modo  data 

per  le  fiinzioni  di  a;  ,  e  á\  y  i  indi  fi  ponga  dx  ~  dp  * 

Poiché  dx  é  cortante  ,   fará  diñerenziando  ,  qddx  — 
T 

dxiiq     o  ,  cioé  dix  =  dxdq  ,  o  fia  ,  poflo  in  luogo  di 

dx  11  valore  dp  ,  ddx  =:  djip  .   In  olere   fi  pongíL_i 

3  -  ■ 

dy  —  udp  ,  e  prefe  le  feconde  diíFerenze  nell'  ipotefi  di 
dp  cortante  ,  per  eíTer  egaale  alia  cortante  dx  ,  fara 

ddy  ■=.  duáp  .  Surrogati  adunque  nell'eqnazione  canónica 
i  valori  COSI  determinati  in  Inogo  di  dx  ,  ddx,  dy  , 

bbb  e 
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e  ddy  ,   averemo  l'equazione  a™ +• » ^'«ííg'ip*"-**  * 
^dzdp*"-^  ^  =z  uHudp^"^^,  e  dividendo  per  dp*"-*- 

fara  z'^'^^q^dg  -f^  u^-^  ^dz  =  u"'du  ,  P  íia  q'^d^  = 
gtf>»¿f»  —        !  ¿j.g  ^  ed  integrando  j,  g*""^'  +  g  = 

r 


««+-1        ,  e  pero  «ziaX?"'"*"  ^  ■**  ^^ái 


Ma,  u     dy  ~  qdy  ,  adunque  qdy  = 

áp        dx  dx 


I 


2;  X  gw-H  I  +.  í»^-  I  X  g^'"*"  '  ?  equazione  rldotta  alle_* 
prime  differenze . 

<ío.    Interno  a  quefl' ultima  equazione  é  da  oíTer- 
varfi,  che  fe  la  qüantita  z  fara     tal 'modo  data  per  íí, 
e  per  >í ,  che  poíTa  aíTegnarfi  alia  quantita  q  un  valor 
tale  ,  dato  -puré  per  x  ,  e  per  y ,  onde  in  eííU  equa- 
zione fieno  feparabili  le  i  n  de  termínate  ,  e  pero  coílmir 
bile  ,  o  algebraicamente  ,  o  almeno  per  le  quadrati*- 
re ,  averemo  la  curva  ,  da  cu  i  dipende  l'equazione., 
difíerenzio-differeaziak; ,  E  perchf  rnolti  poíTonp  eirer? 
i  valor  i  da  aíTegnarfi  alia  q  ,  moka  potranno  eífere  íc.  ■ 
curve,  e  ci ale urt  valore  della  ffi  dirfomminillrerá.una^ 
diverla  curva  -o  traícéndente  ,  o  algebraica ,  la  quale^ 
foddisfa  alia  queíHofíe^v  Sia 
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Sía  Peqoazione 

-   ' Eifereiido  qucfia  alia  canónica  ,  fará  mzii^  zzz^c^y^ 

aa 

c.peró  la  ridotta  qdy  =:  xxy  X  qq-b-  zgg  ^  . 

dx  aa 

Prendo  la  qzz  x  i  fara  xdy     xxy  ^  xx  i-  2gg  ^  cioe 

aady  =  .vía;  i^xx^  zgg  ,  il  di  cui  intégrale  dipeode  in 
y 

parte  dalla  quadratura  dell'iperbola  ,  e  la  curva  fara  tra- 
fceadcnte  . 

61.  Nel  farc  paíTaggio  dalle  prime  alie  fecondeJ 
differenze^  o  non  íi  alFume  fluffione  alcuna  per  cotkn- 
te  5  o  li  aílüine  quella  ,  che  piü  fi  vuole  ,  come  é  fla- 
to detro  ;  quindi  nel  ricercare  le  fommatorie  delle  for- 
móle del  fecondo  grado  ,  poiché  fi  fa  qual  partito  fia.-, 
flato  prefo  ,  fi  la  altresi  come  gov^ernaríi  y  e  ne  fono  fta- 
te  ípiegate  le  rególe  . 

Ma  vi  fono  infíniti  Problemi  ,  che  portano  alio 
feconde  diíferenze  fenza  ^  che  fi  íappia  qualí  coñanti 
involvano  le  formóle  indi  nafcend  .  Accade  tal  volta^  ^ 
che  all*efpreíIione  analitica  arrivare  non  fi  poíTa  fenza^ 
vale  til  delle  coíhnti  ,  e  fue  ce  de  akresi  t  alora  ^  che  l'e- 

bbb  2  qua* 
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quazione  fi  fviluppi  fenza  ricorrere  alie  coílanti  .  Queñí 
due  cafi  adunque  "devono  eíTere  efaminau  ,  e  devefi  pro* 
curare  qualche  criterio  per  di flin guare  Tuno  dalí'altro  .  E 
perché  meglio  di  ogni  altra  cofa  poíTono  fervire  gli  Efem- 
pj ,  prendo  il  feguente. 

Si  dimanda  una  curva  tale  ,  che  la  di  lei  afíiíTa-» 
elevara  a  qual  fi  fia  d ígnita  fia  direttamente  ,  come  la 
feconda  differenza  dell'ordinata  ,  e  reciprocamente  co- 
me la  feconda  diJfferenza  dell'aífiíra  medefima  .  Avere- 
mo  dunque  ¡'analogía       ,  ddy     a  ^  b;  e  per  confe- 

ddx 

guenza  l'eqüazione  bx^ddx  ^  addy  .  In  queda  cquazio- 
ne  oíTervo  ambe  le  difFerenzc  feconde  dell' aífiíTa ,  o 
dell'ordinata  ;  ma  non  fo  ,  quale  coílante  fia  ílata  aílun- 
ta  j,  o  fe  non  fiafi  aíTunia  co  11  ante  alcuna  ,  e  perció  non 
fo  la  firada,  per  cui  incamminarmi . 

Nel  cafo  della  premeíla  equazione  dico,  che  neíTu- 
ra  curva  fra  le  poffibili  foddisfa  al  Problema ,  mentre,» 
fi  faccia  paíTaggio  dalle  prime  alie  feconde  diíTerenze 
fenza  valerfi  delle  coflanti .  All'cppofío,  deterrainate  le 
coHanti ,  fi  ritroveranno  le  curve  ,  che  adempiono  le_* 
condizioni  del  Problema  ,  ma  infinite  di  numero ,  e 
difFerenti  'di  natura  ,  ñccome  quelle  ,  che  variano  al  mu- 
tarfi  della' cofiante  arbitraria  ,  che  fi  aíTume  . 

Per  diílinguere  l'una  dalí* altra  fpezie  di  quede  equa- 
, .  ,■  zíoni 


ÁNALITICHE  LIB.  IV.  99J 
zíbní  fi  pu6  far  ufo  della  maniera,  o  canone,  che  nafcera 
da*  feguenti  efempj  ,  e  fervira  in  tutiL  que'  cafi  ,  aei  quali 
il  calcólo  intégrale  non  ci  abbandona  , 


E  S  E  M  P  I  O  I. 

Venga  propoíía  l'equazione 
jr  f»    1  ¿/^  t»  ¿d¡ff  ^  ázXdy"^-^^  =dy^  ády\  dico  eíTere  que- 
ja 

fia  una  di  quelle  tali  formóle ,  alie  quali  fi  puó  giugne- 
re  fenza  pigliare  quantitá  alcuna  in  figura  di  cortante  , 
La  variabile  z  lia  data  in  qualünque  modo  per  x  ,  ed  ^  , 

La  dimollrazione  fi  renderá  genérale,  per  quanto  fi 
puo ,  pigliando  come  coílante  la  fluííione  dx  ,  in  cui  q  é 

í 

una  funzione  ¿x  x  ^  tá  y  m  qualünque  modo  combina- 
te  .  Pongo  per  tanto  dx  zz  dp  ,  e  giacché  il  primo  mem- 

T 

bro  di  quefla  equazione  é  coflante ,  fará  tale  anche  il  fe- 
condo  ¿í^  ;  per  lo  che  effendo  Jat  =^ííp  ,  fe  fi  paííi  alie 
fecoride  difFerenze,  fará  ddx':=.d^dp» 

Appreffo  facciaíi  dy  —  uáp^  e  prefe  le  feconde  diffc- 
renze  nell'  ipotefi  di  dp  co  flan  te  ,  averalTi  ddy  —  dudp  . 
Quindi  lurrogati  nella  equazione  principale  i  valor  i  cosi 


de- 
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determinati  ,  nafcera  l'eqaazione  s»" +■ 'í^^'^í™'*"  ^  -í^ 
íi»*-^^dzdp»'-^'=:u'"dudp'"-^  S  e  dividendo  per  dp^-i-\ 

z 

nafcera  l'equazione  libera  dall' incógnita  e  dalle  fue  fun- 
zioni,  cioé  K"»-!-  ^g'»Jg-H '  dz  =.u"^du  ,  Sommando 

adunque ,  per  le  fpiegate  rególe ,  non  ommeíTa  l'addizione 
della  coíUnieg,  g^-f-  '  +-á=  '        ,  la  qua- 


le  equazione  á  dk  u  =  z  X  q"'-^  '  ^ g  '"'^  ^  >  poichc 
dy  =.  udp  =  udx ,  fatte  le.  opportune  foíUtuzioni ,  ci  ü  prefen- 

ta  l'equazione  al  piü  femplice  fiato  ridotta  ,  cioé 


4y  =  Zíí^  X        '  ■i-gm-i-g'"-^  '\  il  che  ec. 

Dalla  premeffa  maniera  d'operare  fi  deducono  i  fe- 
guenti  Co  rollar]  . 

I.  Se  determinata  la  grandezza  z,  1' ultima  equa- 
zione fi  coñruirá  ,  almeno  per  le  quadrature,  mcntre  ció 
poíTa  efeguirfi  e  manifelio ,  che  infinite  curve  rifpondono 
^lla  nollra  formóla,  le  quali  cangiano  natura  alia  mutazio- 
ne  della  SuíTione  coñante  aíTunta ,  ed  ogni  valore  delIa 

9 


quan- 
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quantitá  q  ci  fomminiflra  una  nuova  equazíone  lócale  o  al- 
gebraica,  o  irafcendente . 

IL  Beoche  aUerato  il  valoL^e  dclla  fpezie  nafcano 
curve  diverfej  cerro  c  pera,  che  fe  pongafi  la  coílanre 
gggiunta  g^o^  averaíli  fenipre  l'equazione  dyzzzdx*  la-, 
quefío  cafo  nuUa  rileva  ^quale  difFerenza  dx  fiafi  prefa  per 

coílante  ;  conciofiacché  eolio  fparire  della  data  gy  anche 
Ja  variabile  q  ü  dilegua , 

IIL  Ed  ecco  il  fegno^onde  íi  conofce  j  che  alia  no- 
flra  equazione  primaria  fi  perviene  fen^a  aíTumere  co  fea  ri- 
te fluíTione  alcuns  ^  e  che  in  tale  fqppofizione  la  fuá  fom- 
jnatoria  fi  é  zd^  r:  dy .  Di  fatro  richiaraata  fotto  gli  occhj 
la  noftra  eípreffione  z^"^  ^^4^^^ddx  ^  dz  X  dy^-^  ^  — 

dy  ^  ddy  ::::  o ,  e  di  bel  nuovo  differenziando  P  intégrale 
%áx  dy  y  fenza  affumere  alcana  coftante  ,  onde  fi  abbio-. 
zddx  ^  dzdx  ddy  ^  fe  con  il  rae^zo  di  quefte  due  uUime 
equazioni  faraffi  fvanire  nella  formóla  principale  ^  prima^ 
la  dy  ^  pofcia  la  dx  con  le  loro  funziooi  ^  íi  ícoprirá 

í  dx"^  ddx  -^z'"'  dzd^'''    ^ —  z"^"^'  dx""' ddx — x'^dzd^ 

dy^ddy  —dzdy^-^  ^  -{-dzdy^^  '  — dy'^ddy  —  o. 

IV.  Maneggiata  la  formóla  primaria  ^  come  fopro^, 
ed  efTendofl  ritrovata  l'equazionc  ridotta  al  primo  grado  , 

cioé 
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cioé       zdxXq'"'^  '  ^ s:^  -^g  '""^  '  j      dovrebbe  fare 

tranfito  alie  integrazioni ,  le  qualí  alie  volte  fono  fuperiori 
alia  noftra  induftria  ,  fecondo  i  varj  valori  dell'efponente-» 
tn  della  trazione  z  data  per  ^  ,  e  per  y  ,  e  della  quantita 
áw,  che  fi  piglia  per  coftante  .  Gomunque  vada  la  facen- 

da,  determinad  in  infiniti  cafi  particolari  i  predettí  valo- 
ri,  e  fcoperra  l'equazlone  lócale  della  curva  ¡n  termini  fi- 
niti,  quando  fi  paífi.alle  prime,  indi  alie  feconde  differen- 
ze,  tenuta  ferma  la  coftante  dx ,  ci  fi  prefenterá  la  noftra_ 

formóla  principale .  Ma  mutata  coftante ,  altre ,  ed  altre 
formóle  fi  troveranno.  Non  mi  ferrao  di  piü,  perché  ció 
é  manifcfto  tornando  indieiro  per  le  veftigia  dell'  Analifi . 

V.  Interviene  lo  ftefTo,  tolta  per  coftante  la  prima 
fluíTione  dy  ;  conctofiacche  fatta  1' operazione  a  norma^ 

del  método  3  la  quale  io  tralafcio  per  brevitá ,  aririve- 

I 

raffi  airequazione-ridotta  dx—^—dyXmg^g^'^  »  , 

z  q 

in  cui  parimente  fi  noti ,  che  fatta  g  —  o,  torna  a  re- 
ftituirfi  l'equazione  ásc    dy  efpreíTa  per  le  prime  diffe- 

renze  . 

vr. 
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Vr.  .  Adoperatc  alcune  limitaziaiii  piu  femplicí  , 
cioé  m  —  i  ,  z  ~z  XX  f  e  ^  =:    ,  fe  fi  fará  ufo  delía_. 
coftante  dx  ,  come  nel  Cor  ollar  io  IV.  ,  U  formóla-» 

4y  zzzdxX  q'""^  '  -i-gm-t-g  fi  muta  nelía  fe- 

■guente  dy  =  xdx  y  xx-^2g  ^  la  qaale  ammette  integra^ 
EÍone  analítica  .  Fatto  poi  ufo  della  efpreíTxone  contenu- 

I 

ta  nel  Gorollario  V.  dx  ~  dy  —  dy  X  m^+-g    +■  ^  ni- 

z  q 

fcente  dalla  coftante  aíTimta  dy ,  tenate  ferme  le  mede- 

T. 

fime  limitazioni  áim-=.i,z-xx^Qq~x,  rifulta_. 
1' efpf eífione     xxdx     ~  dy  ,  che  fenza  l'ajuto  de'  lo- 

I   X  ^g 

garitmi  non  é  fomraabiie  ,  ed  in  confeguenza  ci  da  cur- 
ve trafcendenti , 

Egli  é  adunque  manifefto  ,  che  alia  formóla  difíe- 
renziale  del  fecondo  ordine  z^'^^dx^  ddx  +-  dzdy'"-^ 

dy^ddy  fi  poteva  arrivare  fenza  prendere  alcuna  coftan- 
te, nel  qual  cafo  á  bogo  1' intégrale  zdx~dy;  ovvcro 
fiíTando  per  coftanti ,  a  cagion  d'eferapio  ,  le  fluffioni 
dx ,  dy  t  ed  allora  ci  fi  fanno  avanti  le  fommatorie-»  , 
3  T" 

ccc  che' 
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che  in  tali  fuppofizioni  fi  fono  ritrovatc." 


E  S  E  M  P  I  O  i  r. 

Abbiafi  l'equazione  pi^Mx  =  ddy-i-dy^ ,  Dico,  che 
ad  eíTa  non  fi  pu6  arrívare  ,  fenza  prendere  una  qual- 
che  coftante  ,  falvo  1*  único  pafo  ,  in  cui  fia  ím  =  —  i . 
Per  vederlochiaramente:  maneggia  la  formóla  nel  feguen- 
íe  jnodo , 

Primieramente  prendo  per  coflante  dx  e  peró 
ddx  =  P  ,  dunque  —  d^    iiy  ,  ed  integrando  ^dx  —y » 

ovveiro  .dx  =  cy  ,  Pongali  íJ'  =  z  ,  fará  yh  ^  Iz  , 

per 6  dy  —  dz  ,  e  fofiiíuendo  in  luogo  di  dy  qaeíío  va- 

z 

lore  j  avraíTi  %dx  =  í  ,  ma     =  2  ,  dunqug  ///^  =     ,  ed 

Ai  =  ¡5  =  í>'  5  e  peró  dx^dy ,  equaxione  alia  logaríc- 

mica ,  ' 

Secondaríamente  mi  faccio  ad  inveííigare ,  cofaJ 
fucceda  neli'  ipotefi  di  un'  altra  coílantc  ,  per  efempio 
dy  ,  c  peró  ddy  .=  o  ,  Pongo  dx  ~  sdy  -h  cdy  ;  h  s  é  una 
nuova  variabile  ,  e  la  £?  una  quantitá  data.  M'inoltro 


alie 
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alie  feconde  difFerenze,  fará  ddin  —  dsdy,  e  fitta  la  foítitu- 
zione,  X dsdy  —dy'-,  o  fia"  x^ds  =  dy  ;  rm  dy  :z  dx  , 

dunque  sds  cds  —  x^^dx  ,  e  fommando  ,  omraeíTa-. 
l'aggiunfa  delía  coíbnte  ,  ss_-h  es  =  x^*"-^  \ ,  owero 

*  ■ — m  -h  I 


j  +-  £•  =  j  /  2íí  ~    -t-  í  -h  ce  .  Ma  dx  =  j-  -f-  e  X  4^  = 
'  - —  m-h  í 

dy  ^2íí  —  "'+- 


-H íí  s  dunque  dx  ~  dy. 


—  í«  -t-  I 


Profeguifco  ;  e  cerco ,  fe  í}ia  per  avventura  nafco- 
fia  fotto  I' ultima  formóla  la  logarítmica,  che  eíTendoíi 
di  fopra  ritrovata  nell'ipotefi  della  cortante  á^r,  puo  eíTe- 
re  5  che  abbia  luogo  anche  nell*altra  fuppofizione  della 
coÜante  dy  .  Faita  'c  =  o,  é  d'uopo  ,  che  fi  verifichi 


guaglianza   ^síí— ~  x  ^  o  puré  2a?'-'"-*"!.  = 


m 


—  í»t-  I  X  ¿VA? .  E  perche  flia  falda  Tegualitá ,  la  fíeíTa 
quantita  — m  +•  1  deve  eífere,  tanto  nel  ' coeíEciente 
quanto  nell'efponente  ,  =  2  ;  onde  ne  fegue  ,  che  ci5 
s'ottiene  ,  dctenníiiato  1' índice  m  z:  —  i  . 

ccc  2  Nella 
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■    Nella  formóla  adunque       ddx  =.  ddy  ■i- dy  '' , 
tando  il  valore  dell'efponente  m      -r-  i  »  ñ  perviene 
all'equazione  diñerenziale  del  fecondo  grado  fenza  aíTu- 
mere  coflante  ,  U  di  cui  fomtnatoria  c  l'efpreffione  lo- 
garitmica  dtf  ~  dy  .  In  ogni  altro  cafo  non  fi  puó  otte- 

nere  la  premeíTa  efpreíSone ,  fe  non  fiíTando  qtjalcho 
grandezza  infinitefíma  íiel  primo  ordjne ,  flecóme  gQ^ 
fiante  « 

E  S  E  M  P  I  O    1 1 1. 

Rimane  ,  che  fi  proponga  per  ultimo  una  equazio- 
cfi  differenziale  dell'altra  clalTe  ,  a  cui  non  fl  poíTa  raai 
giungere  fenza  affumere  una  cotUnte. 

Ripiglio  il  Problema:  Goflruire  una  curva,  in  cui 
qualiivoglia  dignitá  dell'  aíEíía  ftia  in  ragione  diretta  deUa 
feconda  fluífione  dell'ordinaia  5  ed  inverfa  della  fecondiU, 
fluffionedell^aíTifra. 

L'equazione  é  hse^ddx  ~  addy  .  Facciafi  díí:=:qdp^ 
dy  —  udp;  e  praticate  le  operazioni  ,  come  nell'Efempio 
primo,  averemo,  prefe  le  feconde  differenze  ,  ddx  = 
dpdq  ,  ddy  z=  dudp  ,  e  furrogati  i  vaíori  ^bx»'dq:=.  adu  , 
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e  fommando  ,  /  bx^d^  =;  auiLg  .  Ma  rfy  =  udp  r:  udx  , 

dunque  dy  ~  da   I  x^^dq  f  ^(Ía?  .  In  querto  cafo  ,  fatta 

¿;  3  o  ,  qual  fi  fia  valore  della  fpezie  q  ci  da  una  curva_i 
diíFercnte  ,  fe  puré  non  fi  poneííe  I'efponente  m=.  o  , 
con  che  fi  diíírugge  l'ípotefi  ,  e  fi.  cangia  problema_.  . 
Lo  íleíTo  dicafi  ,  fatta  cortante  la  frazione  dy  ,  e  da  ció- 

íi  conchiuda ,  non  eíler  pofíibile  un'  equazione  differen- 
ziale  del  primo  grado  ,  che  fenza  il  benefizio  della  co- 
fiante  refiituifca  la  noftra  formóla ,  qiiando  di  bel  nue- 
vo venga  differenziata  ;  conciofiacché  ,  fe  vi  foíTe  ,  ave- 
rebbe  a  manifeflarfi  in  qualunque  aíTunzione  di  coleante, 
e  puré  Tanalifi  ei  dímollra  il  gontrario , 


PROBLEMA  I. 


€u  Dato  il  raggh  ofculatore  in  ^ml  Ji  fia  modo  per 
V  ordinata  dalla  curva  ,  ritrovare  la  curva . 

Siccome  ,  data  la  curva  ,  il  ritrovare  il  di  le  i  rag- 
gio  ofcLiIatore  fi  chiama  il  problema ,  o  método  diretto 
de*  raggi  ofcuUtori  ,  di  cui  fi  é  trattato  al  Capo  V. 


del 
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del  Libro  fecondo  ;  cosí  ^  dato  il  raggio  ófculatorc-. , 
ritrovare ,  qoale  fia  la  curva  ,  a  cui  egli  appartiene  i  Ci 
chiama  Íl  problema  inverfo  de'  raggl  ofculatori  .  Sia_^ 
pertanto  51  raggio  ofculatore  =::  r  dato  in  qualllvoglia^ 
modo  per  la  ordioata  y  della  curva  ;  prefa  quella  ^  che 
fi  vuolcjdelle  formóle  de'  raggi  ofculatori  per  le  curve 
in  primo  luogo  riferite  aí  fuoco  ,  per  efempio 

y¿ls^  5  in  cui  dx  h  coílante  ^  e  la  ds  h 

dxds''  —  ydxddy 

r elemento  della  curva,  averemo  l'equadone 
r  zz  vds^  ,  o  püre  eíTendo  ds""  zz  dx^^dy^  j 

dxds  ^  —  ydxddy 

e  dsdás  =  dyddy  ,  perché  iítf  é  coílante  ^  r  zz 

ydyds  ^ 
dxdyds  — ydxdds 

Per  ridurre  que  lia  equazione  m¡  fervo  del  método 
del  num.  49.  ,  e  pero  pongo  ds—pdx  y  onde  dds  =  dpdxy 
quindi  fatte  le  foflituzioni  nell' equazione ,  fara  r  — 

ppydy  ,  o  íia  pdy  - — ydp  ~  ydy  ,  e  pero  integrando  , 
pdy  —ydp  pp  r 

giacche  r  h  data  per  y  ,     'z:     ydy  ±1  ¿  ,  ma 

í  r 

p  rz  ds       V  dx'^  4-  dy^  ,    dunque    la    curva  fa- 


ra 
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~  fli.  —  ^  '  equazione  ri.dotta  alie  prí- 

me  differenze  ,  perché  eíTendo  r  data  per  y,  rintegríi- 
le    yáy  fi  potra  femprc  ?vt'ere  ,  almenp  trafcendente- 

r 

mente , 

In  altro  modo  ; 

^  Scrivo  l' equazione  r=        yds'  coii  i 

4xds  *  —  ydxddy 
yds*  =2  dxds^  —  ydxddy  ,  indi  dal  punro  B    (  Fi^.  8. ) 

r 

da  cui  partono  le  ordinate  BE  delía  ricereata  curva-. 
AEC ,  conducQ  nórmale  ad  la  BF  terminata  al 
raggio  ofcplatore  £j2  »  ^  chiamate  BF  ^  p ,  EF  zzq  , 
per  le  note  formóle  della  nórmale  ,  e  fotto nórmalo  , 
fará  q  :zyds  ^  P—y'^y»  O      dy  —pd;^,  e  difTerenzian- 

dx         í/Af  y 
do  nell*  jpotefi  di  /ía?  cofiante  ,  ddy:zydpiix — pdxdy  ,  e 

yy 

fatta  la  foflituzíone  nell'  equazione  principale  ,  fará 
yds^  =  dxds''  —  dpdíe^'^pdx'-dy  ,  nía  /íj-  =  qdx  ,  dunque 

q'dx  ^  qqdx  • — yydp  +  pydy  ,  ed  eíTendo  dx  =  , 
r  p 

fara 
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fará  fdy  =  qqdy  ^ppdy—ypclp  .  Ma,  per  Tangolo  retto 
r 

EBF  9  é  pp  =  qq  —yy  ,  e  pdp  =  qáq—ydy  ,  quindi  fatta 
Ik  foftituzione  ,  fi  averá  qqdy  —  tqdy  —  ydq^  e  moltipli- 

r 

cando  per  y ,  indi  dividendo  per  qq ,  fará  ydy  =. 

r 

2qydy  —  yydq  ,  ed  integrando  ,     ydy^  ár  h  ^jy  ,  ma^ 
qq  r  q 

q  —yds  ,  dunque  J* ydy  ±  h  —  '     ydsc  . 
■  dx  r  i^dx^-hdy'- 

Piü  fempli cemente  ancora  ,  sfuggendo  le  fecondc 
differcnze ,  fi  potra  fare  cosí : 

Frefo  l'archetto  infinitelimo  EC,  fia  CED  la  cor- 
da prodotta  s  a  cui  fia  nórmale  BD,  fe  ora  fi  chiamí 
B  D  =  ,  per  le  cofe  dette  al  numero  1 1 5.  del  Capo  V. 
del  fecondo  Libro  ,  QE  ,  cioe  r  =:ydy  ,  e  peró^iyr:ip, 

lip  r 

ed  integrando  ,  per  eíTere  r  data  per  y  ^J'ydy±.h=p; 

ma  nello  ñeffo  citato  luogo  p=z  ydií       ,  dunr 

y  dí<;'--{-  dy^ 


que 
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f 


Sia  r  ~  y^yaa  -t-  bb ,  adiinque  fará 

b-y      ±  ¿  =     ydsí      ,  ed  integrando  attual- 

yaa-^bb  ^  dx"- dy"- 

mente ,  ommeíTa  per  maggiore  feraplícitá  la  colante 
 ¿       =:  dx       ,  e  peró  bbdx"- +•  bbdy'^  = 

V^aa-i-ifif     V  dx"-  +•  dy"- , 

aadx^-h  bbdx- ,  cioé  bdy  =  adx  ,  logarítmica  fpirale  dell* 
ElVrapio  V.  num.  128.  dello  rteíTo  Capo  V.  Libro  IT. 

In  luogo  del  raggio  QE,  ci  venga  dato  in  qualun- 
que  modo  per  l'ordinata  y  il  co-raggio  HE,  che  chia- 
xno  =  z  .  Per  la  fimilirudine  de'  triango'i  EBD  , 
QEH,  kik  EB  ,  BDt:  QE,  EH,  cioh  y  ,  p  i: ydy  , 

z,  e  peró  z~fdy,  o  fia  ¿y  ed  integrando, 

dp  z  p 

/dy  £  b  -  Ip  .  SisL  z  zz y  ,  fará  í h~  dp,  ed  in- 

tegrando ,  ly  —  Ip  i~  Ijn^ ,  cloé  j>/  =  £w  ;  ma  p  = 

_jí¿ÍJí  5  dunque  b  y  dx"-  -^^  dy"-  —  mdx  ,  e  pe- 
\/dx'--^dy'- 

ddd  r6 
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ro  hdy  =  dx  i^mm  —  hb  ,  logarítmica  fpirale ,  e  U  fleífa 
della  citata  di  fopra  ,  quando  fia  h'^b  ^  m  p  ^aa+-bb* 

dj.  Per  le  curve  riferite  all*  aíTe  U  formóla  del 
raggio  ofculatore  b     ds^     ,  polU  dff  coílante  « 

"^dxddy 

peró  l'equazione  r=  ds^ 

—  dxddy 

Pongo  dy  =  ^dx ,  e  peró  ¿ij»»  =  dqdíí ,  onde  fatteJ 


le  foflituzioni ,  r  —  dx^  -i-dy"-  * »  e  poflo  il  valore  dy  ín 


í 


luogo  á\  dx  i  r  —  dy  X  i    gj*  *  »  cioé  ^  =:  ~~qiq^ 


ed  integrando ,  f  dy  ±h^       l       ,  ma     =:  i 


dunque      dy  ±.h  —  dx 


ydx^'i-dy'' 


Sia  r  =  4yy    <3a  =^  ,  adunque  fara 


tan 


r  laady    i:  h  =  i  ed  integrando  attual- 

  X  \/'dx*+-dy'- 

^yy  4-  (?  * 

meiite , 
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tóente  ,  ommeíla  la  coílante  A  ,  2y 

á¡x       ,  cioé  lydy  —  adx,  ed  integrando  ,  j)7  =  ¿íAr, 


parábola  dell' Efempío  primo  num.  122.  dello  íleíTo 
Capo  V.  Libro  II. 

In  Inogo  del  raggio  ,  cÍ  venga  dato  U  co-raggio, 
che  chiamo  iz  z ,  la  di  cui  formóla  ,  füppoíU  da  co- 
•  ftante      dx^^-  dy^  .  Dunqiie  dx^ -i-  dy"-  —  z  ,  e  poíia.. 
—  ddy  - —  ddy 
dy  ~  qdx  ^  ddy     dqdx  ,  e  fatte  Je  foílituzionl  de'  valor  i 

di  ddy  ,  e  di  íÍAf ,  fará  ájj/  X  í     ?í  =  a  j  cioé  dy  = 

' — qdq  z 
--  qdq  ,  cd  integrando  ,  rdy  ±h  ~  ^li^  i"+^> 

quindi  fe  la  z ,  cioé  il  co-raggio  fará  in  tal  modo  da- 
to per  j  ,  che  f  Jy^  fia  logaritmico  ,  avremo  l'equazio- 
J  z 

ne  difíerenzlale  del  primo  grado  efpreíTa  nelU  folita-, 
ordinaria  maniera  ,  in  altro  caío  fará  efpreíTa  con  quan- 
titá  logar  it  mi  che. 

Sia  ¡5  —  47 '  4-  aay ,  averemo  1'  equazione 


aa 


  ±.h  =:  — -Hj^  ,  ed  integrando  attual- 

4j;'  +■  aay 

ddd  2  mentes 
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mente  ,  ommeíTa  la  coQante  h  ^  J 


4 

/      ^       »  e  perñ  =     1      9  e  poílo  il 

4 

valore  di  ^,  ayifí  =  ed  integrando,  yyz:ax,  la  pa- 
rábola íopra  chata  .  - 

<Í4.   Il  raggio  ofculatore  ,  o  co-raggio  fia  in  fe- 
condo  luego  dato  in  qualfivoglia  modo  per  l'aíEffa  x , 
egli  é  chiaro ,  che  in  queflo  cafo  non  poíTono  fervire 
le  riduzioni  avute  nel  primo  ,  poiché  le  fommatoric^ 
j'dy  3  J^y  averanno  mai ,  fe  r ,  e  ¡5  fieno  da- 

te per  , 

Prefa  adunque  la  formóla  del  raggio  ofculatore  in 

j 

cui  é  coflante  dfc ,  cioé  dic^-^dy^  ^  per  le  curve  rife- 

—  dxdáy 

rite  all'aíTc  (  giacché  in  quelle  riferite  al  fuoco  il  rag- 
gio,  o  co-raggio  non  puo  eíTer  dato  per  TafEíTa)  fara 

3 


r:=:  dx^-h  4y^  *;e  peró  ifleíTamente,  come  fopra ,  pon- 
dxddy 

go  dy  -  qdxt  onde  ddy  =  dqdx  ^  dy^  •=.  qqdx* ,  e  fatte  le 

fofli- 
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t 


foílitnzioni ,  r  =  ájv'^-  qqdx^  *  ,  cioc  dx  ~  —• 


—  dx'-dq  r        ,  i 

ed  iotegcando  ,y  ¿A?  ±.  h  =z     — q      ,  equazione  ri 


I  -t-  j-^i  * 

dotta  alie  prime  diíFerenze ,  perché  eíTendo  r  data  per 
,  la  fommatoriay"  Jíí  fi  potra  fempre  arere,  almeno 

trafccndentemente  .  E  pofto  il  valore  di  q,J*dv  t,  h  = 

—  dy  -  : 


ydx^-t-dy' 


Sia  r = 2  i^^aa  —  zax ;  adunque  fara  y  dx 


2  y^aa  —  lax 

±  bz:     —  dy     ,  cd  integrando  attualmente ,  ommef- 
dx'-  -i-  dy'' 


fa  la  cortante  h,  — l^^a — tax         —-.dy  .    3  e 


.  ta 


l^dx^-i'dy'' 

quadrando  ,  c  riducendo  al  comune  denominatore  , 
i^aadx^  —  zaxdx^  —  za^fdy*-  zz  o  ,  cioé  dy  —  dx  «/ la — x^ 


equazione  alia  cicloide  de!  num.  131,  Capo  V.  Li- 
bro II. 

In 


i 
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In  luogo  del  raggio ,  ci  venga  dato  il  co-raggto  , 
■Dunquc  z  =  dx'-h-dy- ,  e  poíla  iñeíTamente  dy  —  qdx  , 
—  ddy 

onde  ddy  =  dqdx  ,  dy"-  —  qqdsc^ ,  e  fatte  le  fortituzioni 
in  luogo  di  ddy  ,  e  di  dy- ,  fará  z  =  dx'-^qqdx*  >  cioe 

—  dqdx 

dx  —  —  dq   ,  ed  integrando  ,  T  dx  ±.  h  =  T  —  dg  ; 

"3*        3  4.  5^  J     z  \/     »  -f-  2Í 

ma  r  intégrale  dell'omogeneo  di  comparazione  é  arco 
di  circolo;  dunque  fe  il  co-raggio  fara  in  tal  modo 
dato  3  che  a.uchc     dx  íía  arco  circolare  ,  e  quefti  archi 

Si  corrifpondano  come  numero  a  numero  ,  avremo  l'e- 
quazione  ridotta  alie  prime  diíFerenze  ,  ed  efpreíTa  in-. 
quantiíá  ordinarie  . 

Sia  %  zz  2    zax  —  xx  ^  adunque  fara 

/dx         —  f  — dg   ;  raa  1' intégrale  del  pri- 

mo  membro  é  l'arco  di  circolo ,  la  di  cui  tangente^ 
fia  \/2ax  —  XX    e  del  fecondo  é  l'arco  di  circolo,  la 


di  cui  tangente  ila  g  ,  dunque  fará  \^2ax~xx  =  gzz  dv  , 

«  4« 


e  per6     =:  dx  t/2a~-x,  equazione  alia  fieíTa  cicloide. 


PRO- 
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P  R  O  B  L  E  M  A  I  L 

<f5.  Dato  il  raggh  ofiulatore  i»  qualunqm  Vtodo  ps^ 
la  curva  riferita  aU'ajfe  ,  ritrovare  la  curv^flejfa  . 

La  formóla  del  raggio  ofculatore  >  pofío  cortante 
i$  ( elemento  della  curva )  fi  é  dxis  ,  c  per6  fara  l'e-» 

ddy 

quazione  »•=  Ms  ♦  Chiamo  t  U  tangente  deíla  cum, 
ddy 

e  p  h  fottotangente  j  fara  yds^  =  f  ?  e  difiere nz lando 

dy 

jjell'ipotcfi  di  4s  coftame,  dt    dy"- ds  ^ ydsddy  ^  ciofe 

dy* 

ddy  =:  dy'-ds     dy^dt ,  onde  fatta  la  foílituzione  ,  fara 
yds 

r         ydxds^       »  Ma  poiché  C\  i  p  z^ydx,  e  ?  —  y4s^ 
dy^ds~~dy''dt  dy  dy 

fara  díí  ^p^»  ds  =        onde  foflituitl  quefli  vülori 

y  y 

nella  equazione  fupe  riere ,  fi  averá  r  =     /-fií  ; 

tdy  —  ydt 

roa 
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ma  p  =  i^tt — yy  ,  dunque  r  =:  tds  ^tt  —  yy  i,  cioe 

tdy  — ydt 

ds_~    tdv — ydt  , 
t\ytt—yy 

II  primo  niembro  di  quefl' ultima  equaz'one  é  iiu. 
noflra  mano ,  almeno  trafcendentemente  ,  poiché  r  é 
una  funzlone  di  s  ;  nel  fecondo  poi  fácilmente  fi  fcpa- 
rano  le  indeterminate  ,  fe  fi  faccia  j  =      ,  con  che 


t 


averaffi  la  fempliciífima  equazione  ds  ~ 


Se  nella  formóla  r  =:      ptds      in  luogo  di  f  íi 

tdy  — ydt 


aveíTe  prefo  il  valore  i^pp  -h  yy  >  averebbeü  ritrovato 
.y  zi  pp-^yy  X  ds  3  Q  fattají_  =  z  ,  T  equazione  puré  fem- 

pdy  —  ydp  P 
pliciffima  ^L""  * 

Le  due  quantitá  difFerenziali  ,    dz  ib' 

V  í—qq  ^ 

Ho  l'efpreíTione  dell'eleraento  d'arco  di  circoló  ;  quindi 
fe  1' intégrale         fará  algebraico  ,  o  puré  dipenderá 

-  da' 
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di'  logaritmijO  da  quadrature  piü  alte,  la  rettificazio- 
ne  delle  ricercate  curve  ,  ed  il  valore  del  raggio  ofcü' 
latore  fupporrá  la  qoadratura  del  circolo  ;  ma  all'oppo- 
ño  potra  1' uno,  e  l'altro  eíTer  algebraico,  fe  1' intégrale 
ds  convenga  con  una  fórmala  d'arco  clrcolare  . 

Ritenuta  una  delle  due  equazíoni ,  per  efempio  , 
la  feconda  ds  z:    dz  '  ;'poiche  ds  —  tdy.n  dy  i^pp-^yy, 

r     I  +-  22  y  y 

^  P  ~  y  9  ^^^^  ds      dy     i  -h  zz  ,  onde  porto  queíío 

s  z 

valore  nell'  eqiiazione  ,  averaíTi  ííy  =  .  rzdz 


EíTendo  ás  —  dyy  i  -t-  ,  fará  anche  ds  * ,  cioc 
dx*'t-dy^  =  dy^+-zzdy'',cpetbdxzzdy. 

zz  z 

II  dato  raggio  ofculatore  r  fia  =  i  +-  jj-  ;  I'equa- 
zione    dz   —  ds  11  muterá  in  quefta   dz    ~    ds  , 

da  cui  fi  ricava  sj  —  j  ,  e  peró  r  i  -hzz  .  Pongo  que- 
ílo  valore  nella  equazione  dy  zz         rzdz  ,  e 


I  -H  zz     1  +-  zz 
iará  dy  =      zdz     ;  ed  integrando ,  ommefla  la  co- 


k'  I  +.  zz 


e  e  e  fiante , 
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fíame  ,  y  iz  ,  quíndi  z  —  Vyy  —  i  .  Adunquc 

perche  ó  ritenuto  dx  =  Jy_,  fara  finalmente  dít  =; 

z 

dy  ,  equazione  della  ricercata  curva  neíla  fuppo- 
i^yy  —  I 

fizione  aíTunta  del  raggio  ofcnlatore  ,  La  coílruzionc 
dipende  dalla  quadratura  dell'ipcrbola . 

Prendo  la  formóla  del  raggio  ofculatore  ds  ~ 

r 

dsddy  —  dydds ,  in  cüi  neíTuna  íluíTione  prima  é  coílan- 
dxds 

te  ,  Difpongo  l'equazione  cosí ;  dy  X  ddy  —  dds  —  ds  . 

dx        dy         ds  r 

L' intégrale  di  ddy  — dds  fi  e  Idy  -^^  Ids  ^  che  pongo 

df 

;  dunque  fará  ddy  —  dds  —  dp  ¡  e  dy  zzp  y  c  pero  fa- 

dy         ds        p  ds 

ra  l'equazione  ds  =  dy  X      i  tnsL  p  zz  dy  i  e  dy^  z: 

.r        din        p      .  ds  pp 

ds''     dx''     dy^ ,  dunque  dx  zz  d:yi^  i  —  pp  ;  e  fofli- 

tuendo  queílo  valore  ,  fará  ds         dp      ,  equazionc 

VI  —  pp 

in  cu  i  fons  feparate  le  variabili ,  e  che  per  confeguen- 
za  puó  trattarfi  con  la  maniera  di  fopra  ufata  .. 

Sia 
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Sia  h  formóla  del  raggio  ofculatore  ds  —  —  dydds  ^ 

r  dsdx 

in  cui  é  cofiante  dy  .  Pongo  ds  =  qiy  ,  e  peró  dds  — 
dqdy  ,  dunquc  ds  -  —  dyHq  y  m%  ds"- —  dx^  -í-  dy"-  ^ 
r  dsdx 

qqdy^  ^  ondc  dcavafi  dx  —  dy  \/  qq  —  t  ,  e  dxds 
qiy^'yqq — i  •  Fatta  pertantú  queíla  foílítuzione  ^  far^ 
ds       —  dq  • 

Sia  finalmente  la  formóla  del  raggío  ofculatorC-j 
ds  =  —  dxdiy  ,  ia  cui  é  cortante  dx .  Pongo  2;      ijv  ^ 
r  ds^  dy 

c  per6  dz  =  — dxddy  ;  dnnque  ds  =  dy^dz  ^  ma  dxzz 

dy"-  r  ds"- 

zdy  ^  e       —  íi^^  -H       =:  zzdy^     dy"-  ^  quindi  ¿fj  z:: 

r 

dz  . 
I  4-  zz 

In  qualunque  modo  adunqne  fi  operi ,  IMntegrale^ 
ds  íard  fempre  riferito  alia  rcttificazione  ,  o  quadra- 

tara  del  circolo  , 

Sia  dato  in  quaíunqne  maniera  per   la  curvá  il 
co^  raggío  j  che  chiamo  —u  .  Prendo  una  delle  tre  for- 
cee z  mo- 
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mole  fuperíoci ,  per  efetnpio  quella  ,  í-n  cu  i  é  ñata-, 
prefa  cortante  dy^  cioé  ds  ~     —  dg     ,  dove  é  flato 

?    ??  — 

poílo  ds  =  qdy  .  Sara  ir  raggio  r  -  uds^ ,  e  poflo  quefto 

valore  nella  formóla  ,  averemo  ds  =  ■ —  dsdq  ; 

"  qdfíyqq—^ 

ma  ds  -qdy  ,  t  dx=:  dy  l^qq—J ,  quinái  fatte  le  foíli- 
tuzioni ,  lará  ds  =  ^  dg  ;  ma  «  e  data  per  s  ,  adutj- 
U      q.q  —  í 

que  ec, 

Qui  fi  oíTervi ,  che  flecóme  la  fommatoria  J"ds^  é 

eguale  all'efprelTione  d*arco  c¡ r colare  ,  cosí  l'altra  fom- 
matoria r  ds  viene  riferita  alia  quadratura  dell*  iperbo- 

J  u 

la  5  o  fia  a'  logaritmi . 

€6.  Con  fimili,  o  poco  diverfi  artifizj  e  maniere 
íl  potranno  ridurre  a'  fecondi  diflerenziali  molte  equa- 
zioni ,  o  formóle  efpreíTe  con  differenziali  terzi  ,  quarti 
ec.'Ed  in  primo  lüogo  il  método  del  num.  45».  fi  pu6 
efiendere  (  dentro  certe  limitazioni  peró  )  alie  equazlo- 
ni  differenziali  del  terzo  ordine ,  del  qnartp ,  del  quin- 
to ec. ,  vale  a  diré  fi  ridurranno  fempre  al  primo  or- 
dine le  equazioni   del  terzo  ,    purclié    1'  una  ,  e_> 

I'  aítra 


V 
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I'altra  delle  variabilí  finite  íí  ,  y  m  eíTt;  manchi ;  fi  ri- 
diirranno  quelle  del  quarto  ,  purché  oltre  l*una  ,  e  l'al* 
tra  delle  due  variabilí  finiré  x  ,  y ^  in  eíTe  manchi  l'u- 
na  ,  o  1'  al  tra  delle  prime  fluffioni  dx ,  dy  con  le  nfpetti- 
ve  funzioni ;  fi  ridurranno  quelle  del  quinto ,  purché  m 
cíTe  manchino  arnbc  le  variabilí  finite ,  ed  ambe  le  pri- 
me loro  fiufliqni ;  quelle  del  feíto  3  purché  oltre  tutto 
ció  ,  manchi  Puna ,  o  l'altra  delle  fluíTioni  feconde ,  e  cosí 
vadafi  difcorrendo . 

Sia  l'equazione  dxdddy  dx'^ddy  ~  dx*-^~dy^^ 
cuí  é  ftata  preCa  cortante  dx  .  Faccio  al  foliio  pdx~dy, 
e  peró  dpdx  =  ddy  ,  ddpdx  —  ddiy  ;  fatte  perianto  le  fo- 
flituzioni ,  fi  averá  dx^ddp  -h  dx^dp  ~  dx*  +■  c/y* ;  ma_. 
dy''  zz  p^dx* ,  dunque  fafá  ddp  +•  dxdp  ~  dx' ■Ji-p''dx'-  , 
equ  alione  ridotta  al  fecondo  ordine  ,  Pongo  in  o  Uro 
qdx  —  dp  ,  ritenendo  per  cortante  dx  ,  e  pero  dqdx  — 
4dp  ,  onde  fortituendo  ,  fará  dqdx  +•  dpdx  ~  dx''  p^'dx^, 
cioé  dq  -h-  dp  ■=.  dx    p'' dx  \  ma  dx  ^  dp  ^  dunquo 

dq-^dp—  dp     p'^dpf  equazione  ridotta  alie  prime  dif- 

ferenze . . 

Sia  l'equazione  difFerenziale  del  quarto  ordine^ 
d*y +-  dxdddy  —  dx^ddy  zz  o  ,  in  cüi  fia  cortante  dx\ 
Faccio  adunque  pdx  ~  dy  ^  e  ptro  dpdx  ~  ddy  ,  e 
ddpdx    dddy  ,  e  dddpdx  —  d'^y  ;  fatte  peró  le  Ibrtituzio- 

ni. 
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ni ,  fi  averá  dddp  -j-  dxddp  —  dx^  dp  =:  o  ,  equazione  ,  che 
é  il  cafo  del  fopra  poílo  efe  ni  pió  ,  onde  íi  fa  maneg- 
giare ,  e  fácilmente  fi  ridurrá  alie  prime  finíTioni  : 

II  método  del  nura.  49.  ritrovato  giá  tempo  fa_. 
dal  Sig.  Conté  Jacopo  Riccati  prima  d'ora  mi  era  noto; 
ma  la  qui  fopra  polla  enenfione ,  ficcome  il  problema 
fccorido  inverfo  de'  raggi  ofculatori  ora  folamente  gli 
ó  apprefi ,  che  mi  é  venuto  alie  maní  il  fecondo  To- 
mo de*  commentarj  dello  IníHtuto  di  Bologna  ;  e  cer- 
taraente  troppo  tardi  per  me  ,  perché  ritrovandomi  giá 
al  termine  dell'impreffione  di  queQa  mia  fatica  ,  noiL^ 
fono  piíi  in  terapo  di  prevalermi  d'aítre  dottiflime  Dif- 
fertazioni  ,  e  del  P.  Vincenzo  Riccali  figlio  del  fuddet- 
10  Sig.  Conté  Jacopo  ,  e  del  Sig.  Gabriello  Manfredi 
ivi  inferite  ,  Baílerá  aduoque  averie  indícate  al  Lettorc, 
acció  voglia  trarne  proHíto  . 

ój.  Veduta  la  fuddetta  efleníione  del  método  del 
num.  49.  ,  paffo  ad  altre  equazioai ,  e  ad  altri  ripie ghi  j 
€  pero  íia  l'equazione  pdyddy  ^ —pdsc'-dddy  —  2pdxddxddy  — 
dpdx^ddy,  in  cui  la  ^  c  in  qualunque  modo  data  per 
X  ,  ed  y  ,  ed  é  flato  prefo  per  coflante  1' elemento  ds 
della  curva  .  Poiché  ds  é  coflante,  fará  dxddx  =  —  dyddy, 
onde  foflitulto  queflo  valore  in  luogo  di  dxddx  ,  fará 
pdyddy  *  =  pdx  *  dddy  4-  ipdyddy  * — dpdx *  ddy ,  cioé  cancel- 
lato  ci6  ,  che  fi  elide,  dpdx  H'dy -pdyddy^ -^pdx"- dddy  , 
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o  fia  dp  =:  dyddy  +-  dddy  ,  e  poño  in  luogo   di  dyddy 

P       á^^  ddy 
il  valore  — dxddx  ,  fará  dp  •=  —  ddx  +-  dddy  ,  e  final- 

p  d»  ddy 

mente  integrando  con  i  logaritrai ,  /p=  Iddy  —  Idx  — 
Ids,  eíTendo  ds  colante  j  e  peró  p  —    ddy-  ,  equazio- 

dfíds 

ne  ridottá  alífe  fetonde  differenze. 

Sia  r  equ  azion  e  hdzdddx  —  3  hddzddx    dhdzddx  =  o , 
in  cui  la  /&  e  in  qualunque  modo  data  per  w ,  e  5  .  Si 
íinga  la  feguente  equazione  h^dz^ddx^'  =  ad  una  co- 
flante  (le  «3 ,  »  ,  r  fono  potetta  incognite  da  de- 
terminarfi   nel  progreíTo  ),   dunque  differenziando  , 
fará   rh^dz^ddx  ''—'^  dddx  +  nk'"ddx''dz»'"'^  dd%  +- 
mh^'^  dbdz^ddx^zz  o  ,  la  quale  divifa  per 
h""^  *  dz*"-  ^  ddx^~^  fi  riduce  ad  eirere  rhdzdddx  +- 
nhddxddz  -h  mdhdzddx  -  o  .  Paragonata  que  ña  equázionc 
termine  per  termine  con  la  principale  propoQa  ,  fi  á 
r  =:  i  j  n~- —  3  ,  mzz  —  í,  adunque  in  vece  dell* 
equazione  finta  h^dz^ddx^  =.  ad  una  cortante,  avere- 
mo  la  vera  ddx  ~  ad  una  colUnie,  che  é  1' intégrale 

hdz' 
della  propofta , 

Per  via  di  logaritmi  ancora  fi  puó  ottenere  la_. 
íleíTa  integrazione  .  Ripiglio  1' equazione  hdzdddx  — 
^hddzddx  —  áhdzddx  —  o  :  .divido  per  kdzddx  ,  fa- 
rá 
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ra  dddx  —  ^ddz  —  i/í  =  o  ,  ed  integrando  ,  / ddtí  — 

dHx  dz  h 

Idz'  —  lhzi  ad  ua  logaritmo  coílante  ,  dunque  ddx  =: 

■  hdz' 

ad  una  cofiante  . 

Finir6  quefle  Inflituzioni  con  una  avvertenza  ,  ed 
é  5  che  deve  l'accorto  Analiza  procurare  con  tutta  l'in- 
durtria  di  fcanfare  nella  foluzione  de'  Problemi  le  fe- 
conde  ,  e  moho  piü  le  uUeriori  fluíTioni  per  raezzo  di 
certi  ripieghi ,  che  nafcono  opportu ñámente  ful  fatto  ■ 
Tali  artificj  ll  vedo  no  adoperati  da  iUuftri  Matematici 
ne*  Problemi  delle  Curve  Elaflkhe  ,  Catenarie  ,  Vela-, 
fie,  in  quello  ásgV  l/operimetri ,  ed  in  altri ,  le  foíu- 
zioni  de'  quali  pubblicate  si  negU  Atti  di  Lipfia ,  come 
jo  altre  opere ,  fi  potra n no  leggere  ,  a  fine  di  acquilla^ 
re  queila  avvedntezza  e  deftrezza ,  che  é  neceíTaria . 
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